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Координаты видимыхъ положеній свѣтилъ, выводимыя изъ пепосрсдстпениыкъ 

наблюденій, служатъ начальными даппыіш при рѣшеніи сдвалн по саиаго сущоствси- 

паго вопроса математической астропомін— вопроса объ изслѣдованіи орбитъ свѣтелъ 

н заколовъ движенія въ этилъ орбит алъ. Въ настоящее время рѣшеніе от ой задача 

развито съ достаточной подробностію только въ примѣненіи къ свѣтиламъ искони со¬ 

ставляющемъ солнечную систему и къ тѣмъ иеипогилъ кометамъ, которыя, двигаясь 

въ орбитахъ значительнаго эксцентриситета, періодически возвращаются къ Солнцу. 

О кометахъ, движущихся по параболическимъ кривымъ, мы не можеиъ сказать того 

же, ибо паши наблюденія даютъ возможность изучить съ пзвѣстпою подробностію 

только тѣ, сравнительно небольшія части орбитъ этихъ кометъ, которыя находятся 

вблпзи перигелія. Такимъ образомъ мы видимъ, что въ пастоящео время задача тео¬ 

ретической астропомін весьма ограниченна н заключается въ изслѣдованіи движенія 

немногихъ свѣтилъ, составляющихъ солнечную систему. 

Теоретическія соображопіп о поступательномъ движеніи свѣтилъ солнечной си¬ 

стемы приводятся къ интегрированію шести совмѣстныхъ дифференціальныхъ уравненій 

втораго порядка. Не смотря иа многія уеклія учепыхъ, до силъ поръ по удалось ро¬ 

зыскам всѣхъ коночныхъ интеграловъ этихъ уравненій, н надо думать, что средства 

анализа, которыми мы теперь располагаемъ, недостаточны для выполненія шітсгрпро- 

вапія упомянутыхъ уравненій вопроса, а потому намъ остается искать простѣйшаго 

рѣшенія задачи только нутомъ послѣдовательныхъ приближеній. Въ этой трудности 

интегрированія заключается также причина раздѣленія теоретической астропомін на 

двѣ части. Въ одной изъ пилъ разсматривается такое движеніе гшшотъ и кометъ, 

которое имѣло бы мѣсто при дѣйствіи по закону Ньютона одной только центральной 

силы Солица. Ко второй части теоретической астропомін, названной Лапласоиъ не- 

бесиой механикой, относится изученіе тѣхъ возмущеній, которыя происходятъ въ дви¬ 

женіи даннаго свѣтила отъ вліянія другихъ свѣтилъ, составляющихъ солпочпую си¬ 

стему и дѣйствующихъ па разсматриваемое такжо по закону Ньютопа. Такъ какъ по 

этому принципу прптяжепіе обратно пропорціон&льпо квадрату разстоянія и прямо 

пропорціонально массѣ, а массы всѣхъ планетъ весьма малы въ сравненіи съ массой 

Солпца, то въ первомъ лриближеиіи рѣшенія вопроса о двпжоніи планетъ и кометъ 

отвергаются члены порядка возмущающихъ массъ и дЬі изслѣдованія сейчасъ упомя¬ 

нутыхъ движеній, приходится тогда ллтегрировать три совмѣстныхъ уравненія втораго 

порядка и первой степени. Это интегрированіе не представляетъ пнкакихъ трудностей 
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н три окончательные интеграла съ шестью произвольными постоянными легко полу¬ 

чаются въ весьма простой и конечной формѣ. Для полнаго рѣшѳвія вопроса тогда 
остается только показать способъ опредѣленія изъ наблюденій шести упомянутыхъ 
произвольныхъ постоянныхъ, введенныхъ нитрированіемъ. Однако рѣшеніе этой за¬ 

дачи представляетъ весьма значительныя трудности, н можно сказать, что взлоішіонъ 
пріемовъ опродѣлепія взъ наблюденій упомянутыхъ постоянвыхъ исчерпывается содер¬ 

жаніе первой части теоретической астропоиін. 
Рѣшеніе вопроса объ опредѣленіи изъ наблюденій постоянныхъ, введенныхъ при 

интегрированіи уравненій эллиптическаго движенія, весьма часто привлекало къ себѣ 
вниманіе порвокласвыхъ геометровъ. Первое сравнительно точное опредѣлено элемен¬ 

товъ орбиты земли и пяти большихъ планетъ было сдѣлано Кеплеромъ. Изысканія 
Кеплера, хотя и основывались па зпапіи точныхъ закоповъ движенія планетъ, однако не 
привели къ общему рѣшенію вопроса. Съ увѣренностію можно сказать, что Кеплеръ 
при свовхъ изслѣдованіяхъ получилъ удовлетворительный результатъ только потому; 

что изъ старыхъ наблюденій ему было довольно точно извѣстно сроднее суточное 
движеніе упомянутыхъ планетъ; кромѣ того Кеплеръ всегда могъ выбрать изъ много¬ 

численныхъ наблюденій Тихо де-Браге такія, которыя были бы наиболѣе благопріятны, 

для опредѣленія того или другаго элемента. Открытіе 7рапа Б. Гѳршоломъ въ 1781 г. 
нисколько не подвинуло впередъ изысканій общаго пріема вычисленія элементовъ пла¬ 

потныхъ орбитъ. Такъ какъ эксцонтриситетъ орбиты Урана и ѳя наклоненіе къ эклип¬ 

тикѣ не велики, то элементы этой орбиты были найдены съ удовлетворительной точ¬ 

ностію въ томъ предположеніе, что плапета движется по кругу въ плоекооти эклип¬ 

тики. Вообще при вычисленіи орбитъ нерѣдко начинали работу въ предположеніи, 

что описываемая свѣтиломъ кривая есть окружность и затѣмъ уже получепные эле¬ 

менты исправляли мало по малу до тѣхъ поръ, пока система ихъ но представляла 
наблюденій съ достаточною точпостію. Хотя въ XVIII столѣтіи многіе ученые стара¬ 

лись примѣнить высшій анализъ къ опредѣленію иэъ наблюденій элементовъ планет¬ 

ныхъ орбитъ, но какъ скоро хотѣли имѣть прямое и общее рѣшеніе вопроса, то при¬ 

ходили къ уравненіямъ весьма высокихъ степеней и окончательные выводы представ¬ 

лялись тогда въ формѣ непримѣнимой на практикѣ. Къ такимъ результатамъ пришли 
между прочимъ Д'Аламбертъ и Лаграпжъ *). Хотя Эйлеръ **) и искалъ рѣшенія 
пріемами нѣсколько отличными отъ тѣхъ, которые были употребляемы выше упомяну¬ 

тыми учеными, но по достигъ болѣе удовлетворительнаго результата. 

Въ такомъ состояніи оставалось дѣло до начала текущаго столѣтія. Перваго 
Января 1801 года астровомъ Шацци въ Палермо открылъ первую малую планету, 

названную Церерой и это открытіе имѣло рѣшительное вліяніе на судьбу важнѣйшаго 
изъ вовросовъ теоретической астрономіи. 

Открывъ Цереру, Шацци наблюдалъ ее до 11-го Февраля того же 1801 года, 
и но этанъ единственнымъ наблюденіямъ предстоило вычислить орбиту планеты н со¬ 

ставить эфемериду для дальнѣйшихъ ея наблюденій; безъ этого трудно было ожидать, 

•) Л'ЛІетЪеги Оо Іа бѳіоттаііоп Оѳ ГогЬііо <1оа ріапоіоа. Вогііп. 1747, 

Ъадгапде. ШеісКші$оп гиг ВовІітішт$ еіпвг Кот.—оЛог Паи.—ВаКп. 1780, 

**) X. 1>о ток ріапѳіагат ѳі огЬііагйт ЛотіішЬІопе. Рѳігр. 1734, 
X. ХЫи1. N040- тѳікоЛиэ тоітп ріапоіагшп Лѳіагт. Рѳігр. 1778. 



что случайное открытіе Піацци повторится еще разъ и планета будетъ пайдова снова. 

Крайне нскуствеапыя средства, употреблявшіяся въ подобныхъ случаяхъ до того вре¬ 

мени, были совершенно недостаточны для вычисленія орбиты этой планеты. Удовле¬ 

творительно точная система элементовъ пе могла быть найдена для Цереры въ томъ 

предположенія, что эта планета движется по круговому пути мало наклоненному къ 

эклиптикѣ. На номощъ астрономамъ при рѣшеніи представившейся трудной задачи 

явился тогда молодой математикъ Карлъ <І*ридрихъ Гауссъ. Хотя работы, сдѣланныя 

до того Гауссомъ *), не имѣли прямого примѣненія къ астропоміи, тѣмъ не менѣе 

этотъ волнчайшій изъ математиковъ скоро у пи дѣлъ въ изыска иіяхъ, которыми оиъ 

былъ занятъ около того времени, средство для рѣшенія представившагося труднаго 

вопроса. Задача, которую при этомъ поставилъ себѣ К. Ф. Гауссъ, заключалась въ 

изысканіи численнаго уравнеиія коническаго сѣченія, по которому должна двигаться 

Церера, представляя своимъ движеніемъ наблюденія Піацци. Такъ какъ попытки найти 

прямое рѣшеніе этого вопроса пн привели пи къ какому результату, то Гауссъ, 

оставивъ ихъ, прибѣгнулъ къ способу послѣдовательныхъ приближеній и этпмъ путемъ 

достигъ такого метода вычислеиія орбитъ, который вполнѣ удошіетворнлъ потребно¬ 

стямъ практики. Пользуясь вычисленіемъ Гаусса, Ольберсъ и Цахъ нашли планету 

въ томъ мѣстѣ неба, которое указала новая теорія опредѣленія нлапствыхъ и ко¬ 

метныхъ орбитъ изъ трехъ наблюденій. Послѣ этого способъ Гаусса сталъ часто при¬ 

мѣняться къ вычисленію орбитъ другихъ вновь открытыхъ малыхъ планетъ и изыска¬ 

нія К. Ф. Гаусса, относящіяся къ вопросамъ о движеніи планетъ п кометъ ‘около 

Солнца, составили содержаніе беземортиаго творенія: Тксогіа тоШ согропт сосг 
ІезЬшш гп зесііопіЪхьз сопісів Зоіспь амЫспЫпт. 

По способу, предложеппому К. Ф. Гауссомъ, вычисленіе орбиты раздѣляется па 

двѣ части: въ одвой опредѣляются но паблюдаешнъ положеніямъ свѣтила его раз¬ 

стоянія отъ земли или Солпца, по ирн этомъ не вычисляется ни одгшъ изъ элоисп- 

товъ орбиты. Вторая часть рѣшенія вопроса относится исключительно къ опредѣленію 

элементовъ по даішымъ разстояніямъ свѣтила отъ земли или Солнца въ трехъ наблю¬ 

деніяхъ. Наибольшую трудность представляетъ первая часть работы и такъ какъ 

вопросъ объ опредѣленіи разстояиій можетъ быть рѣшепъ не иначе какъ послѣдовая 

тельными приближеніями, то, отдѣливъ вычисленіе» разстояній отъ вычисленія элемен¬ 

товъ, К. Ф. Гауссъ дастъ возможность при каждомъ приближеніи повторять только 

часть вычисленія, пе доводя его до опредѣленія элементовъ; этимъ пріемокъ значи¬ 

тельно сокращается вся работа. 

Выше упомяпутое сочипеніо К. Ф. Гаусса, въ которомъ подробно изложенъ спо¬ 

собъ опредѣленія плапетпыхъ и кометныхъ орбитъ по извѣстному числу наблюденій, 

появилось въ 1809 году. Съ тѣхъ норъ мпотіе ученые старщсь упростить методу 

предложенную Гауссомъ, французскіе же геометры неоднократно предлагали въ замѣнъ 

вч ея способы, основанные на/ принципѣ разложенія тѣхъ или другихъ координатъ въ 

безконочиыѳ ряды, но не одинъ изъ этихъ способовъ не вошелъ въ общее употребле¬ 

ніе и пе о дивъ изъ нихъ пе имѣетъ тѣхъ достоинствъ въ практическомъ отношеніи, 

*) О. 2?. Оаи$8. ѣікішеШовѳб агійшзоіісао. 1801. 
С, Г Сгацзб. ЫетопвСгаЙс поѵа огатт йтоНопет а1$оЬгаісат ѵаЬіопаІвт іп^^гат иигив 

ѵагіаЬШв іп йоіогев геаіе* ргіті г$1 еосипсіі мгайиа гоаоіѵі роем. 1799. 
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каш продставляетъ способъ Гаусса, Что касается , до попытокъ упростить методу 

Гаусса въ отдѣльныхъ ея пастяхъ, то нѣкоторыя изъ пихъ имѣли успѣхъ. 

Кронѣ Гаусса вопросомъ объ опредѣленіи орбитъ по извѣстному числу наблю¬ 

деній запинались: Моссотл, Вине, Мишаль, Копіи, Чалисъ, Виллярсо и др. *). По 

большей чаотп способы, предложенные упомянутыми учеными, основываются па разло¬ 

женіи нѣкоторыхъ перемѣнныхъ величинъ, папр. долготы и широты свѣтила, въ ряды 

расположенные по степенямъ времени. Такъ папр. способъ Чаллиса представляетъ 

собою развитіе той методы, которую предлагаетъ Лапласъ для вычисленія комотпыхъ 

орбитъ, и измѣненіе этой послѣдней, вводимыя Чаллисомъ, имѣютъ цѣлію увеличить 

точность перваго приближенія въ рѣшеніи вопроса. Способы Коши и Виллярсо также 

основываются на томъ или другомъ примѣненіи развитія координатъ въ безконечные 

ряды, Іотя названные нами геометры и думаютъ разложеніемъ извѣстныхъ функцій 

нъ ряды достигнуть рѣшенія болѣе нростаго и удобнаго чѣмъ то, которое продлагаотъ 

К, Ф. Гауссъ, по едвали ложно безъушвно согласиться съ тѣни доводами, которые 

приводять нѣкоторые изъ этвхъ ученыхъ въ пользу способовъ вычисленія орбитъ, 

основанныхъ на упомянутомъ выше началѣ. При излоліепіи своего метода Виллярсо 

говорить между прочимъ: Ьев шоИюйсз й’арргохішабіон, {овйёев зиг Гетріоі йез йс- 

ѵоІоррешѳпЬа ев зйгіез, циі зоиі й’ип зі вгапй зссоигз йап$ ипе іоиіѳ й’&ррііеаііопв 

йез шаИіешаііфісэ, реиѵепі Йге зепегаіешепі евіріоуёез йапз 1е ргбЫбше асіиеі еі 

ргезоиіепіг. йоз зоЫіопз /асііез. Еп геаіібё, Іез авбш иоиѵеаих ие зонѣ з'атаіз оЬзегѵбз 

йикші Іеиг ргешіеге аррагШоп ^иѳ йапз ипе Йепйие іогі гезЬгеЫе йе Іоиг огЫІе, 

Ьа Тегге сііс швше не йёегіі йав& ееі іпіетііс фГцпе аззег ЫЫе рагііе йе воп 

соигз ашіиеі, еп зоіѣе ч«е йаиз се шйие шЬегѵаІІе Іев соогйопиёез Ііеііосѳпігі^иоз йе 

І’азЬге еЬ йе 1і* Тот реиѵепі біге гѳргезѳпЫез раг йев зогіѳз огйонпёев виіѵапі Іев 

риі8запсез йи Іюшрз‘ **). Вели это заключеніе справедливо относительно земли, то 

едвали оно будетъ всегда, вѣрно для опредѣляемаго свѣтила, особенно если это по¬ 

слѣднее есть комета. При изложеніи своихъ способовъ, Виллярсо имѣетъ въ виду 

много различныхъ исключительныхъ случаевъ, по дѣлая послѣднее заключеніе, овъ 

какъ бы не до пускаетъ возможности большаго геліо центрическаго движенія между близ¬ 

кими одно отъ другаго по времени наблюденіями, но этотъ случай нерѣдко встрѣ¬ 

чается на практикѣ при опредѣленіи комотвыхъ орбитъ. 

Что касается до способа Вине, то онъ любопытенъ но своему чисто аналити¬ 

ческому характеру. Его можно разсматривать какъ иредставленіе способа Гаусса въ 

аналитическихъ формахъ и освоввое уравненіе теорія предложенной Вине весьма легко 

приводится къ формѣ основнаго трансцендентнаго уравненія способа Гаусса ***). 

Въ послѣднее время неоднократно были дѣлаемы попытки упростить способъ 

Гаусса въ отдѣльныхъ частяхъ, или покрайвей мѣрѣ—представить ивой, болѣе ан&- 

*) Маааоііі, Коѵа апаііаі <Зо1 рѵоЫѳша йі йоіегтімѵо Іо огЬНа йѳі оогрі соіозіі. 1817—1819. 
Віпеі. 8иг Ь сІѳіоппіпаЬіоп йоз оіШеэ сіоэ рІапоСѳа оС йѳа сотйЬоз. 1881. 
МісЪаІ, Ропх тойюйов роиѵ йоіоітоіпог 1с8 огЪКоз Ооз рІ&шЬЬез ѳС Лоа согайіеа. 1840. 
СаисЬу, Иетоігѳз зиг* Іа йеіеѵтіпайоп йсз оѵЬіЪсз йѳа ріапйівэ еЬ сошёіса. 1840—1848. 
СНаШа. МѳЬЬой оУ саІсоМп^ Иге оѵЬіЬ о^аРІапсіог СотѳЬГгот Ьі*оо оЬаогтеЛ ріпсез, 1848, 
Уѵоп Ѵіііал'сеаи. Деіеѵтіпаііоп йоз ог'ЬіСѳз йоз ріаиёйез оі Йов сопгоіѳз. 1857, 

**) Ом. Агшпіѳя ёе ГоЬаогѵаѣоіг'в Де -Рагіз, Т. Ш, 8, 
***) См. Ішпаі Де Ресоіо роІуЬосЬпіцио, Тото ХІП, р§, 204. 



7 

литичоскій его выводъ, Послѣ Вине первую изъ такихъ попытокъ сдѣлалъ Эвке и 

мемуаръ касательно этого предмета подъ заглавіемъ: „СѳЬеі (ііе Везйштип^ еівег 

еіііріізсііеп Ваіш аиз йѵѳі ѵозізіацсііеѳп ВеоЬасѣіиндѳн*, напечаталъ въ арибавленіяхъ 

къ Берлинскому астрономическому календарю за 1854 годъ. Въ этомъ мешуарѣ мы 

не встрѣчаемъ существенныхъ упрощеній методы Гаусса, а видимъ только ивую форму 

ея вывода. Едвали не ббльшій интересъ представляетъ другой аенуаръ Энке, напечаг 

тапный инъ подъ тѣмъ оке самымъ заглавіемъ въ А&ігод. Касѣг. $ 699. Въ этой 

статьѣ показано авторомъ весьма любопытное* сближеніе между общимъ способомъ 

Гаусса и способомъ доктора Ольбѳрса, предложеннымъ исключительно для вычисленія 

параболическихъ путей кометъ. 

Нѣкоторыя полезныя измѣненія въ Гауссовой теоріи опредѣленія орбитъ сдѣлалъ 

Н. А. Ганеевъ и свои озыскапія по этому предмету развилъ въ прекрасномъ мемуарѣ: 

ІІеЬег Діе ВѳзОшшип? Дег ВаЬп еіпез Ніттеізкбгрегз апз Дгѳі ВѳоЬасМип&еп, помѣ¬ 

щенномъ въ Вегісіііѳ ідЬег біе ѴегІшДІіш&еи Дег ІСопі^ІісІі-ЗйеІізізсЬеп безѳівсііай Дет 

ТСззепзскайеи ги Ьеіргід. 

• Мы увидимъ ниже, что довольно существенную часть опредѣленія разстояній 

свѣтила отъ земли или солнца составляетъ вычисленіе отношеній площадей секторовъ, 

описанныхъ радіусомъ векторомѣ свѣтила, къ площадямъ соотвѣтствующихъ треуголь¬ 

никовъ. Въ способѣ Гаусса эти величины отношеній опредѣляются рѣшеніемъ куби¬ 

ческаго уравненія, и для упрощенія дѣла Гауссъ приводитъ упомянутое рѣшевіе въ 

зависимость отъ нѣкоторой таблицы, по какъ скоро промежутки временъ, отдѣляющія 

наблюденія довольно значительны, то аргументъ выходитъ за предѣлы таблицы, въ 

такомъ случаѣ этой послѣдней нельзя пользоваться и вычисленіе нѣсколько ослож¬ 

няется. П. А. Гансенъ приводитъ опредѣленіе упомянутыхъ отношеній къ вычисленію 

нѣкоторой непрерывной дроби, примѣнимому во всѣхъ случаяхъ. Кромѣ этого довольно 

существеннаго преобразованія мы находимъ въ мемуарѣ П. А. Гансена весьма любо¬ 

пытный разборъ «различныхъ частныхъ случаевъ, встрѣчающихся при опредѣленіи'пла¬ 

нетныхъ орбитъ изъ трехъ наблюденій. 

Большую часть вычисленія орбиты составляетъ опредѣленіе песлѣдователъньши 

приближеніями разстояній разсматриваемаго свѣтила отъ земли или соллца, а потому 

изысканія средствъ къ уменьшенію числа пр сближеній должно имѣть большое значеніе 

въ рѣшеніи вопроса объ опредѣленіи орбиты. Изъ занимавшихся упрощеніемъ методы 

Гаусса въ этомъ отношеніи имѣлъ едвали не наибольшій успѣхъ неаполитанскій ас¬ 

тровомъ Ан. Гаспар и съ. Сущность преобразованія, даннаго Гасоарисонъ, заключается 

въ томъ, что онъ уже и въ первомъ приближеніи не принимаетъ отношеній площадей 

секторовъ, описанныхъ радіусомъ векторомъ, равными отношопіямъ площадей соотвѣт¬ 

ствующихъ треугольниковъ, но опредѣляетъ подобное отношеніе по радіусу вектору 

соотвѣтствующему среднему положенію свѣтила и удерживаетъ при зтомъ чдопы 

третьяго порядка. Свои теоретическія соображенія Дн. Гаспарисъ примѣнялъ первона¬ 

чально въ вычислонію орбиты Юноны по тѣмъ же наблюденіямъ, которыя употребляетъ 

для той же цѣли К. Ф. Гауссъ въ Тііеогіа шоіиз согрогш соеіезііпт; при этомъ 

оказалось, что преобразованіе, сдѣланное Гаспарисомъ, уже въ первой гипотезѣ при¬ 

водитъ къ величинамъ, по точности соотвѣтствующимъ тѣмъ, которыя могутъ быть 

получены только въ третей гипотезѣ методы Гаусса *). Развивая свои теоретическія 

*) Си. Сешріоз гсайпа, 1хш ЬѴІ, 443- 
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соображенія въ иевуарѣ ,-ЕІѳтевІі оІІШсі беі огЬіи сівіі ріапеіа 8і1тш“, Ан. Гаспарнсъ 

примѣняетъ н*ъ къ вычисленію орбиты другой налой планеты и при этонъ приходитъ 

къ столь же удовлетворительному результату какъ и прелюде. 

Излагая свой способъ, К. Ф, Гауссъ по преимуществу ииѣлъ въ виду примѣ¬ 

неніе его къ вычисленію плавотныхъ орбитъ, всегда имѣющихъ форму эллипсиса съ 

иезначптельнцкъ эксцентриситетомъ. Кометы, за весьма немногими исключеніями, дви¬ 

жутся въ орбитахъ а о формѣ рло отличныхъ отъ параболъ» поэтому при вычисленіи 

кометныхъ путей мы можемъ опредѣлять разстоянія равсивтрнваомаго свѣтила отъ 

солнца какъ радіусы векторы нѣкоторой параболы. Такая гипотеза о родѣ описывае¬ 

маго свѣтиломъ копвческаго сѣченія дастъ возможность представить вычисленіе ко¬ 

метнаго пути въ формѣ брлѣе простой сравнительно съ вычислоніенъ плаветвоб орбиты. 

Первоначально рѣшеніемъ вопроса объ олредѣлепіи комотпыхъ орбитъ въ пара¬ 

болической гипотезѣ занимался Исаакъ Ньютонъ, но онъ достигъ рѣщевія этого во¬ 

проса путемъ сложныхъ геометрическихъ построеній. Поелѣ Ньютона теоріей опредѣ¬ 

ленія кометпыхъ орбитъ занимался Лакайль, во его ивысканія также во имѣютъ ана¬ 

литическаго характера. Ври вычисленіи орбиты Лакайль простыми догадками опредѣ¬ 

лялъ разстоянія кометы отъ земли для времени двухъ край в ихъ наблюденій и дѣлалъ 

предположенія о чаѳловыхъ величинахъ этихъ разстояній подъ тѣмъ лишь условіемъ, 

чтобы система элементовъ орбиты, вычисленная посредствомъ этихъ двухъ предпола- 

геомыхъ разстояній, точно представляла положеніе кометы, соотвѣтствующее времени 

средняго наблюденія. 

Авалатическій способъ въ первый разъ былъ примѣнонъ къ вычисленію комет¬ 

ной орбиты въ 1744 году Леонардомъ Эйлеромъ, который изложилъ свою теорію въ 

сочиненіи Йеогіа тоінз РІапсіагищ ѳі Сошеіагиш. Въ основаніи теоріи данной 

Эйлеромъ лежитъ то предположеніе, что комета описываетъ только малую дугу своего 

пути въ промежутокъ времени обвпмающій соблюденія выбраввыя для вычисленія 

орбиты* Сдѣлавъ такое предположеніе, Эйлоръ допускаетъ, что хорда соедввяющая 

два крайній положенія кометы дѣлится радіусомъ векторомъ средняго положенія па 

части пропорціональныя временамъ, отдѣляющимъ сроднее наблюденіе отъ двухъ край¬ 

нихъ. Поломавъ все, это, Эйлеръ принимаетъ за неизвѣстное вопроса разстояніе ко¬ 

меты отъ земли, соотвѣтствующее среднему положенію; но для опредѣленія этого не¬ 

извѣстнаго оегъ вводитъ въ вычисленіе коордниаты четвертаго паблюдаомаго ноложопія 

свѣтила. Такнпъ образомъ Л. Эйлеръ для вычисленія кометной орбиты требуетъ дав¬ 

нихъ болѣе тото, чѣмъ сколько въ дѣйствительности необходимо и достаточно для 

полпаго рѣшенія вопроса. 

Одвоврсменпо съ Л. Эйлеромъ вопросомъ о вычисленіи комотныхъ орбитъ зави¬ 

вался Ламбергь. Хотя его способъ осиовывается па томъ лее положеніи какъ и спо¬ 

собъ Эйлера, одшшо въ его сочиненіяхъ ДгасШиз бе огЫЬіз сошеитиш" и вІпаі$иіегез 

огкішп сот си пт ргоргіеіаіѳа", мы встрѣчаемъ одпу изъ замѣчательнѣйшихъ тео¬ 

ремъ теоретической астрономіи. Эта теорема выражается уравненіемъ извѣстнымъ подъ 

именемъ уравненія Ламберта и представлшощпмъ зависимость можду временемъ упо¬ 

требляемымъ кометою для прохожденія какой либо дуги своей орбиты, хордою стяги¬ 

вающею эту дугу и суммою радіусовъ векторовъ, соотвѣтствующихъ оковочоостямъ 

дуги. Мы увидимъ ниже, что уравпепіо Ламберта играетъ весьма важв;ю роль въ во¬ 

просѣ о вычисленіи кометпыхъ орбитъ. 
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Рѣшеніемъ упомянутаго сейчасъ вопроса занимались также Лагранжъ, Лапласъ 

и Лежапдръ, Способъ Лагранжа развитъ въ мемуарахъ Берлинской Академіи Наукъ 

за 1778 и 1783 года, Трактатъ Лапласа, касающійся этого вопроса, напечатавъ 

первоначально въ мемуарахъ Парижской Академіи Наукъ за 1780 годъ; наконецъ 

теорія предлагаемая Лежандромъ составляетъ предметъ отдѣльнаго сочиненія, из¬ 

даннаго подъ заглавіемъ: „Коиѵеііез шёИюдез роаг Іа деіегштаііоп дез огЫіез йез 

сошбЬеа*. Хотя трактаты Лагранжа, Лапласа и Лежандра и имѣютъ несомнѣнныя 

аналитическія достоинства, но методы, предложенные въ шіхъ для вычисленія комет¬ 

ныхъ орбитъ, нельзя считать удовлетворяющими потребностямъ практики, Лоямпдръ, 

упоминая о способѣ Лагранжа, говоритъ; ясеМе шбйюде п’аигаіі иапа ЛоиЬе пен Іаіззё 

а безігег, зі эоп ШизЬге аиЬеиг еп ейі йііЬ РаррНсаЙоп а доз ехешріез, се ^иі Гаи- 

гаіі сопдші іаі-шбте а у аррогЬег !ѳз шодійсаііодз десеззаігез роог еп гепдгс Гаизг^е 

іасііе йапз Іа ргаіцие*, во самъ объ хотя и прицѣпилъ свои методы къ вычисленію 

нѣкоторыхъ кометныхъ орбитъ, однако* не пришелъ къ результатамъ болѣе удовле¬ 

твори тельпымъ чѣмъ тѣ, которыхъ достигъ Лагранжъ. 

Тотъ методъ, которымъ мы пользуемся теперь для вычисленія колотыхъ ор¬ 

битъ, предложенъ В, Ольберсоиъ. Примѣняя этотъ остроумный способъ па практикѣ, 

мы можемъ въ теченіи не многихъ часовъ пайти свстену элементовъ параболическаго 

путв разсматриваемой кометы. Простота способа Ольберса зависитъ отъ того, что онъ 

основанъ на предположеніи только въ извѣстной степени приближенномъ къ истинѣ. 

При вычисленіи разстоянія кометы отъ земли Ольберсъ допускаетъ, что отношеніе 

площадей секторовъ, оішсаивыхъ радіусомъ векторомъ въ извѣстные промежутки вре¬ 

мени, равно отношенію площадей треугольниковъ, соотвѣтствующихъ этимъ секторалъ, 

Этимъ приближеннымъ положеніемъ Ольберсъ достигаетъ весьма простой форш отно¬ 

шенія разстоянія кометы отъ земли въ третьемъ наблюденіи къ подобному же раз¬ 

стоянію, соотвѣтствующему времени перваго наблюденія. 

Попятпо, что это допущеніе будетъ удовлетворительно близко къ истинѣ только 

тогда, когда промежутки времени, отдѣляющіе одно наблюденіе отъ другаго, будутъ 

нс велики и когда, кронѣ того, въ теченіи малыхъ промежутковъ времени комета не 

будетъ имѣть большаго геліоцентрическаго движенія. Йели жѳ это условіе но выпол¬ 

няется въ данномъ случаѣ, то, но приступая къ вычисленію элементовъ, елѣдуетъ 

исправить величину отвошешя разстояній кометы отъ земли въ первомъ и третьемъ 

наблюденіяхъ при помощи прпблиясонно вычисленныхъ значеній радіусовъ векторовъ, 

соотвѣтствующихъ временамъ тѣхъ же наблюденій. Чтобы отдѣлить при этомъ вычи¬ 

сленіе разстояній отъ вычисленія элементовъ, необходимо имѣть способъ, по которому 

можно было бы безъ знанія элементовъ опредѣлить величину отношенія площадей 

треугольниковъ, соотвѣтствующихъ упомянутымъ секторамъ. Для рѣшенія задачи въ 

этомъ видѣ, можно указать вѣсколько пріоновъ, по наиболѣе изящпый нзъ пикъ пред¬ 

ложенъ Ф. В. Бесселемъ и развитъ имъ въ мему арѣ, помѣщенномъ во второй тетради 

журнала Лвѣгопошізсііс АЫіапдІипдсп подъ заглавіемъ: „ВеЙгад гш* КотеЬеоИіеогіе*. 

Такнаъ образовіъ, упомянутая теоретическія соображенія Бесселя являются существен¬ 

нымъ дополненіемъ Ольберсова способа вычисленія кометныхъ орбитъ, и соединеніемъ 

того и другаго мы достигаемъ при вычисленіи кометной орбиты того жо результата, 

къ которому приводятъ насъ послѣдовательныя гипотезы въ Гауссовомъ способѣ вы¬ 

численія планетныхъ орбитъ, Разница заключается только въ томъ, что отиошеиіе 

я 
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площадей треугольниковъ въ эллиптической орбитѣ безъ знаніи элементовъ можетъ 
быть вычислено не иначе какъ посредствомъ рядовъ, тогда какъ тоже самое для па- 

раболичешй орбиты выполняется, по способу Бесселя, въ конечной формѣ. 

Докторъ В, Ольберсъ первоначально изложилъ свой способъ въ сочиненіи 

ДЫшкПапв йЬеѵ йіе Іеісіііеяіе апсі ѣефіѳшяіе Мейойе йіе Ваіт егаез Сотеіед га 
ЬегесЬнеа“. Послѣ смерти Ольборса это сочиненіе съ нѣкоторыми дополненіями было 
издано директоромъ Берлинской обсерваторіи Энке. Кромѣ того Энке развилъ методу 
Ольберса въ любопытномъ мсмуарѣ, помѣщенномъ въ прибавленіяхъ къ Берлинскому 
астрономическому календарю за 1833 годъ. 

Итакъ мы имѣемъ въ настоящее время аналитическіе способы, данные Гауссомъ, 

Ольберсомъ н Бесселемъ для вычисленія планетныхъ и кометныхъ орбитъ по тремъ 
наблюдаемывіъ положеніямъ свѣтила. Если бы результаты астрономическихъ наблюденій 
н другія величины, взятыя изъ астрономическихъ эфемеридъ для вычисленія орбиты, 

были совершенно точны, то и элементы орбиты, найденные по Гауссовой или Бессель- 

Ольберсовой методѣ, точно представляли бы наблюдаемыя положенія свѣтила, по 
крайней мѣрѣ близкія къ вгятымъ для вычисленія орбиты, При такомъ условіи даль* 

пѣвшими наблюденіями найденная система элементовъ могла бы только повѣряться, а 
не исправляться. Во такъ какъ изъ всѣхъ наШвхъ измѣреній и наблюденій мы полу¬ 

чаемъ величины только въ нгвѣстной степени приближенныя къ искомымъ, то неточ¬ 

ность величинъ, лежащихъ въ основаніи всего вычисленія орбиты, извѣстнымъ обра¬ 

зомъ вліяетъ на результатъ, и найденными но тремъ наблюденіямъ элементами будутъ 
представляться всѣ другія наблюденія того же свѣтила болѣе или менѣе неточно. 

Разность наблюдаемыхъ и вычисленныхъ дм временъ наблюденій положеній свѣ¬ 

тила становится обыкновенно тѣмъ значительнѣе,, чѣмъ сравниваемыя съ наблюденіями, 

вычисленныя по эфемеридѣ мѣста болѣе удалены отъ тѣхъ, на которыхъ основано 
первоначальное опредѣленіе системы^элементовъ. 

Общая задача опредѣленія орбиты, ііе обращая вниманія па возмущенія, за¬ 

ключается въ томъ, чтобы найти систему элемеатовъ способную представить въ пре¬ 

дѣлахъ погрѣшностей наблюдошй всѣ положенія свѣтила, расположенныя въ извѣстной, 

сравнительно небольшой части орбиты. Такіе элементы называются обыкновенно оску- 

лируюіцими, а орбиту представляемую ими можно назвать соприкасающейся съ дѣй¬ 

ствительно описанной кривой. Рѣшеніе вопроса объ опредѣлоніи оскулирующпхъ эле¬ 

ментовъ заключается въ примѣненіи способа наименьшихъ квадратовъ къ вычисленію 
орбиты по многочисленнымъ наблюденіямъ. Если вычислимъ дифференціальные коеф- 

фнціеиты, продставляющіе собою вліяніе измѣненія элементовъ на измѣиенія тѣхъ или 
другихъ координатъ свѣтила, то для рѣшенія вопроса легко составимъ столько ли¬ 

нейныхъ уравненій, сколько будемъ имѣть отдѣльныхъ координатъ свѣтила опредѣ¬ 

ленныхъ изъ наблюденій. Соединяя эти условныя уравненія по способу наименьшихъ 
квадратовъ, получимъ окончательныя уравненія въ числѣ равномъ числу опредѣляе¬ 

мыхъ поправокъ элементовъ. Итакъ, если по тремъ наблюденіямъ вычислена орбита, 

то остальнымъ рядомъ наблюденій опа должна быть исправлена, и поправки должпы 
быть найдены подъ тѣмъ условіемъ, чтобы сумма квадратовъ разностей наблюдаемыхъ 
и соотвѣтствующихъ пиъ вычисленныхъ координатъ была наименьшая. 

Форма дифференціальныхъ коэффиціентовъ, представляющихъ вліяніо измѣненія 
элементовъ на измѣненія координатъ, дана К. Ф. Гауссомъ въ его сочиненіи ТЬеогіа 
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шоіиз согрогиш сооіезбіит. При вычисленіи оскулиругощіъ элементовъ за основе ую 
илоскость координатъ можетъ быть принята какъ эклиптика, такъ и экваторъ. Но 
простѣйшую форму упомянутые выше дифференціальные коѳффиціенгы, какъ показалъ 
Оппольдеръ *), принимаютъ і-огда, когда не только положенія свѣтила, во и поло¬ 

женіе его орбиты будутъ отпесспы къ экватору, 

Тотъ же вопросъ объ опредѣленіи вѣроятнѣйшей орбиты нлп, что все равно, о 
вычисленіи системы оскулирующохъ элементовъ рѣшенъ съ большими подробностями для 
кометныхъ орбитъ въ сочиненіи Войера, изданномъ подъ заглавіемъ: <?. X). X МѴеу&г. 
ІІеЬѳг біе ВНТѳгепЬіаПогшеІи Йіг СошеЬеиЬаІіиеи тон ^гтоазѳг БісепЬчсіШ. 

Многія интересныя ванѣчапіл, касательно опредѣленія элементовъ вѣроятнѣйшей 
орбиты, можно также видѣть въ мемуарахъ: Клаузена, Леверье, Гбтце и Ковальскаго **). 

Въ первоначальномъ опредѣленіи орбиты планеты или кометы, а также а при 
вычисленіи системы вѣроятнѣйшихъ зле ментовъ предполагается, что па разсматриваемое 
свѣтило дѣйствуетъ одна только центральная сила Солнца. Въ дѣйствительности дѣло 
далеко не такъ просто, Всякое свѣтило, входящее въ составъ солнечной системы, 

двигаясь около Солнца, находится подъ непрерывномъ вліяніемъ другихъ свѣтилъ, со¬ 

ставляющихъ систему, и отъ нихъ претерпѣваетъ возмущенія. Опредѣленіе возмущеній 
составляетъ второе приближеніе въ рѣшеніи вопроса о движеніи планетъ съ ихъ 
спутниками и кометъ. 

Мы ужо сказали, что раздѣлоніо трактата о движеніи свѣтилъ, составляющихъ 
солнечную систему, па двѣ части объусловливается аналитическими трудностями, встрѣ¬ 

чающимися при рѣшеніи разсматриваемаго вопроса; оно зависитъ отъ нашего иеу- 

мѣиья интегрировать въ коиечиомъ видѣ общія уравненія возмущеннаго движенія. Съ 
тѣхъ норъ какъ Ньютонъ открылъ а а копъ вшгіриаго тяготѣнія, вопросъ о возмуще¬ 

ніяхъ постоянно занимаетъ ученыхъ. Не смотря однако на это, мы до сихъ поръ пе 
имѣемъ общаго и удобнаго на практикѣ пріема для рѣшенія этого важнаго астроно¬ 

мическаго вопроса, 

Первыя попытки пайти аналитическій способъ для вычисленія возмущеній при¬ 

надлежатъ Эйлеру. Его первыя изысканія по зтому предмету относятся къ вопросу о 
возмущенномъ движеніи луиы и изложены нъ шэдзрѣ, изданномъ въ 1745 году подъ, 

заглавіемъ: „8пг Іе шопуѳшеці бе$ поеиба бе Іа Іипо еі аиг Іа ѵагіаііои бе зол іп- 

сііиаізоп а Гесіірі^ие*. Черезъ восемь дѣп, имешш въ 1753 году, Эйлеръ предста¬ 

вилъ первую полную тоорію луннаго движенія въ сочиненіи Лііеогіа шоіиз Іипае 
ехЫЬёпз ошп08 едпв теуиаіііаіев*. Вяѣстѣ съ этимъ Эйлеръ занимался и другими 
вопросами теоріи возмущеній, такъ въ 1747' году опъ представилъ па конкурсъ, объ- 

*) См. 2Іи О^оігег, Епічѵіокоіипв ѵоп ШЯстоиШІІоѵтоІп ша ѴеіЬоазегип§ ѳіпог Ріапеѣои- 
обоѵ КотоЬоиѣаѣп ласѣ яеооспйтЪеп Огіоп. Фіаіт^ЬогіоѣІй сіѳг Дѣайегоіо йзг У^іваопвсііавсп Іп 
ѴѴісл. ХЫІ Ваші, III. Ией. 

**) (Лагм&и 1/оЬеѵ біо Ротіпіп^ Зет ВеШи#шідо1ѳісІшп$о!і ш ѴоѵЪеэеетк оіпог Ріапеісп- 
осіог Сошоіоп Ваіш. 1881. 

Хо-Ѵст’т Ваг Ісэ ептъ ргойпіЬэ сіаиа Іе саісиі Зев огМЬез раг Іеа еітоихя без оЪасі- 
ѵаЪіопз ГотІатопШоа. 1847. 

воеіхг. Шаѵ іііе Возііш. Лег ОеШвшффІоЫішіиео Ьоі бег Аи&исЬиир Лег Шдогсіі. 
Вісшѳіііе сіисв Шиш№Ія№рѳгз< 1849. 

М. Коі&пІгЪі. Виг Іе оаіеці Ле ГогЬііо оНірІцио ои рагаЬоІЦио <Гарш ип поЬге 
Л’оЪеопаЬгопв. 1859. 
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явленный Парижской Академіей Наукъ, сочиненіе подъ заглавіемъ: „КосІіегсЬоб ш Іа 
сціевііоп Лез ЫдаИіея йи тоиѵѳтопі бе Ваіигпе еі Йо Лрйег\ Въ этомъ сочиненіи 
Эйлеръ въ первый разъ даетъ дифференціальныя уравненія движенія трехъ тѣлъ, 

взаимно притягивающихся по закону Ньютона. Болѣе общія изслѣдованія о возку що- 

иіяхъ Эйлеръ излагаетъ въ сочиненія „Тпшйцайо регіиѵЫіоншп, ^аіЬиз ріаиеіагит 
щоіиз аЬ асііоиот оогит тпіиат о№оіипіш:и. Наконецъ въ четвертомъ тонѣ Коѵі 
Сотшепійгіі Асасіотіас Реѣгороіібапао явился мемуаръ Эйлера, въ которомъ полошено 
основаніе теоріи, извѣстной теперь подъ пи снекъ способа шѣясйія вровзвольшт 
постоянныхъ. 

Одновременно съ Эйлеромъ, теоріей возмущеній запвотлись также Клеро в 
ДЧ-шбертъ. Изслѣдованія перваго изъ пихъ шѣчатѳльпы въ двухъ отношеніяхъ: 

оно въ первый разъ были примѣнены къ вычисленію кометныхъ возмущеній и кромѣ 
того въ пихъ можно видѣть основаніе тѣхъ обширныхъ изысканій, которыя гораздо 
позже были предприняты Гансеномъ и развиты имъ для вычѳеленія возмущеній малыхъ 
планетъ. Въ 1758 году ожидалось возвращеніе къ Солпиу Галл совой кометы и Клеро 
думалъ вычислить возмущенія ея движенія по тому жо методу, который опъ развилъ 
первоначально въ своей теоріи лупы, по употреблявшіеся тамъ ряды, по причинѣ 
большаго эксцептриситета и иашіопепія разсматриваемой конетвой орбиты, ьъ этомъ 
случаѣ представляли весьма малую сходимость, поэтому Клеро для вычисленія комет¬ 

ныхъ возмущеній долженъ былъ употребить другой пріемъ и въ своемъ сочиненіи 
„Щіеогіе йн шоиѵетепб йеа сотбСоэ", вышодшеоіъ въ концѣ 1768 года, изложилъ 

свой методъ вычисленія кометныхъ возмущеній, въ основаніяхъ имѣющій много общаго 
съ той постановкой вопроса о вычисленіи возмущеній, которую предложилъ потомъ 
П. А. Гансовъ. 

Второй періодъ изслѣдованія возмущеній начинается съ 1766 года, когда Ла¬ 

гранжъ въ МівссІІапеа Таигшоміа помѣстилъ мемуаръ: „8иг Шегопіэ ргоЫешез сіе 
СаІсиІ шСе§га1“. Послѣднее примѣненіе теоретическихъ соображеній, развитыхъ въ этомъ 
момуарѣ, относится къ опредѣленію взаимныхъ возмущеній Юпитера и Сатурна. Но 
только черезъ десять лѣтъ начинаютъ появляться изысканія Л а гранж а, имѣющія 
болѣе общій характеръ, именно въ 1776 году опъ напечаталъ въ запискахъ Берлин¬ 

ской Академіи Наукъ мемуаръ „8иг РаІЬегайоп тоуенз тошшепй бе р1апМо$“, 

замѣчательный тѣмъ, что въ номъ въ первый, разъ Эйлеровы уравпонід возмущеннаго 
движенія: преобразованы введеніемъ въ пихъ производныхъ такъ называемой портур- 

баціопиой функція. 

Къ этому же временя относятся первыя изслѣдованія въ теорія вознуіценій, 

сдѣланныя Лапласомъ, Первый мемуаръ былъ представленъ имъ въ Парижскую Ака¬ 

демію Наукъ въ 1773 году, въ пемъ Лапласъ говоритъ между прочимъ о вѣковыхъ 
неравенствахъ въ движеніи плапотъ и сообщаетъ своо воликоо открытіе о неизмѣ¬ 

няемости отъ этихъ возмущеній большихъ полуосей планетныхъ орбитъ. Послѣ этого 
Лапласомъ и Лаѵраижоігь былп сдѣланы мпогія преобразованія въ теоріи возмущеній. 

Важнѣйшимъ слѣдствіемъ этпхъ преобразованій является доказательство прочности 
устройства солнечной системы отвосительпо эксцентриситетовъ и паклопоній. 

Когда первыя трудности въ разработкѣ теорія возмущеній были побѣждены, 

тогда,Лапласъ приступилъ къ соединенію всѣхъ изслѣдованій въ одно систематическое 
цѣлое и результатомъ этого явился многотомный трактатъ, издашшй имъ подъ загла- 
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вісмъ: „ТгаіМ (Іо тбеапЦие сбіезіс6; первый торнъ этого зпамонитаго оочііііСііія явился 
въ Сентябрѣ 1770 годя, Затѣмъ изданіе небесной механики продолжалось почти не¬ 

прерывно, въ 1802 году былъ изданъ третій томъ, въ 1805 г. четвертый. Что ка¬ 

сается пятаго и послѣдняго тома, то онъ выходилъ но частицъ и оконченъ только 
въ 1825 году. Приводя въ систему первоначальныя своп изысканія въ области теоріи 
шмущешй, Лапласъ въ тоже время объобіцалъ ихъ и подвергалъ дальнѣйшей обра¬ 

боткѣ. Такъ въ Августѣ 1808 года онъ представилъ въ Віігсаи сіе Ьоп&іішісз раз¬ 

сужденіе, въ которомъ производныя элементовъ относительно врем он и ирсдставлепы 
были въ зависимости отъ ироизводпыхъ пертурбаціонной функціи, взятыхъ по элемоп- 

тамъ, съ коэффиціентами независимыми отъ времени. Замѣчательно, что въ тоже са¬ 

мое засѣданіе коцмиссін долготъ, происходившее 17 Августа 1808 года, Лагранжъ 
представилъ сочпиеиіе, рѣшавшее вопросъ объ пзлѣпеиін элементовъ эллиптической 
орбиты въ той же самой формѣ, къ какой было приведено рѣшеніе Лапласа. Различіе 
этихъ двухъ момуаропъ заключалось въ томъ, что Лапласъ достигъ окончательныхъ 
выводовъ въ упомянутой вывіе формѣ посредствомъ частныхъ преобразованій прежде 
уже извѣстныхъ формулъ, тогда какъ рѣшеніе Лагранжа основано па повой общей 
теоріи интегрированія уравненій движенія, развитой имъ въ двухъ мемуарахъ, издан¬ 

ныхъ подъ заглавіемъ: ч8иг Іа Иіеогіе дспегаіс (Ісз ѵагіаііопз Дез сопзіапісз агЫ- 

Ігаігез Дапз іопз Іез рі'оЫёшез де !а Мбсапіцііо*. Вопросъ объ интегрированіи урав¬ 

неній движенія, разсматриваемый въ этихъ мемуарахъ съ самой общей точки зрѣнія, 
имѣетъ наибольшее примѣненіе въ небесной механикѣ и, можно сказать, что общая 
теорія измѣненія произвольныхъ постоянныхъ вызвана потребностями астрономіи. 

По способу измѣненія произвольныхъ постоянныхъ, вопросъ о вычисленіи возму¬ 

щеній приводится въ зависимость отъ пптоигрпрованія извѣстнаго числа совмѣстныхъ 
дифференціальныхъ уравненій перваго порядка и первой степени, между тѣмъ какъ 
первопачальпо для рѣшенія задачи требовалось и итерировать шесть совмѣстныхъ 
уравненій итораго порядка, Хотя порядокъ иитенгрнруемыхъ уравпешй поипжопъ, но 
все таки примѣненіе методы Лаграпжа не имѣетъ пока рѣшительныхъ послѣдствій 
для труднаго вопроса о вычисленіи возмущеній. Мы по ложемъ пптенгриропать' полу¬ 

ченныя совмѣстныя уравненія перваго порядка и для рѣшенія задачи должны дѣлать 
до и утопія только въ извѣстной степени приближенныя къ истинѣ. 

Лапласъ, имѣя въ виду исключительно иозмуіцоиія большихъ планетъ, нитегрп- 

ровалъ получоиныя диффорондінльныя выраженія посредствомъ разложенія ихъ въ ряды 
по стопе и ямъ эксцентриситетовъ орбитъ, или по степенямъ тангенсовъ паклопспій этихъ 
послѣднихъ къ плоскости ЭКЛИПТИКИ. 

Большія планеты движутся почти въ круговыхъ орбитахъ, мало наклоненныхъ 
къ эклиптикѣ, а потому для лихъ упомянутые ряды имѣютъ значительную сходи¬ 

мость п вычисленіе возмущеній этихъ свѣтилъ но методѣ Лапласа и Лагранжа по 
представляетъ большихъ трудностей. Орбиты кометъ не имѣютъ сейчасъ упомянутыхъ 
диухъ свойствъ, а потому къ вычнелепно возмущеній этихъ свѣтилъ аналитическіе 
способы, развитые Лаграпшсмъ о Лапласомъ, вовсѣ нс примѣнимы. Въ этомъ заклю¬ 

чается причина, по которой Лапласъ въ четвертомъ томѣ своей пебссиоіі механик и 
вмѣсто аналитическаго пріема предлагаетъ промѣнять къ вычисленію кометпыхъ воз¬ 

мущеній способъ механической квадратуры, т. е. пнториоляніошіый пріемъ, посред¬ 

ствомъ котораго можетъ быть иайдеиа числовая величина даппаго опредѣленнаго іш- 
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тетрада по вѣсколысимъ частнымъ значеніямъ подынтегральной функціи. Способы 
Лаграижа п Лапласа нельзя считать также удоболримѣннмыми и къ вычисленію воз¬ 

мущеній многочисленныхъ астероидовъ, движущихся между орбитами Марса и Юпитера, 

Во всякомъ случаѣ изысканія, сдѣланныя Дагранжеиъ и Лапласомъ въ области 
пебесвой механики, имѣли важныя научныя послѣдствія. По методѣ вычисленія воз¬ 

мущеній, предложенной этими великими учеными, директоръ парижской обсерваторіи 
Леверье окончательно разработалъ теорію первыхъ четырехъ большихъ планетъ. На 
основаніи данныхъ имъ таблицъ Меркурія, Солвца, Веверы в Марса, вычисляются те¬ 

перь эфемериды этихъ свѣтилъ, помѣщаемыя въ наиболѣе распространенныхъ астро¬ 

номическихъ календаряхъ. Величайшее пзъ астрономическихъ открытій текущаго сто¬ 

лѣтія,—открытіе планеты Нептуна, сдѣлаиное Адамсомъ и Леверье, также находится 
въ извѣстной зависимости отъ обширныхъ изысканій Лагранжа и Лапласа, произве¬ 

денныхъ шин въ области теоріи возмущеній. 

Начало третьяго періода развитіи теоріи возмущеній совпадаетъ съ появленіемъ 
послѣднихъ частей пятаго тома небесной механики. Около этого времени директоръ 
Готской обсерваторіи П. А. Гансенъ начинаетъ спои изысканія, относящіяся къ во¬ 

просу о вычисленіи возмущеній; онъ ищетъ рѣшенія одинаково примѣнимаго къ опре¬ 

дѣленію неравенствъ, какъ планетъ съ ихъ спутниками, такъ н кометъ, движущихся 
въ орбитахъ мало отличныхъ по формѣ отъ параболъ. 

Прсобразоваііія, которыя предстояло сдѣлать въ существующей теоріи возмуще¬ 

ній, приводились къ рѣшенію двухъ существенно различныхъ вопросовъ: 1) необходимо 
было общую задачу, приведенную Лпграшшъ къ интегрированію извѣстнаго числа 
уравненій перваго порядка и первой степени, поставить въ зависимость отъ выпол¬ 

ненія простыхъ квадратуръ; а такъ какъ оказывается, что эти послѣднія не могутъ 
быть выполнены въ конечной формѣ, то 2) предстояло разложить пертурбаціонную 
функцію въ рядъ, имѣющій быструю сходимость во всѣхъ частныхъ случаяхъ, 

Въ одномъ изъ первыхъ мемуаровъ относящихся къ теоріи возмущеній, нмоино 
въ мему арѣ подъ заглавіемъ: „Соттеігіаііо йѳ согрогит соеіевйши регіигЬаІіоиіЬиз" *), 

Гавсемъ въ первый разъ показываетъ возможность примѣненія Лаграцжева способа 
измѣненія произвольныхъ постоянныхъ къ вычисленію возмущеній долготы въ орбитѣ, 

радіуса вектора и широты свѣтила. Понятно, что чрезъ это уменьшается число инте¬ 

грируемыхъ уравненій и достигается нѣкоторое упрощеніе въ рѣшеніи задачи. Въ 
этощь же иеиуарѣ П. А, Гансепъ предлагаетъ поставить вопросъ о вычисленіи воз¬ 

мущеній въ формѣ отличной отъ той, въ которой трактовали его Лагранжъ и Лапласъ. 

Волѣе полное развитіе этихъ теоретическихъ соображеній Гансена мы встрѣчаемъ йо¬ 

томъ въ его знаменитомъ трактатѣ, изданномъ отдѣльно подъ заглавіоыъ: „Гшкіа- 

тепЬа нога іпѵееМяаІіопіз огЫНае ѵегае циат Ідта регіизігаі. 1838е, 
Лагранжъ способомъ измѣвенія произвольныхъ постоянныхъ, привелъ рѣшето 

вопроса о возмущеніяхъ къ интегрированію совмѣстныхъ дифференціальныхъ уравненій 
перваго порядка и первой степени,' но отдѣлять иеремѣппыя въ этихъ уравненіяхъ, 

т. е. перейти отъ дифференціальныхъ уравненій къ квадратурамъ, до сихъ поръ не 
удалось. Чтобы обойти эту трудность, Гансенъ предлагаетъ искать вмѣсто измѣненій 
элементовъ такія двѣ функціи, которыя въ связи съ вѣкоторой системой постоянныхъ 
элементовъ, папр. съ системой оскулиругощихъ элементовъ, могли бы вполнѣ служить 

*) См. АэЬт №с1іг. Ш 258-2(50, 284-280, 205-297. 
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для опредѣленія возмуіцевпаго полоясенія свѣтила въ орбитѣ. Впрочемъ возможность 
такаго рѣшенія вопроса указалъ еще Клеро въ своемъ мемуарѣ: ^Тііеогіѳ бе шоиѵе- 

гаѳпѣ без сошбіез0. Этотъ пріемъ интегрированія дифференціальныхъ уравненій вопроса 
о возмущеніяхъ, первоначально предложенный Клеро и вполнѣ разработанный П. А. 

Гансеномъ, былъ примѣненъ этимъ послѣднимъ нъ теоріи лупы и въ вызволеніяхъ аб¬ 

солютныхъ возмущеній малыхъ планегь. Рѣшеніе этого послѣдняго вопроса П. А, Гансенъ 
излагаетъ въ обширномъ трактатѣ, изданномъ отдѣльно йодъ заглавіемъ: „Методе 
ш Вегесішп? бег аЬзоІиІеп 8ѣбгип^еп бег кіеіпен РІшѣѳп» 1856—59е, 

Говоря о попыткахъ интегрировать уравненія возмущеннаго движенія въ ко- 

печномъ видѣ, нельзя не упомянуть о прекрасномъ мемуарѣ Якоби, касающемся этого 
же предмета и напечатанномъ подъ заглавіемъ: я8дг Гоіітіпайоп без поошЗв бан$ 

1е ргоЬМше бее кош согрз*. Въ этомъ мемуарѣ Якоби показываетъ, что аналити¬ 

ческое рѣшеніе вопроса о трехъ тѣлахъ можетъ быть приведено: къ рѣшенію четы¬ 

рехъ конечныхъ уравпеиій, къ интегрированію трекъ дифференціальныхъ уравненій 
перваго порядка, двухъ отораго и къ выполненію одной квадратуры. 

Другая трудность, представляющаяся при рѣшеніи вопроса о вычисленіи возму¬ 

щеній, заключается, какъ мы сказали, въ разложеніи пертурбаціонной функціи въ 
быстро сходящійся рядъ даже и дяя тѣхъ случаевъ, когда орбита разсматриваемаго 
свѣтила значительно наклонена къ эклиптикѣ и имѣетъ большой эксцентриситетъ. 
Рѣшенію этого вопрбса Гансовъ посвятилъ нѣсколько мемуаровъ и предложилъ раз¬ 

личные пріемы, посредствомъ которыхъ болѣе нли менѣе удачио достигается упомя- 

путая цѣль. При вычисленіи абсолютныхъ возмущеній малыхъ плаветъ П. А. Гаисеяъ 
предлагаетъ одинъ изъ опредѣленныхъ интеграловъ, отъ которыхъ зависитъ каждый 
изъ коэффиціентовъ разложенія, выполнить аналитически, а другой—вычислить по способу 
механической квадратуры. Не довольствуясь однако, этимъ, сравнительно удобнымъ па 
практикѣ пріемомъ вычисленія коеффиціептовъ разложенія пертурбаціонной функціи, 

П. А. Гансенъ даетъ для развитія ея въ періодическій рядъ чисто аналитическій способъ, 
подробности котораго изложены въ мемуарѣ: пЕнІѵгіскеГш^бег пе^аііѵед нпб ипдгабен 
Роіепгеп ^еі* і^иабгаЬтгиггеІ богГипсііоо —^(соз^созѵ'-Ніпі'еінѵЧоз ^)*. 

В а основанія соображеній, развитыхъ въ этомъ сочиненіи, П. А. Гансенъ представ¬ 

ляетъ пертурбаціонную фупкцію въ видѣ ряда располоя:епнаго по стеоепямъ отношенія 
радіусовъ векторовъ возмущающаго и возмущеннаго свѣтилъ. Надо однако замѣтить, 

что этотъ рядъ но имѣетъ достаточно быстрой сходимости уже и тогда, когда отно¬ 

шеніе большихъ полуосей орбитъ того и другаго свѣтила болѣе 0,5. 

Говоря о равныхъ формахъ разложеиіл пертурбаціонной функціи, слѣдуетъ упо¬ 

мянуть объ одной изъ нихъ, предложенной профессоромъ Ковальскимъ лъ его замѣ¬ 

чательномъ сочиненіи, изданномъ въ Казани подъ заглавіемъ: 9Теорія движекія Неп* 

туна*. Имѣя въ виду возмущенія большой планеты, профессоръ Ковальскій разлагаетъ 
пертурбаціонную фупкцію по степенямъ эксцентриситетовъ и наклооопій, во это раз¬ 

лом: эн іо существенно разнится отъ формъ предлоЛевиныхъ Лапласомъ и Леверьо. Ряды, 

которыми пользовались эти геометры для выраженія истинной а ломаніи по среди ей, 
развиты на основаніи извѣстной теоремы Лагранжа, а потому законъ составленія 
коэффиціентовъ довольно сложенъ. Для рѣшенія той же задачи профессоръ Ковальскій 
пользовался свойствами Бесселевой трансцендентной функціи и этимъ пріемомъ зна¬ 

чительно уяснилъ законъ составленія коеффиціептовъ. 
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Если вычисленіе возмущеній представляетъ извѣстныя трудности, то эти по¬ 

слѣди! п значительно увеличиваются при опредѣленіи неравенствъ въ движеніи кометъ. 

Можно сказать, что до Гансена не существовало аналитическаго пріема для рѣшенія 
этого воироса и главное затрудненіе представлялось въ изысканіи надлежащаго спо¬ 

соба разложеніи пертурбаціонной функціи въ иоріодичоскШ рядъ. Развитіе ея, примѣ- 

пшіоо при вычисленіи кометныхъ возмуціеиій, мы встрѣчаемъ въ первый разъ въ мс- 

нуарѣ Гансена напечатанномъ подъ заглавіемъ: „Егшііісішів (Іег аЪзоІиѣсп Зіогшідсіі 
іи ЕШрзсп ѵои ЬеІіеЬідег ЕхсоиІгісШ иші N^511115. боіііа. 1843е. Въ этомъ сочи¬ 

неніи П. А. Гапсспъ предлагаетъ ввести для возмущеннаго свѣтила вмѣсто сродпей 
эксцентрическую аномалію» тогда рѣшеніе вопроса становится зависимымъ отъ инте¬ 

грированія такихъ дифференціальныхъ выраженій, въ которыя одновременно входятъ 
н эксцентрическая и средняя апоішія. Для нптегрпровапія этихъ выраженій Гапсепъ 
употребляетъ два пріона: одинъ основывается па введеніи Бесселевой трансцевдептмой 
функціи, въ другомъ примѣняются непрерывныя дроби. 

Такъ какъ въ нѣкоторыхъ случаяхъ введеніе эксцентрической аномаліи недо¬ 

статочно усиливаетъ сходимость рядовъ, то Гансенъ дастъ еще одинъ способъ для 
вычисленія кометныхъ возмущеній н новое рѣшеніе вопроса» зависящее.отъ весьма 
остроумнаго раздѣленія кометной орбиты па части посредствомъ введенія такъ назы¬ 

ваемыхъ частныхъ аномалій, изложилъ въ мемуарѣ „8пг Іа сіеѣогтіиаѣіои (Іо рогіиг- 

Ьаііоцз дп’сргоиѵсііі Іоз сотеіез. 1853й. Способъ, предлагаемый здѣсь, состоитъ въ 
томъ, что координаты кометы въ различныхъ частяхъ ея орбиты выражаются 
функціями различныхъ перемѣнныхъ величинъ п при этомъ разстояніе кометы отъ 
возмущающей планеты представляется формой, состоящей изъ двухъ, существенно раз¬ 

личныхъ, частей: одна зависитъ отъ введенной частной аномаліи кометы, другая со¬ 

держитъ среднюю аномалію возмущающаго свѣтила. Попятно, что ряды, которыми 
представляются возмущенія, будутъ также функціями двухъ перемѣнныхъ величинъ, 
изъ которыхъ одна, именно частная аномаліи кометы измѣняется непрерывно, измѣ¬ 

ненія же другой величины, относящейся къ возмущающему свѣтилу, будутъ происхо¬ 

дить скачками. Въ самомъ дѣлѣ, если мы опредѣлимъ время изъ пмражешл средней 
аномаліи кометы, представленной въ зависимости отъ той или другой частной аномаліи 
и внесемъ это время въ аыралалііо средней аномалія возмущающаго свѣтила, то эта 
аномалія сдѣлается также функціею разсматриваемой частной аномаліи. Но при вся¬ 

комъ новомъ обращеніи кометы около Солнца эта функціи будетъ измѣняться на по¬ 

стоянную величину, представляющую собою среднюю аномалію планеты, соотвѣтствую¬ 

щую одному изъ тѣхъ моментовъ, которые отдѣляются одинъ отъ другаго па время 
цѣлаго обращенія колоты около Солнца. Чтобы устранить неудобство зависящее отъ 
нарушеній непрерывности въ одной изъ перемѣнныхъ вел и чипъ, Г. Гильдсйиъ въ ме- 

івуарѣ „ІіоЬег оіпе Мсііихіе <Ііе Зібгищюп еінсз Сотсіон ѵегтІІЫіз газсіі сонѵсгді- 

шиіог Аизіігжію (ІагшІеІІсіИ, предлагаетъ разсматривать среднюю аномалію воз¬ 

мущающей планеты какъ эллиптическую амплитуду новой перемѣнной величины. По¬ 

дробности этого прообразе в алія методы Гансопа вмѣстѣ съ прігкѣііошями всей теоріи 
къ иычисленію яозмуіцепій производимыхъ Юпитеромъ въ движеніи кометы Эпке, можно 
видѣть въ весьма любопытномъ мемуарѣ Летела, изданномъ подъ заглавіемъ: „ЦоЬог 
(По ТІіоогіс без Епскс'зсііси Сотсіеи. 1872е. 



17 

Уже болѣе столѣтіи вопросъ о вычисленіи возмущенія занимаетъ ученыхъ. Иного 
изящныхъ о остроумцыхъ пріемовъ было предложено въ ото время для разработки 
отдѣльныхъ частей теоріи; но смотря однако на это, мы до евхъ поръ ве имѣемъ 
для вычнелооія неравенствъ способа, удовлетворяющаго потребностямъ практики во 
всѣхъ частныхъ случаяхъ. Пи Лагранжъ методой измѣненія произвольныхъ постоян¬ 

ныхъ, ни Якоби исключеніемъ узловъ изъ вопроса о трехъ тѣлахъ, ни Гансенъ остро* 

умной постановкой вопроса не устранили тѣхъ трудностей въ рѣшеніи задачи о 
вычисленіи возмущеній, которыя встрѣтилъ, но пе преодолѣлъ Лапласъ. Этотъ велакій 
геометръ, названный творцомъ небесной механики, отказался отъ попытокъ найти 
аналитическій пріемъ для вычисленія возмущеній кометъ, по такъ какъ единственное 
средство опровергнуть ила подтвердить гипотезу о существованіи возмущеній, завися¬ 

щихъ отъ сопротивленія среды, заключается въ изученіи двнжевія кометъ, то въ по¬ 

слѣднее время главныя работы по теоріи возмущеній были направлены къ изысканію 
простѣйшаго аналитическаго пріема для вычисленія кометпыхъ неравенствъ. Во едваля 
можно сказать, что эта цѣль достигнута въ настоящее время, ибо до сихъ воръ не¬ 

окопчены вычисленія всѣхъ абсолютныхъ возмущеній кометы Энке, для которой в 
была принята упошутая гипотеза. Такимъ образооіъ вопросъ о сопротивленіи эфира 
остается открытымъ. 

Для вычисленія всомущѳній малыхъ планетъ П, А. Гапсепъ предложилъ особый 
епособъ, представляющій весьма много любопытнаго въ теоретическомъ отношеніи, но 
въ примѣненіи на практикѣ ототъ способъ оказывается столь сложнымъ, что посред¬ 

ствомъ него до сихъ поръ вычислены всѣ абсолютныя возмущенія и составлены та¬ 

блицы только одной пзъ полутораста теперь извѣстныхъ малыхъ планетъ. 

Надъ теоріей лупы, независимо отъ мисгпхъ другихъ псрвокласпыхъ геометровъ, 

Гансенъ трудился всю свою жизнь; главнымъ результатомъ ого работъ явились новыя 
лунныя таблицы, иъ которыхъ моогіе надѣялись видѣть окончательное рѣшеніо задачи 
о движеніи лупы, по надо думать, что этимъ надеждамъ еще не суждено осущест¬ 

виться, ибо Гаосеаозы таблицы лупы вес болѣе и болѣе расходятся съ новѣйшимп 
лунными наблюденіями. 

Таковы результаты главнѣйшихъ послѣднихъ изысканій, сдѣланныхъ въ теоріи 
возмущеній. Причину неудачи слѣдуетъ приписать не той или другой постановкѣ во¬ 

проса, а прямо недостатку аналитическихъ средствъ, необходимыхъ для рѣшеніи труд-' 
ной задачи. 

Ровно сендесятъ лѣтъ тому назадъ Лапласъ предложилъ употребить для вычи¬ 

сленія кометпыхъ возмущеиій способъ мохапнческой квадратуры *); теперь этотъ ис- 

куствеппый пріемъ все чаще и чаще примѣняется па практикѣ; посредствомъ него 
вычисляются возмущенія малыхъ планетъ, шхъ же стараются ипогіе рѣшить и дели¬ 

катный вопросъ о существованіи возмущеній, позавосящихъ отъ притяженія планетъ. 

Насколько точио и безснорпо будетъ такое рѣшооіо — это другой вопросъ, но во 
всякомъ случаѣ способъ механической квадратуры имѣетъ теперь гораздо болѣе об¬ 

ширный кругъ примѣненій) чѣмъ думалъ Лапласъ. 

Принимая во вниманіе всо то что мы сказали о современномъ состояніи теоріи 
возмущеній, мы считаемъ совершенно достаточнымъ представить только общій очеркъ 

*) См. ТгаіМ до шесаоцис сОІозЬо. То то IV, р$. 193. 

з 
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аналитическаго пріема пи численія возмущеній, осповашшіо па развитіи нертурбашон- 

іюй функціи въ рядъ во степенямъ эксцентриситетовъ к наклоненій. Что жо касается 
до способа вычисленія спеціальныхъ возмущеній, то его, какъ памболѣс употребитель¬ 

ный въ настоящее врсии, ни млѣемъ въ виду развить съ нѣкоторыми подробностями. 

Все ото вмѣстѣ съ общпмп понятіями о механической теоріи прецессіи п путаціа со¬ 

ставитъ предметъ пятой и послѣдпсй части нашего астрономическаго трактата. 

И. Хандри колъ. 

Шспспап 
астрокоыпчсскуя обсерваторія. 

Въ Партѣ 1876 года. 



ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ. 

Дифференціальныя уравненія возмущеннаго движенія. 
Интегрированіе уравненіи эллиптическаго движенія. Опре¬ 

дѣленіе изъ наблюденій постоянныхъ введенныхъ 
интегрированіемъ. 

I і 

Выводъ дифференціальныхъ уравненій возмущеннаго движенія. Инте¬ 
грированіе уравненій эллиптическаго движенія. 

1, Общій вопросъ теоретической астрономіи заключается въ опредѣленіи зако¬ 

новъ движеніи свѣтилъ, составляющихъ солиочную систему п взаимно притягивающихся 
по заісоиу Ньютона. 

Иьютопъ показалъ, что сферическій однородный слой притягиваетъ матеріальную 
точку такъ, какъ бы вся ого масса была сосредоточена въ центрѣ слоя. Понято, 

что сплошная одно род пая сфера притягиваетъ внѣшнюю точку такимъ лее образомъ, 

ибо всю массу такаго тѣла можно раздѣлить па коицептрическіо слои. Это положеніе 
значительно упрощаетъ теорію движенія свѣтплъ, составляющихъ солнечную систему, 

ибо, обращая вниманіе па большія разстоянія, отдѣляющія одно свѣтило отъ другаго, 
мы можемъ разсматривать нхъ какъ сферы, к такимъ образомъ вопросъ о движеніи 
планетъ приведется къ вопросу о движеніи системы свободныхъ матеріальныхъ точекъ, 

находящихся йодъ взаимодѣйствіемъ но закону Ньютона. 

Итакъ, принимая планеты за матеріальныя точки, найдемъ уравненія ихъ дви¬ 

женія для дапнаго закона дѣйствія силы. 

Каждое свѣтило солнечной системы находится подъ дѣйствіемъ одной главной 
центральной силы п пѣсколышхъ второстепеипыхъ возмущающихъ, которыя, вообще 
говоря, малы въ сравненіи съ главной. Извѣстно, что если какое нибудь явленіе 
производится совокупностью извѣстныхъ силъ, отдѣльное дѣйствіе которыхъ достаточно 
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мало, то совокупность дѣйствія всѣхъ этихъ малыхъ силъ можно разсматривать какъ 
сунну дѣйствій каждой силы отдѣльно. На основаніи этого соображенія, можно при 
рѣшеніи вопроса о движеніи какой либо планеты в л ц койоты разсматривать сначала 
одпу только возмущающую силу, объусловливающуюся дѣйствіемъ одной какой либо 
пзъ всѣхъ остальныхъ планетъ. Примѣняя потомъ эти соображенія къ каждой изъ 
остальпых;ь возмущающихъ планетъ, составимъ себѣ понятіе о возмущеніяхъ въ дви¬ 

женіи разсматриваевато свѣтила, объусловливающихся совокупностію дѣйствія всѣхъ 

возмущающихъ планетъ. 
Итакъ вопросъ о движенія планетъ и кометъ приводится къ вопросу о дви¬ 

женіи трехъ тѣлъ: Солнца, равснатриваемаго свѣтила и одной изъ возмущающихъ 
планетъ. Главный вопросъ вебесной механики, представленный въ этомъ видъ, извѣ¬ 

стенъ подъ именемъ задачи о трехъ тѣлахъ (РгоЫ&шо бое Ьгоіз согра). 

' Уравненія движенія свободной точки, имѣющей координаты іг, у> *, какъ из¬ 

вѣстно, представляются въ формѣ 

Л; _ &Ё.-Т 

' <й* ’ № — * 

гдѣ X, У у X суть суммы о рол о ж си ій на оси координатъ ъсѣхъ силъ дѣйствующихъ 
на разсматриваемую точку. Чтобы примѣнить эти уравненія къ рѣшодію вопроса о трехъ 
тѣлахъ, составивъ для каждаго изъ этихъ послѣднихъ функціи X, Г, X, Пусть 
массы трехъ разсматриваемыхъ тѣлъ будутъ тіх т2, Координаты этихъ массъ 
(сосредоточенныхъ въ центрѣ тяжести каждаго изъ разсматриваемыхъ тѣлъ), отвесеп- 

пыіъ къ пѳоодвижнымъ прямоугольнымъ осямъ, имѣющимъ произвольное начало и 
положеніо въ пространствѣ, пусть будутъ соотвѣтственно я0, у<ц #0; хх* уХх *х; 

я*, угУ . Составимъ сиачала диффероиціальпыя уравненія движенія массы ш<,. 

Что будемъ говорить о движеніи этой аіассы, то легко будотъ примѣнимо и къ двумъ 
другимъ, На массу щ дѣйствуютъ двѣ силы: одна отъ «і, , другая отъ ш*. Воли-, 

чина силы, дѣйствующей но закону Ньютона отъ массы п%х на *»0, есть 

_ 

(*о — ^)2 + (»о — + —\)2 

гдѣ к2 есть притяженіе единицы массы на едииицѣ разстоянія. Подобнымъ лее обра¬ 

зомъ сила, дѣйствующая отъ о а #і0, оредставится въ видѣ 

_к*тг 

(ж0 — + (Уо — У*)г + С*0 — ^)а 

Чтобы составить по этимъ силамъ функцію X, нужно обѣ эти силы проложить 
на ось х и взять сумму проложешй. Косинусы угловъ, которые составляютъ направ¬ 
ленія этихъ силъ съ осью Ху суть очевидно 

_— & - *і)_ „ — <*0 — *і) 

V (*о — Уі?+(2/0 — у,)2 + (г0 — г{у Ѵ(х«- ж,)1 + (у0 — уг)г + (г0 

а потому въ уравнен іи движевія массы щ 

X —_Хо)__к*щ(х2—х0)_ 

Е(*0—*і)Ч (л-*)1 -Ь [(«,-**)*+ (у.-у^Ч-^-**)5]* 
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Если положенъ 

СГ= 

4- 

ІсЧпцЩ Ь%к0 щ 

Ѵ(фо—^і)*Н-(Усі — Уі)2 Н- (*о — *і? Ѵ&о—Ѵг)2 + {Уъ—Уъ? 4* (^о— 

Ьат1 (1) 

/(&.—**)*Ч-(у*—+ (*. — 

то очевидво, что для наосы мо 

М0 ^0 

Подобсынъ же образомъ легко иидіть, что для той же наосы т0 

х^±*ѵ. 
т0 Ауа ' г=~ — 

щ, Аг0 

Слѣдовательно уравненія движенія массы »п0 будутъ 

йгхй_ 1 АЦ А% _і_ ОѴ . гРга 
Аі 

1_<ЦГ 
»і<, АЗц (2) Л* **о Йа0 ’ Л* **0 <*Уо ' 

Подобнымъ же образовъ движенья пассъ ж, о ж2 будутъ представляться уравненіями 

й'ал4 _ 1 АѴ *Ѵі 
йі2 ^ Щ Ах, ; АР 

_ 1 й'Уі 
Аі1 т2 Ахг' Аі1 

±Л1Гй _ 1_ *Ѵ 
7Пі Іу 1 ’ ІІ1 1П% 

1 о!?7 ^ й*Жъ __ 1 йСГ 
т2 йу2 ' йі* ~ т* &*і 

Такимъ образомъ рѣшеніе вопроса объ абсолютномъ движеніи трехъ тѣлъ, 
взаимно притягивающихся во вашу Ньютона, приводится къ интегрированію девяти 
совмѣстныхъ уравненій втораго порядка. Число уравненій можетъ быть одоако умеиь- 1 

шепо тремя, если только за оачало координатъ примемъ не неподвнжаую въ прос¬ 

транствѣ точку, а одну изъ подвижныхъ массъ, иапр. массу щ. Проведенъ че¬ 

резъ цептръ тяжести свѣтила т2 вряноугольиую систему осей параллельныхъ перво¬ 

начальнымъ неподвижнымъ осямъ н назовемъ координаты массъ т0 ег тх относительно 
такихъ осей яровъ я, у, *,• х\ у\ *'/ тогда 

х = ■ хѵ~ хг X? *=х%~ х2 

У- ■Уо — Уг У‘ = Уі- ~Уч 

2 = - гй — ' 1 

й*х 
АР~~ 

<рха 
я*' 

&Хг 
йІг 

II 

йгхх 

■ Л» 

йгх2 

АР 

&у» &Уг АУ Й*^і 
Аі1 Аі1 <Й* АР ~ ‘ АР " АР 

Л А\ йгг% <2У Агі, а1*. 
АР 1,?" аР ИР ‘И?’ (***' 
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Примемъ массу щ за единицу, въ которой будемъ выражать массы другихъ 
разсматриваемыхъ свѣтилъ, и внесемъ вмѣсто вторыхъ производныхъ первоначальныхъ 
коордииатъ ихъ величины взятыя изъ уравненій (2) и имъ подобныхъ; тогда нпЯдонъ, 

что дифференціальныя уравненія движенія массъ т9 и іщ относительно массы 

будутъ 

сРл _ 1 йС_ Ж, йѴ _ 1 й{7_ ЙО 
и2" Шо Й20 &%ч йг, Й&2 

А%у _ 4_йс;_ аѵ' йѴ _ 1 ал _ діг 
ае = " »»„ %о ~ &Уі ’ Аіг %| */і 

й1* _ 1_ (П7 _ <Н7 йѴ _ _1_ ЙЕГ ЙЕГ 
<»1 »»о йг0 ЙѴ йі1 й** Агг 

По первымъ изъ выраженій (3) видно, что 

х — я' = — хі 

у — —Уі 

г — г} = 2ъ — я, 

Виося это въ выраженіе (1) и вмѣстѣ съ тѣмъ обращая вниманіе на первыя 
изъ выраженій (3), легко представимъ функцію II въ видѣ 

(5) Ѵ = 
о іщ кгт< 7с2чпі 

Ѵ&+Ѵ+* і/х*+ул-РР 

Выраженіе (1) есть функція коордииатъ х01 хХІ аг2, у0 и т. д., тогда какъ послѣднее 
выраженіе Л содержитъ координаты х, х\ у, у1 н т, д., а потоку тождественно 
имѣемъ 

с7Ц , . <Ш 
г—й#о4“ -р- 
(Ь'о Лѵх 

АѴ 
(Іх 

но 

, , АѴ , ( (Ш , . ли , , ЛП 
от, -4 -г— * ад* + — ау« 4- -г— • Ли. 4“ -г— 

Лхг ' Лу9 •** 1 Луі • 1 Іуч <іуі 4- 

аѵ йѴ сИГ сШ аи 
“ -I- ■ *+ ^■ й*1 + ■ Ь + х! ■ *ѵ' + ■ л 4- Их 

й# — Лх0 — (\хч 

Лу — Лу9 — Луг 

Аг = Аг0 — Лг-л 

<Ѵ (Ь 

Ах1 = Лг, —- Лх* 

іЬ/ = Лух — Лу.х 

сія' — йг, — й*2 

Внесемъ эти величины дифференціаловъ во вторую часть предыдущаго уравпенія и, 
сравнивая косффиціонты при одииакнхъ дифференціалахъ въ полученномъ тождествен¬ 
номъ уравненіи, найдемъ 

ІЕ = ЕІ. ЕЕ — ІЕ. _ Ш _и ЕЕ 
(Іх* Лх ’ Ахх Ах ’ іхг ~ I йд? * 

и подобный жо выраженія для производныхъ взятыхъ относительно двухъ другихъ 
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координатъ Посредствомъ этого уравцолія (4) можно представить въ видѣ 

(Г-х -Лк 
N 1 АЛ 

+ 
АЛ йѴ /1 \ 

+1, 
» АЛ_ 

+ 
АЛ І) і ,я іЧЗ ’ Ѵт0 + 1У Ах 37' йІ*~~ \М, ' Ах1 Ах 

А*у . п 
+ 0 ^АЛ АП А1,,' /1 +0 АЛ + 

АЛ «/ 

Л*'“ кку */ 
+ сЬ/ ; Ъ* - Ѵт, сіу1 Ау 

. /1 +0 АЛ + 
АЛ йѴ /1 сіи АЛ 

ЙГ " 1т0 Аг А/ ' 

II 

\тг сія' + Аз 

Къ интегрированію этихъ шести совокупныхъ уравненій и приводится рѣшеиіо задачи 
о трехъ тѣлахъ. Впрочемъ дифференціальныя уравненія возмуіцоипаго движенія пред¬ 

ставляются обыкновенно въ другой формѣ, зависящей по отъ функцій 27, ио отъ вве¬ 

денной Лаграпжемъ пертурбаціонной функціи. 

Изъ «выраженія (5) легко получаемъ 

СІХ 

йѴ _ 

(Іх1 ~~ 

— (х — х') 1сЬп0 х 

[(я-*1)*+&-*■)’+(*-«гі* 

_ійто Ші (х — а?1)_ 

[(* - + (У - У'? + (* - г’)І 

[*2 + Г + *Т 

ТРщ х' 

[** + ** + **$ 

(7) 

Внося это въ первыя два изъ ураинепШ (6), легко приведенъ ихъ къ виду 

<«* + 

Й8 (1 т0) Я — /Лд4 (х — х') /Ан* Ж' 

І>‘ + уг + К®- -хУ + (у-$У + (я- -г?/ [*ч + у“+'л]Я 

йѴ , № (1 Н- т,) #г Й*№0 (я — #') /А>іо # 

йГ + 
[х'24-2/‘-}-г‘^ [(*- -г')2 + (у — !/')* + (*- 

Полагая въ первомъ изъ этихъ уравненій 

7? — **| Г1 + уу' +гг‘ \ ,т 

Н"«4р >"я ] 

и подобнымъ яко образомъ по второмъ 

л’ — т° Г \ _ хх' + уу‘ + гЛ 
! + »».[? *■* ] 

гдѣ 

г = |/** + у*+7; г’ = \/х,2 + у,3+У2-, р = ]/(х-хГ + (у -УТТі^гТ1 

приводимъ два лродыдущія дифферошііальлыя уравненія къ виду 

!&+ *■(! + ».) ,4 = '‘!<1+.».>1г 
йѴ . ,гп . . х' | , йЛ' 

Въ подобныя же формы прообразовываются н другія уравненія изъ группы (б). 



Итакъ диффсрепціальпыя уравиешя двнжовія свѣтила щ имѣютъ теперь видъ 

^+р(і+,»<)-і=р(і+».)“ 

м + = 1 + ».)“ 

Въ этой формѣ оои и извѣстиы подъ именемъ дифференціальныхъ уравполій 
возмущен оаго движенія. Фу опція Л введена Лагравжемъ и называется лертурбаціоп- 

вой фуикціой. 

Для рѣшенія задачи о трехъ тѣлахъ предыдущія уравненія доллшы быть иите- 

грировавы совмѣстно съ тремя ураняевіямн движенія свѣтила т41 имѣющими видъ 

йѴ . ,о <. . , %' г*/і і \ Я-Е' ж + *г»(1+«,)7і = Л*(1 + »1)17 

(ад ^+^и + «1)^ = »1(1+«1)^ 

_ + (1 +»»,)_ = /с4 (1 + кц) -^т 

Такимъ образомъ рѣшеніе задачи о трехъ тѣлахъ приводится къ интегрированію 
шести совмѣстныхъ дифференціальныхъ уравпоиій (6) или равнозпачпыхъ имъ урав¬ 

неній (Ѳ) и (9*). Первоначально найденныя девять уравненій вида (2) имѣли капо- 

почсскую форму, тогда какъ ни уравненія (6), ни уравненія (9) и (9*) этой форвіы 
по имѣютъ. Однако извѣстнымъ выборомъ положенія начала координатъ ураовеиіл (6) 

легко могутъ быть приведены къ кавооичоской формѣ и тогда рѣшевіо вопроса будетъ 
зависѣть отъ интегрированія шести совмѣстныхъ дифференціальныхъ ураввовій, имѣю¬ 

щихъ капопсческую форму.* 

Для упомянутаго сейчасъ прообразовав^ уравненій (6), примемъ за начало осой 
координатъ, къ которымъ будемъ относить положенія трехъ разсматриваемыхъ свѣ¬ 

тилъ, центръ тяжести массъ щ, и т0. Если иазооемъ чрезъ 5Г, у, і коордииаты 
этой точки относитольво первоначальныхъ осой произвольныхъ ио положенію, но ие- 

подвижвыхъ въ пространствѣ, то по свойству цситра тяжести будемъ имѣть 

^ Хг _урпіу Н~ У* ъ_-ф- #2 

1+?По ’ 1 + ^0 1 ~~ 1 4“ ^0 

При этомъ мы какъ прежде принимаемъ тг = 1. Назовемъ чрезъ $, % С, $'і V» V 

координаты массъ т0 ц т, отпесепвыя къ новымъ осямъ нараллельвымъ первона¬ 

чальнымъ, по имѣющимъ начало въ центрѣ тяжости массъ т0 и щ, тогда 

1 + Щ 1 + ^о 

Подобиую жо форму имѣютъ коордипАты ■>), V; С, По 
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Ха — Х< = X — х' 

а потому 

пли 

И такт 

хг — х% = х; 

(1 + »#о) х1— х.т{ ч 
1 + 1К< 

Ж. ?»ф 
і «и, 

« = 
а: 

1-|-Мр’ 

1 = 
У 

1 + Мо 1 
4’ = У 

? = 
Я 

1 +т0 ’ 

1 

1 +Шо 

1 ДОр 

(10) 

Разсматривая Т7 сначала какъ функцію коордииатъ х3 у3 в; х'3 у\ е\ а по¬ 

томъ какъ функцію отъ ц', Ц\ имѣемъ тождественно 

АТ} . АѴ 7 , , АП 7 ( АТ7 . АТ} ,и , ЙІ7 , ( 

ж *’+©■*+-дг^+.= йг®+згй + *г*| +. 
воссл сюда вмѣсто А%, йС, й$' и т. д. ихъ величины, найденныя по предыдущимъ 
выраженіямъ (10), и сравнивая коеффиціеиты при однпаішхъ дифференціалахъ, и а Идемъ 

АТ}_ 1 АТ} т0 АТ} в АѴ__сП} 

Ах 1 + *»о Й 1 ^>го г ^ йя' й$' 

• и т. д. 

Дифференцируя выраженія (10), йивомъ 

А2%_ 1 Агх # _йѴ_ *н0 йдж 
Аіг 1 +»і© Д<* * й$8 Л* 1 й** 

(И) 

и т, д, 

Вставляя сюда вмѣсто производныхъ 

непій (б), иайдемъ 

А2х йѴ 
~Ар , и т. д. ихъ величины изъ урав- 

№^±АЦ_. 1 АЦ ш &Ч _ і + шо+Ші «Г 

й$8 т0 Ах 1 4-*»0 йя’ * й^8 (1 + ?>*о) 

и т. д. 

Обращая впимашо па уравненія'(11) и имъ подобиыя, отсюда пміемъ 

_ 1 АТ}9 &Ч _ 1+»»о + »»і «Г 
й*2 яц (14“ Щ) й$ ’ Аі*~ щ (1 + т^) й$' 

и т. д. 

4 
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Слѣдовательно, если положивъ здѣсь 

1 __ 1 1 +ГОр-Н№1_ 1 

то (1 +«і0) и- ’ и», (1 + «іо) И-' 

то дифференціальныя уравненія движенія 

тяжести будутъ 

АР і* 

(12) 
іРз _і_ап 
АР р. йі) 

1_' АЦ_ 
ар 1^ а? 

нассъ пг0 и иг, около упоимнутаго центра 

а4!1 __ 1 АѴ 
йі2 “ (1* а?' 

аѵ_^ асг 

ар р.' ат]' 

^ _і.аг 
<в* р.' а? 

Эти шесть уравпешй имѣютъ каноническую форму и отъ интегрированія илъ 

зависитъ рѣшеиіе вопроса о возмущенномъ движеніи массъ т0 и «ц. 

2. Изъ двѣнадцати интеграловъ шести совмѣстныхъ дифференціальныхъ урав¬ 

неній возмущеннаго движенія до сихъ поръ въ конечной формѣ извѣстны только че¬ 

тыре, а потому задача о трехъ тѣлахъ можетъ быть рѣшена теперь по иначе какъ 

путемъ послѣдовательныхъ приближеній. 

Такъ какъ массы всѣхъ плаистъ малы въ сравпеиіи съ массой Солнца, то въ 

такомъ же отношеніи находятся и возмущающія силы относительно центральной, по¬ 

этому ву> первомъ приближеніи рѣшенія вопроса можно принять массу возмущающаго 

свѣтила равною нулю, т. е. въ пашемъ случаѣ, разсматривая движеніе массы та 
около массы «ъ, принятой 8а единицу, можно положить иі, = О, тогда по уравненію 

(8) видкнъ, что Д = О и уравненія (9) обращаются въ 

§ + *<1+і*»^=0 

(13) ^ + 4*<1 + тЛ^=0 

+ й* (1 + ™о) = О 

Эти уравненія извѣстны подъ именемъ дифферепціалышхъ уравноній эллипти¬ 

ческаго движенія и отъ интегрированія илъ зависитъ рѣшеніе вопроса о двшкош 

разсматриваемаго свѣтила, имѣющаго массу то, около Солнца, ибо* будемъ предпола¬ 

гать далѣе, что за единицу массъ припята масса Солнца. 

Помножимъ второе изъ этпхъ уравненій на первое па у} потомъ—первое па 

*, третье па а? и наконецъ третье па у, а второе па г и послѣ каждаго умноженія 
будепъ вычитать второе произведеніе изъ перваго, тогда получимъ 

Х-к- — М -пг = 
АР 
А2х 
ж 

А2х 
у АР 
А2г 

х АР 

У--г?У- 
Аі2 АР — 
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Интегрируя эти уравненія, найдемъ 

йи Ах 
хі~уж=с' 
Ах 

*йі 
йг 

~хж = с* 

Аг 
С 3 

(14) 

гдѣ сі) с%) с* суть постоянныя величины введенныя интегрированіемъ. Разности 

х. Ар — у. Ах} я. Ах — х. Аг и у .Аг — г. Ау> какъ извѣстно изъ геометріи, суть 

удвоенныя площади элементарныхъ секторовъ, описанныхъ во время Аі па плоскостяхъ 
координатъ проложеніями на эти плоскости линіи, соединяющей центръ разсматри¬ 

ваемаго свѣтила съ началомъ координатъ, за которое мы прннали центръ Солнца. 

Назовемъ эти удвоенныя элѳыѳотарпыя площади чрезъ йр,, Ар2, &р%, тогда три 

предыдущія уравненія представятся въ видѣ 

Арі = Сі.Аръ = с^.сЫ; Арг = сй.Аі 

Интегралы этихъ выраженій суть 

Рі = сх.і; р2 = С2 ,Ь; рг = сгЛ 

Такъ какъ пололсовіе осей координатъ, проходящихъ черезъ центръ Солпца, остаотся 

пока совершенно произвольнымъ, то заключаемъ, что площадь, описанная проложе- 

піѳмъ упомянутой выше лиши на какую либо плоскость, пронорціональпа времени, а 

слѣдовательно площадь, описанная въ пространствѣ самою этою лииіею, также пропор¬ 

ціональна времени. Въ этомъ состоитъ первый законъ Кеплера. 

Умполіимъ первое изъ уравненій(14) на і, второе на у, третье над: и, взявъ 

сумму нроизводеній, получимъ 

Сі г + с2 у + сг х = О (15) 

Это есть первый изъ окончательныхъ интеграловъ уравненій эллиптическаго 

движенія. Онъ, какъ видимъ, представляетъ собою уравненіе плоскости проходящей 

черезъ начало коордипатъ; но такъ какъ за начало координатъ мы приняли прв вы¬ 

водѣ уравненій (9), а слѣдовательно и уравнеяій (13), центръ Солпца, то заключаемъ, 

что свѣтило, находясь подъ дѣйствіемъ одного только центральнаго тѣла, притяги¬ 

вающаго но закону Ньютона, движется въ плоскости, проходящей чрезъ эту централь¬ 

ную точку, въ пашемъ случаѣ чрезъ центръ Солнца. 

Легко показать, что три постоянныя величины, входящія въ найденвый инте¬ 

гралъ (15), могутъ быть замѣнены только двумя дѣйствительно произвольными посто¬ 

янными. Въ самомъ дѣлѣ, расположимъ произвольную до сихъ поръ плоскость ху въ 
плоскости эклиптики и проведемъ ось х въ точку весенняго равноденствія. Принимая 

въ предыдущемъ уравненія О, получимъ изъ пего уравненіе линіи пересѣченія 

плоскости орбиты свѣтвла съ плоскостію эклиптики, которое слѣдователь во будетъ 

сг У Ч* $ = О 



а такг пакъ отсюда ииъекъ 

то 8шюшкъ, что — — есть таигоисъ угла, который эта линія пересѣченія, или, 
С<ъ 

какъ будемъ навивать ее, линія узловъ составляетъ съ осью х. Означимъ этотъ уголъ 

чревъ 9, тогда 

(16) бап? Ѳ = — ~ 
ь2 

представитъ собою таигопсъ долготы узла орбиты. Если в аз овенъ чрозъ і уголъ иа- 

илопепія орбиты къ эклиптикѣ, которую привяли за плоскость ссу> то извѣстно, чти 

с, доллша быть пропорціональна косинусу этого угла, имени о 

соз % = 

/с,2 + с*1 + с, 

а слѣдовательио 

зш г Г „ * і 
+ С| 

С,2 + V + С 2 

Но изъ ураепепія (16) паходвмъ 

ею о = С08 0 — д 
Сі 

Слѣдовательно 

зш ишо = -т== 
— о3 

Ѵс* -\-С2г + С: 

зіц г. соз 0 = 
о* 

ѴѴ + ^ + С; 

а потому, если положимъ для краткости 

\/с{г + с2г + ей2 = С 

то найденъ 

(17) сх ~ С. соз і\ Сі — — С. зіп г. зіп Ѳ; с9 = С. зіп і,соз й 

Внося это въ ицтегралъ (15), представимъ ого въ видѣ 

(18) 0. соз і у. зіп і. сов 0 — х. зіп г, зіп 0 = О 

въ торомъ оиъ, какъ и должно быть, содержитъ двѣ ироизвольиыгь постояшшхъ 

всличипы, одна изъ дихъ, именпо і продставляотъ паклопеиіѳ орбиты къ эклиптикѣ, 

а другая—долготу узла орбиты па эклиптикѣ. 

Такъ какъ при дѣйствіи, ио закону Ньютоиа, одной только митральной силы 

цонтръ раесматриваемаго свѣтила движется въ плоскости, то, при изысканіи двухъ 
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остальныхъ оков тельныхъ интеграловъ уравненій движенія, удобно расположить плос¬ 

кость ху въ самой плоскости орбиты. Такъ какъ свѣтило постоянно остается въ этой 

плоскости, то для него я = 0, и движеніе въ плоскости ху вполнѣ опредѣлится пер¬ 

выми дву ня ивъ уравненій (13). Чтобы интегрировать эти два уравпенія, уиножиыъ 

первое изъ нихъ на 2<іх) второе на 2Ау и такъ какъ 

г2 = хг 4“ у2; г .Аг = х. Аху. Ау 

то, слолшвъ два упомянутыя сейчасъ произведенія, легко Полунинъ 

А к Ах Аі +(ІЛ+ 2іѴ -т=0 

гдѣ для краткости иоложено 1 т0 — |ж. Интегралъ этого уравненія есть 

(19) 

Подъ к разумѣемъ здѣсь постоянную величину введенную интегрированіемъ. 

Умноживъ первое изъ уравненій (13) па у, второе па г, вычтемъ первое про¬ 

изведеніе изъ втораго; интегралъ полученнаго такимъ образомъ уравненія будетъ 

(20) 

Замѣтивъ, что здѣсь подъ х и у разумѣемъ координаты свѣтила отнесѳниыя 

къ осямъ, расположеннымъ извѣстнымъ образомъ въ плоскости орбиты, а потому по¬ 

стоянная с введенная интегрировапіемъ отличается отъ постоянпой ех, входящей въ 

первое изъ уравненій (14). Возвысивъ послѣднее уравнѳшо въ квадратъ и иридавая 

затѣмъ къ обѣимъ частямъ сумму 

х 2 

легко приведемъ все къ виду 

или 

откуда 

Ах1 + Ау% <? , (Аг^ 

сІіг г^\аь) 

Внося ото въ интегралъ (19), получимъ 

/ ,?ѵ \ э 
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откуда 

(21) ді = 
г. дѵ 

]/2 *У г — Ъ'г% — °г 

Разность х.йу — у.дх ость удвоопиая плоіцадь сектора, описаннаго радіусомъ век* 

торомъ разсматриваемаго свѣтила въ плоскости орбиты во время ді, а потому, осли 
пазовомъ чрезъ дѵ элсмсотариый уголъ, вройдсовый зтикъ радіусомъ векторомъ въ 

тоже время діу то 

х. йу — у, дх = г*. дѵ 

Слѣдоватольпо по уравненію (20) имѣемъ 

(22) с 

Сравонвая это съ выраженіемъ (21), получивъ 

с. дг 
дѵ = 

і/г*Уі Кг2 — с 

что легко приводится къ ввду 

дѵ = 

с йт 

]/К гг 

лГ1 с 
к кг к 

Д 

Ь? 

Пусть 

(23) 

тогда 

ЛѴ 
= я: у =3 а* (!*-«*) 

«V1 —о1 р 

I/"2а 1  а1 (1 — <?) 
У г г2 

Помноживъ въ этомъ выраженіи числителя и зпамопатсля второй части па ——— 

получивъ 

дм 
|(і-о5 

/Т-Г?а.г^_іТ 
г • I гс с3 

Для иитогрцроваиія этого выражопія, вводомъ сюда повоо порсмѣшіоо Ф подъ 
условіемъ 

Ф« 
о (1 — <?) 1 

ГС 
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тогда предыдущее обращается въ 

йѵ = 
— 

1/т=Тг 
интегралъ этого есть 

ѵ = агс. соа ф о 

гдѣ подъ б> разумѣемъ постоянную величину сведенную интегрированіемъ. Итакъ 

ф т= соз (ѵ — а) 

Подставляя сюда вмѣсто ф ого предыдущую величиву, легко ваходимъ 

_ а( 1 — ег) 
1 + е.соз(г> — <о) 

(24) 

Ото есть второй конечный нвтегралъ уравненій эллиптическаго движенія. Оаъ 

представляетъ собою полярное уравненіе олвсанной кривой; по такъ какъ это выра¬ 

женіе г есть общая форма полярнаго уравненія коническаго сѣченія, фокусъ котораго 

находится въ вачалѣ координатъ, то заключаемъ, что при дѣйствіи одной дептраль- 

вой силы свѣтило описываетъ коническое сѣченіе, въ одвоиъ изъ фокусовъ котораго 

ваходится цевтръ Солвца. Такъ выражается второй законъ Кеплера. 

Чтобы найти третій конечный интегралъ уравненій эллиптическаго движеніе, 

обратимся къ уравненію (21). Представавъ. его въ видѣ 

введемъ означенія (23), и тогда легко получимъ 

йі — 
_г. д/г_ 

]/К ]/аѴ — (а — г)2 

Чтобы взять нвтегралъ этого выражевія, введемъ вовое неремѣмвое и подъ условіеиъ 

тогда 

интегрируя это, имѣемъ 

а — г — ас. ши 

д,1= [а — ае. соа и] 4= 
ун 

і+1 = 
а 

і/;7 
е. зіп и] 

(25) 

(26) 

(2?) 

гдѣ 1 есть постояввая велвчипа введевная интегрированіемъ. Такова форма третьяго 

конечнаго нвтеграла уравненій эллиптическаго движенія. 

Опредѣлимъ теперь эпачевіл постоянныхъ величинъ введенныхъ интегрированіемъ. 

Постоянными 0 н і опредѣляется ноложопіе плоскости орбиты въ пространствѣ и зна¬ 

ченія ихъ извѣстны. 
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Если пазовѳмъ чрезъ { уголъ, который заключается между большою осью, или 

прямою^ проведеииою чрезъ фокусы коническаго сѣченія и радіусомъ векторомъ ка¬ 

кой либо точки кривой, то иоляриоо уравпоніе этой послѣдней, какъ коническаго 

сѣченія, имѣетъ видъ 

(28) г = Г+йТш? 

При {"=0 величина радіуса вектора, какъ впдпо, дѣлается паныевьшею, именно 

точку кривой, соотвѣтствующую величинѣ (= О, будемъ называть перигеліемъ, а 

точку, соотвѣтствующую {= 180° и слѣдовательно наибольшей величинѣ г, назовемъ 

афеліемъ. Уголъ і въ астрономіи называется истинной аномаліей. Сравнивая ип- 

тогралъ (24) съ общимъ уравненіемъ (28) коническаго сѣченія, заключаемъ, что е 
есть эксцентриситетъ орбиты, а ел большая оолуось и ѵ-а истиноая аномалія раз¬ 

сматриваемаго свѣтила. Условимся считать- уголъ ѵ отъ линіи узловъ. Этотъ уголъ 

ѵ, заключающійся между радіусомъ векторомъ свѣтила и линіей узловъ или пересѣ¬ 

ченіемъ орбиты съ эклиптикой, называется аргументомъ широты свѣтила. Въ ин- 

тогрклѣ (24) иствпная аномалія свѣтила представляется разностію ѵ — 4>, а потопу, 

условившись считать уголъ ѵ какъ мы сейчасъ сказали, заключаемъ, что есть раз¬ 

стояніе перигелія орбиты отъ оя узла. Такимъ образомъ постоянною ь> опредѣляется 

положеніе орбиты въ ея плоскости, а совокупностію иостолнпыіъ 0, і н о вполнѣ 

опредѣляется положеніе орбиты въ пространствѣ. 

Остается опредѣлить значеніе послѣдней постоянной величины I, Для этого 

найденъ соотношеніе между истинной аномаліей и перемѣнной величиной и. Опредѣляя 

ивъ уравненія (25) величину г и сравнивая ро съ величиною г, представленною ин¬ 

теграломъ (24), нащнмъ 

откуда 

а — ае*соз и = 
д (1 — с2) 

1 -^-е. соя {ѵ — ы) 

С 08 {ѵ — 6>) = 
соз и — с 

1 — е. соз и 

посредствомъ этого легко составляемъ 

(29) 

2. соз' 
2 (ѵ — __ (1 + соз и) (1 — е) 

2 ) 1 — с. соз и 

2,8іп2 (* — цѴ) _ (1 ~ С08 ц) (1 + с) 
I 2 / 1 — е. соз и 

Назвавъ истинную аномалію чревъ ( и иоиня, что ѵ — со = /“, сначала перемножимъ 

эти даа уравненія, а потомъ вычтомъ второе изъ порваго, тогда обращая вапманіо 

оа уравцешо (25), легко получимъ 

(30) г.зіи (= а.|/1 — с2. аіп и 

г,соз а. сози —* ас 
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Такова одна паъ формъ соотпошоиіл между угломъ и к истшшой апоиаліей Чтобы 

получать вторую форму раздѣлимъ уравненія (29) одно па другое н тогда найдемъ 

кие 1 = Ѵ~^ | (31) 

Это уравненіе показываетъ, что если /’ = 0, то н м= 0; при /*— 180°, 

и = 180°, другими сломами, въ перигеліи и афеліи (= -и. 

Предположимъ, что орбита разсматриваемаго свѣтила пмѣетъ эллиптическую 

форму. Опишемъ паъ цеотра этой кривой кругъ радіусомъ большой полуоси. Пусть 

въ Р (фиг. 1) будетъ положеніе свѣтила на орбитѣ; опустимъ изъ Р перпендикуляръ 

на большую ось и продолжимъ этотъ перпендикуляръ до пересѣченія съ описаннымъ 

кругомъ въ точкѣ С, На указываемой фигурѣ пстиииая аномалія свѣтила представ¬ 

ляется угломъ РІ?Ь, если есть фокусъ эллипсиса занимаемый цситромъ Солнца. 

Означимъ уголъ СОЬ чрезъ (5, тогда изъ треугольника СОВ имѣемъ 

ОВ = ОС. соз р — <г. соз Р 

кромѣ того 

0В = 0Р + 1?В = ае + г.т( 

Сравнивая эти два виражепія линіи ОР, получаемъ 

Слѣдоиатсльпо 

а, соз $ = ае 4“ ** • соз і 

г. соз { -а. соа (3 — ас 

Сравнивая это со вторымъ изъ выраженій (30), впдпмъ, что и = (3, а этотъ уголъ 

р называется дксгьснщрической аномаліей. Такимъ образомъ уравненіями (30) и (31) 

представляется соотношеніе между истшшой н эксцентрической аномаліей соѣтшіа. 

Если свѣтило находится въ перигеліи, то эксцентрическая аномалія, какъ мы 

видѣли^ равна иулю, когда же послѣ цѣлаго обращенія соѣтнло снова придетъ въ 

перигелій, то мы можемъ считать, что эксцентрическая аномалія достигла апачеиія 2л; 

поэтому если будемъ іштсгророоать уравненіе (26) но » между предѣлами 0 и 2л, 

то интегралъ первой части представитъ собою время полпаго обращенія свѣтила около 

Солнца, т. е. время протекшее между двумя послѣдовательными прохожденіями соѣ- 

тпла чорезъ перпголій. Назовемъ это время чрезъ Т, и взявъ иотегралъ уравненія 

(26) между предѣлами 0 и 2л, найдемъ 

Т = -7п. • 2л 
]/іь 

Но по первому изъ уравненій (23) 

/ 4Ѵ _ к2 (1 + щ) 
а и 

Внося это въ предыдущее урависпіе, представимъ его въ видѣ 

2'* = 

Ьг (1 + щ) 
4л1 .(32) 



и 

Для другой плацсты, большая полуось орбиты которой ость вревл обращепія 
около Солнца Т' и масса щ , подобно этому будемъ ивѣть 

рй_. 
Аі 

Ьг(1 + щ) 
4к* 

Раздѣливъ одно озъ эшъ выраженій па другое, получимъ 

Т2 а*(\ + »*,) 
а" (1+т0) 

Такъ какъ въ первомъ приближеніи рѣшеніи вопроса о движеніи свѣтилъ, со¬ 

ставляющихъ шпочиую систему, мы пренебрегаемъ массами планетъ оъ сравненіи съ 
массой Солнца, то въ этомъ выраженіи должны принять ш« = 0 и щ = 0, тогда 

Т2 а* 

Г2'- а'3 

Такимъ образомъ мы видимъ, что квадраты вромснъ обращенія млапотъ и кометъ около 
Солпца относятся между собой какъ кубы большихъ полуосей ихъ орбитъ. Въ этомъ 

состоитъ третій законъ Кеплера, 

Изъ выражошл (32) находимъ 

Ь)/Т+щ _ 2* 

а потому заключаемъ, что ьѴ\ 

і 
представляетъ дугу иройдопиую свѣтиломъ въ 

ту еднпицу времени, въ какой выражено время Т. Такъ какъ Т по большей части 
выражается въ суткахъ, то 

(33) ь Ѵі 4* щ_ 

1 ‘ а 

называется обыкповенно среднимъ суточнилѣ двхшсснісмь свѣтила. Такъ какъ п 
ость велнчпна постоянная для даннаго свѣтила, то можетъ возоишіуть сомнѣніе ка¬ 

сательно того, кашъ образомъ свѣтило, двигаясь но эллипсису, проходитъ въ каждыя 
сутки равныя пространства. Чтобы устранить это подо раз умѣніе, достаточно замѣтить, 

что сказанное относится по къ дѣйствительному свѣтилу, а къ нѣкоторой вообра¬ 

жаемой точкѣ, движущейся равномѣрно и о кругу радіуса равпаго с роддому разстоянію 
дѣйствительнаго свѣтила отъ Солнца. Эта воображаемая точка совпадаетъ съ дѣй¬ 

ствительнымъ свѣтиломъ только въ перигеліи и афеліи орбиты, пбо въ другихъ точ¬ 

кахъ пути истинная и эксцентрическая аномаліи различны между собою. 

Подобно тому какъ въ случаѣ дѣйствительнаго свѣтила угловое поремѣщоиіо 
его, считая отъ перпголія, называется истинной аномаліей, такъ точно и угловоо пс- 

ренѣщешо этой воображаемой точки, считаемое отъ иоригаліл называется апемаліей 
сродпей планеты или просто средней аномаліей. Поэтому среднюю аномалію можно 
разсматривать какъ произведеніе средняго суточнаго движоніл на число среднихъ су- 
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токъ протекшихъ отъ разсматриваемаго момента до* предшествующаго ему прохожденія 
свѣтила черезъ перигелій. Итакъ если возмсмъ интегралъ уравненія (26) въ предѣ¬ 

лахъ О п п, разумѣя подъ и значеніе эксцентрической аномалія соотвѣтствующее ка¬ 

кому ипбудь времени *, а подъ т время прохожденія свѣтила черезъ перигелій, то 

пайдемъ 

п{і — т) = н — с. а'т и 

Если положимъ п (і — т) = М1 то М. представитъ собою, среднюю аномалію, соотвѣт¬ 

ствующую времени і< И такъ 

М.= и — С.8ІІИ6 

Интегралъ (27) можно представить въ видѣ 

п (* + Ц — « — с. зіп и 

Сравнивал это съ предыдущимъ, видимъ, что 

М. = п (I + I) 

Слѣдоватольио 1-\-1 есть время протекшее отъ прохожденія свѣтила черезъ поригелій 
до разсматриваемаго момента; представленное въ этой формѣ, опо состоитъ изъ двухъ 
частей: одна I есть промежутокъ вреиеви протекшій отъ ирохождонія чорозъ пери¬ 

гелій до произвольнаго момсита принятаго за эпоху, отъ которой хотимъ считать 
время і% другая часть есть время протекшее отъ этой эпохи до разсматриваемаго мо¬ 

мента, На основапіи этого постояпная I называется эпохой) а произведеніе пі— 

средвей аномаліей эпохп. 

Я такъ три конечные интеграла уравненій эллиптическаго движопія имѣютъ видъ 

г. со$ г 4“ у. зіп і. со§ 0 — х. зіп г. зіп О = О 

, ^ _ 
1 о, со&'(г; — <о) 

пі-\- М0 = и — а. зіп и 

гдѣ Мъ = пі. Въ эти три интеграла, какъ и должно быть, входятъ шесть произ- 

вольиыхъ постоянныхъ величинъ, имеппо г, 0, ь>, с, п и Эти постоянныя назы¬ 

ваются олемттами орбиты. Три первыя изъ нихъ служатъ для полнаго опредѣ* 

лепія положенія орбиты въ пространствѣ, тремя другими опредѣляется видъ и раемѣры 
орбиты, а также положенія свѣтила въ орбитѣ для всякаго времени. Видъ и размѣры 
орбиты зависятъ отъ сп эксцентриситета и длины большой полуоси, величина перваго 
есть е, вторая опредѣляется по данному ибо среднее суточпос движеніе находятся, 

какъ мы знаоиъ, въ прямой зависимости отъ большой полуоси. Соотношеніе между 
этими зеличинамп представляется уравненіемъ (33). Элементами п и М0, т. е. срод¬ 

нимъ суточнымъ движеніемъ и средней аномаліей эпохи опредѣляется для всякаго вре¬ 

мени средняя апомалія свѣтила, а слѣдовательно и положеніе этого послѣдняго въ 
орбитѣ. Эксцентриситетъ е часто замѣняется угломъ, синусъ котораго равняется с. 
Такимъ образомъ въ систему эломентоиъ вводится уголъ <р, опредѣляющійся изъ вы* 

раженія в = зіп Эта величина <р называется угломъ эксцентриситета- 
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Интегралъ (24) повдивасті, что свѣтило, находясь подъ дѣйствіемъ одной 
только центральной силы, описываетъ коническое сѣченіе, которое можетъ быть эл¬ 

липсисомъ, параболой и гиперболой. Планеты, искони принадлежащія солнечной си¬ 

столѣ, описываютъ около этого центральнаго тѣла сомкнутыя кривыя, движутся но 
эллипсисамъ съ пезиа'штешшмъ эксцентриситетомъ. Кокеты но образуются въ сол¬ 

нечной снстекѣ, но приходятъ въ нее изъ отдаленныхъ Кировыхъ пространствъ и въ 
солнечной систолѣ могутъ двигаться но эллипсисамъ, параболамъ а гиперболамъ. Если 
назовемъ чрезъ 7 скорость свѣтила иа орбптѣ н замѣтимъ, что 

ѵ ~ си2 {(и ) 

то изъ уравпенія (19) видимъ, что 

ѵ=уг —Й 

ВО 

к = 
а 

поэтому 

П = */^ГЕ 
9 г а 

Мы знаемъ, что а положительна для эллипсиса, безконечна для параболы и отрица¬ 

тельна для гиперболы, а нотойу 

на эллипсисѣ 7<ЪѴ г- 

па параболѣ . . , 

иа гиперболѣ. . . Г7>і/^ 

Отсюда заключаемъ, что комета тогда будетъ имѣть мъ солнечной системѣ эллипти¬ 

ческую орбиту, когда, двигаясь къ Солану изъ отдаленныхъ пространствъ и достиг¬ 

нувъ теперь оиисываоиой кривой, имѣетъ скорость меньшую , Если же въ 

топ коштъ, когда комета начинаетъ двигаться около Солнца, скорость ея равна 

у > 70 орбита этого свѣтила будетъ параболическая, наконецъ если въ моментъ 

вступленія от» райопъ дѣйствія Солпца комета имѣетъ скорость большую 

то подъ вліяніемъ центральной силы опа опишетъ гиперболу. 

Но большой чаете кометы движутся по параболамъ, рѣдко—но эллипсисамъ и 
еще р'Ьжо по гиперболамъ. Въ параболическомъ дшшоиіл положеніи орбиты въ .про¬ 

странствѣ опредѣляется тѣми же элементами какъ и въ эллиптическомъ, ио такъ какъ 
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въ параболѣ большая полуось обращается въ безконечность, то вмѣсто элемента а 
для кометной орбиты вводится разстояніе ся перигелія отъ Солица; такъ что если 
назовемъ разстояніе нсриголія отъ Солпца чрозъ % г замѣтимъ, что для параболы 
с = 1, то для параболическаго движенія интегралъ (24) представится въ видѣ 

г а 
С082 

{ѵ — о) 
2 

Кромѣ того вмѣсто эпохи вводится въ разсматриваемомъ случаѣ время прохояс- 

деиія кометы черезъ перигелій. Такимъ образомъ если назовемъ чрезъ Т время про- 

холедеоія черезъ перигелій, то элемситы параболической орбиты представятся системою 
пяти постоянныхъ: і> 0, и, <і и Т. Три первыя имѣютъ тоже значеній какъ и въ 
эллиптическомъ движеніи. 

Въ различныя выраженія, которыя мы здѣсь ирмвели, кромѣ другпхъ постоян¬ 

ныхъ входитъ постоянная к, По выражение (32) она представляется въ видѣ 

%_ 2тс. с? 

— т.\/Т+щ 

Этой формой и слѣдуетъ пользоваться для опредѣленія величины к, для этого 
стоить только вмѣсто а, Т и щ впости въ предыдущее выраженіе пхъ значенія 
отпооящіяся къ такой планетѣ, для которой эти величины а, Т и *л0 паиболѣе точно 
извѣстны. За такую планету слѣдуетъ считать землю, для которой 

Т = ЗС5 2503835 сред, сутокъ 

л = “=1 

а потому 

10?/*= 8.2355814414 

к = 0.01720200895 

Величипа к извѣстна подъ имоцемъ постоянной величины солнечной системы, или ещо 
подъ именемъ Гауссовой постоянной величины, ибо точное значеніе ея въ первый разъ 
дано К. Ф. Гауссомъ въ его сочиненія ТЬеоѵіа шоіиз согреши сооіозіішн. 



Опредѣленіе изъ наблюденій постоянныхъ величинъ, входящихъ въ 
интегралы уравненій эллиптическаго движенія. 

3, Общое рѣшеніе вопроса объ опредѣленіи элементовъ орбиты шиоты шш ко¬ 

кеты по извѣстпому числу наблюденій оъ первый разъ предложено К. Ф, Гауссомъ и 

первоначально примѣнено ішъ къ вычисленію орбиты Цереры. 

Если разстоянія свѣтила отъ земли пли Со лица, соотвѣтствующія опредѣленнымъ 
моментамъ времени, извѣстны, то вычисленіе системы элементовъ орбиты не представ¬ 

ляетъ трудностей, поэтому существенную часть разсматриваемаго теперь вопроса со¬ 

ставляетъ он редѣло віо упомянутыхъ разстояній. 

Для вычисленія орбиты, т. о. для опредѣленія шести элементовъ за дампы л во¬ 

проса слѣдуетъ считать координаты наблюдаемыхъ съ земли положеній свѣтила, п 
такъ какъ каждое положеніе опредѣляется двумя координатами: склонопіомъ и пря¬ 

мымъ восхожденіемъ, или шпротой п долготой, то трехъ геоцентрическихъ положеній, 
вообще говоря, будетъ достаточно для опредѣленія шести упомянутыхъ неизвѣстныхъ, 
ибо выражая каждую изъ названныхъ координатъ въ зависимости отъ элононтовъ, мы 
получили бы шесть уравненій съ шестью неизвѣстными величинами, но исключспіо 
неизвѣстныхъ изъ этихъ уравнешй весьма затруднительно, а потому приходится рѣ¬ 

шать разсматриваемый вопросъ послѣдовательными приближеніями па основаніи какого 
либо болѣе или менѣе искуствемиаго пріема. 

Чтобы прослѣдить соображенія, на которыхъ основываетъ Гауссъ вычисленій 
розстояній свѣтила отъ земли или Солнца, посмотримъ прежде всего къ чему приво¬ 

дится опредѣленіе этихъ разстояній. Пусть бъ 5 {фиг. 2) будотъ находиться центръ 
Солнца. Опишемъ около этой точки произвольнымъ радіусомъ сферу, Пусть въ Ри Т 
будутъ находиться пъ извѣстный моментъ центры разсматриваемаго свѣтила, ісапр» 

планеты и земли. Назовемъ разстояніе 8Р планеты отъ Солнца чрезъ г, разстояніе 
РТ планеты отъ зомлн пусть будетъ Д, разстояніе эко 8Т земли отъ Солнца озна¬ 

чимъ чрезъ Р. Изъ центра Солнца илапета видна на сферѣ небесной но направленію 
8Р въ точкѣ р\ изъ центра земли планета ирсдставллется па той эко сферѣ въ точкѣ 
Х>' и наконецъ земля изъ центра Солнца водна па сферѣ небесной въ точкѣ I, Та¬ 

кимъ образомъ точка $ есть для даннаго времени геліоцентрическое иоложоігіо нла- 
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исты, точка р‘ ость соотвѣтствующее геоцентрическое положеніе того же свѣтила и 
иаконоцъ точка і есть геліоцентрическое положеніе шли, соотвѣтствующее тому же 
данному моменту. Вели чрезъ точки 81 Р к Т проведенъ плоскость, то зта послѣд¬ 

няя пересѣчется со сферой небесной по большому кругу, па которомъ расположены 
точки 2\ іѴ и іч т. с. соотвѣтствующія одному н тому же преніеші геоцентрическое 
положеніе планеты, ея геліоцентрическое положеніе в геліоцентрическое положеніе земли. 

Означимъ уголъ 8Р1' чрезъ г н уголъ РГі—чрезъ &. При сдѣлай пыхъ озна¬ 

ченіяхъ изъ треугольника 8Р2' находимъ 

_ А 
зіп 8 зіц а зіп (5 — 0) 

откуда 

^_В > зш 5 д_Д. 5іц (5 — я) 
8іп г ’ 8іп г - 

(34) 

При вычисленіи планетной или кометной орбиты Л ость данная величина; что 
касается до 8, то этотъ уголъ, какъ скоро увидимъ, весьма просто опредѣляется по 
другимъ даннымъ величинамъ вопроса, получеииамъ изъ непосредственныхъ наблюденій. 

Такимъ образомъ опредѣлено разстояній свѣтила отъ земли и Солнца привадится къ 
вычисленію того угла г, подъ которымъ съ разсматриваемаго свѣтила представляется 
разстояніе земли отъ Солица, 

Соображенія, на которыхъ К. Ф. Гауссъ основываетъ опредѣленіе угла *, со¬ 

ставляютъ существен кую часть теоріи опредѣленія планетныхъ и кометныхъ орбитъ 
изъ трехъ наблюденій. Эти соображенія заключаются въ слѣдующемъ: 

Представимъ собѣ опять, что около центра Солица произвольнымъ радіусомъ 
описана сфера. Такъ какъ плоскость эклиптики проходитъ чрезъ центръ Солнца, то 
она пересѣчется съ этой сферой но большому кругу Дф (фиг. В). Пусть три геліо¬ 

центрическія положенія земли, соотвѣтствующія вромеиамъ трехъ разсматриваемыхъ на¬ 

блюденій свѣтила, находятся на этомъ большомъ кругѣ въ точкахъ Ач А и А'1. 

Плоскость орбиты разсматриваемаго свѣтила также проходитъ чрезъ цситръ Солнца, 
а потому м она поресѣчстся съ упомянутой сферой по большому кругу. Пусть РР‘ 

будетъ дуга этого круга; точка Р его пересѣченія съ эклиптикой будетъ ничто иное 
какъ одинъ изъ узловъ орбиты. Предположимъ, что Р ость восходящій узелъ, т. о. 
топ, проходя черезъ который, планета или комета приближается къ сѣверному по¬ 

люсу эклиптики. Пусть геліоцентрическія положенія свѣтила соотвѣтствующія временамъ 
трехъ иаблюдооій будутъ находиться въ точкахъ <?, 0\ С'* расположенныхъ на боль¬ 

шомъ кругѣ РР*Ь Если соединимъ большими кругами геліоцентрическія по лож опія пла¬ 

неты съ геліоцентрическими положеніями земли, т. е. соединимъ точки: А съ С} А 
съ 0\ А" съ С\ то эти большіе круги пересѣкутся пъ точкахъ Д В‘ и 1)" и 
на этихъ кругахъ будутъ находиться соотвѣтствующія гооцептрическія положенія пла¬ 

неты, ибо этими кругами, какъ мы замѣтили, будутъ представляться пересѣченія со 
сферой небесной плоскостей, проведенныхъ чрезъ геоцентрическое и геліоцентрическое 
положеніе планеты, а также и чрезъ геліоцентрпчоекое положздіе земли. Пусть гео¬ 

центрическія положенія планеты, соотвѣтствующія временамъ трехъ паблюдепій и вво¬ 

дятся въ точкахъ Д В‘} В'1. Если чрезъ два крайнія положенія В н В11 прово- 
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демъ большой кругъ, то онъ, вообще говоря, не пройдетъ чрезъ среднее положеніе 

В1 и пересѣчется съ кругомъ А'Т) въ нѣкоторой точкѣ В*. 

Каковы бы не были три угла а, (3, у, они всегда будутъ удовлетворять тож¬ 

дественному уравненію вида 

(35) зіи а, зіп (у — Р) + зіп р. зіп (а — у) + зі» у. зікі (Р — а) в О 

Поэтому мы можемъ подставить въ это уравненіе па мѣсто а, (3, у каш угодно части 
выше упомянутыхъ большихъ круговъ. Пусть навр. а = N0; (5 — 2№'\ у — -УС", 

тогда 

у — (3 = Ш* — N0' = С"СГ 

ь — у — ЯС — N0"= — СО' 

р — а. = N0' — N0 = ОС 

Внося это въ уравоешс (35), дадимъ ему видъ 

(36) зіп N0, зіи ОС} — зіп N0. зіп СО* -)- зіи N0*. зіп СО = О 

Изъ точекъ С, С\ Си проведемъ большіе круги перпендикулярные къ кругу 
$Ви. Означимъ дуги Со, С'а' и С"аи этихъ круговъ чрезъ Д I/ н В". Тогда 
изъ треугольниковъ N0^ N0(1' и N0%“ имѣемъ 

зіи ВС зіп N0 зіп N0" 

зіп В зіп В зіп В" 

Внося въ уравненіе (36) вмѣсто зіп .УС, зіп N0' в 8ІП.УС" величины имъ 
пропорціональныя, найдемъ 

(37) зіи В.зіп 00} — зіи і'.зіп СО' + зіп В\ зіп СО = О 

Дуги РС, РС\ РС* суть аргументы широты свѣтила соотвѣствушідіе вромонамъ 

трехъ наблюденій; дуги СС\ СО* и ОС’ могутъ быть разсматриваемые какъ раз¬ 

ности этихъ аргументовъ шпроты, н эти разности очевидно будутъ равны радостямъ 
истин пыхъ аномалій свѣтила соотвѣтствующихъ тѣмъ жо моментамъ времени, Въ са¬ 

момъ дѣлѣ, озпачішъдлл временъ трехъ наблюденій аргументы шпроты чрезъ щ и\ ии; 
три соотвѣтствующія петшіныя аномаліи пусть будутъ ѵ\ х/\ Пусть наконецъ раз- 

стоя ціо перигеліи отъ узла орбиты будетъ какъ прежде о, тогда 

К7 *= и = ѵ + о; РО = гь1 = «' + «; РС" = ѵ!' = *" + и 

откуда 

О'О = РС" — РО яг хі' — и* = ѵи — ѵ' 

СС" = РО' — РС = и" — и — ѵ" — » 

СО = РО — РС = «' — и = </ — ѵ 

Пусть 

ѵп — ѵ= 2Г; ѵ> — ѵ= 
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тогда уравненіе (37) приметъ видъ 

8ІП Ь . 5ІП 2[ — 8ІП V. 8111 2/* + ЗШ В‘. 9ІІ1 2{" = 0 (38) 

Означимъ разстоянія свѣтила отъ Солнца» соотвѣтствующія в реме налъ трехъ наблю¬ 

деній, чрезъ г, г\ г4. Удвоенная площадь треугольника, заключающагося между радіу¬ 

сами векторами г, г' н хордой, соединяющей первое положеніе свѣтила на орбитѣ со 
вторымъ, пусть будетъ п\ Подобнымъ же образомъ оішачииъ чрезъ «' удвоенную 
площадь треугольника, заключающагося между радіусами векторами г и г' и соотвѣт¬ 

ствующей хордой. Пусть наконецъ п будетъ удвооппая площадь треугольника, заклю¬ 

чающагося между радіусами векторами г\ г” и хордой, соединяющей второе положеніе 
спѣша на орбитѣ съ третьимъ. Пусть въ 5 (фог. 4) будетъ центръ Солнца, въ Р 

и Рг положенія планеты или кометы па орбитѣ, соотвѣтствующія временамъ перваго 
и втораго наблюденія* Тогда 8Р = г; 8Р‘ = г'; Р8Р' = ѵ1 — ѵ = 2/*". Вели 
опустпмъ изъ Р перпендикуляръ Рт па 8Р\ то удвоенная площадь треугольника 
Р8Р‘ будетъ пч = 8Р‘. Р»ь или 

п" = гг'. 8ІІ1 2[" 

подобно этому 

п’ = гг". 8ІП 2('і п = г‘г\ ВІИ 2{ 

Если умножпмъ уравнеіііо (38) на ^, то понятно, что ври сдѣланныхъ означо- 
81П Ѣ 

шлхъ оно приведется къ виду 

гп 
8ІІ1 Ь 

8ІП V' 

. , 5[П і; , л 
г'п' —ѵп + г »" = О 

8111 В 
(39) 

Такъ какъ положенія точекъ С, С\ Си намъ неизвѣстны, то и дуги Ц V 
В' также должиы считаться за неизвѣстныя величины. Легко видѣть однако, что 
неизвѣстныя воличины г, т\ г", Д Д Ь'\ входящія въ ото уравпевіе, могутъ быть 
замѣнены одною неизвѣстною, которую мы, не отпося ко времени какого либо опрс- 

дѣлениаго наблюденія, означили чрезъ я? теперь подъ г мы будемъ разумѣть величину 
этого угла, соотвѣтствующую времени средняго наблюденія. 

Проведемъ изъ точекъ Д В\ В" большіе круги перпендикулярные къ кругу 
N13“. Означимъ части ЬД Ъ'В' н Ъ“В" этихъ круговъ чрезъ А, к\ тогда изъ 
треугольниковъ аВСл Ь“ВиВ п Ь'В'В получимъ 

8ІП Ь _ 5ІІІ 7ѵ" _ 8ІН Ь 
8іи ВС ~~ 8ІИ ВВ" зіи~ВВ 

Подобие этому треугольники а‘В^С\ В+Ъ“В“ п В+ВЪ даютъ 

5І11 В __ 5ІП к" _ 8ІИ_А _ 

8іп В*С.*~ зіп В*В“ 8іп В*В 

Наконецъ изъ треугольниковъ а/гР"С7г', В"Ъ’В‘ в В'ЪВ находимъ 

8111 Ь“ 8ІП А' 5111 А 

53п~ВІГС7і ШПРВ1 ~ зіп В'В 
о 
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Положенія точенъ А, А', А" в В, В\ 2?"‘(фиг. 3) извѣстны, а потому и 
ноложеиія большихъ круговъ, проведенныхъ чрезъ эти точки, также нзвктіш, извѣстны 
і, точекъ В, В1, Ви, въ которыхъ иерссѣкаютсн эти круги, а слѣдовательно 
ножи о считать извѣстными н величины дугъ ВВ'\ ВВ\ В*В'\ В*В} В" В' и 
В,{1) Что касается до величинъ ВС, 2?#С' и ВиС’\ то оиѣ неизвѣстны, ибо мы 

ие зиаемъ иоложоиіл точекъ С, С\ С11. 
Будемъ пользоваться предыдущими пропорціями дли опредѣленія отношоііій 

зіи I зіа В 
8Іп В1 В зіп V 

и представимъ эти послѣднія въ такихъ формахъ, которыя ни завнши бы отъ ве¬ 

личинъ 7с, 7</ и ]»'. Имѣя это въ виду, находимъ изъ норнаго н вторам ряда отиошонМ 

апі = - мГяд7-; ш 1 = "ІЮ'ТГ" 

откуда 
аіп В  зіи ВС. зіп В1 В’ 
зіп I/' зіп ВІУ. зіп В‘СЧ 

Второй и третій рядъ предыдущихъ отношеній дастъ 

зіп I = 
, зіп В*С.т Ь 

зіп В*В 
8111 В' = 

аіп В"С". зіп Ь 
зіп ЪЧГ 

Слѣдовательно 

зіп В _ ыц В+С\ віи2?^2) 

зіп В1 ~ зіп зіп В’ГСЧ 

Виося найдшия величины отношеній въ уравиоиіо (39), приведемъ ого къ виду 

г.п зіп ВС. зіп ВѴВ' *Ѵ зіп В*С. зіп ВпВ , „ Л 
1 ' г" зіиѴВ'.віи В"С" г" зіп В„В. зіп В" С" ^ “ - 

Означимъ чрезъ 0 отступленіе сродилго геоцентрическаго «олсшиія свѣтила отъ боль¬ 

шаго круга, вроведонпаго черезъ два крайнія положовія, т, о. примемъ 2?'2?% = ы; 

по такъ какъ В+С — В'С’ — Д*В', то при сдѣланиыхъ означеніяхъ 

В^С1 = * — о 

Если для средняго положенія по первому изъ уравненій (34) имѣемъ 
т\ ЗІП 8' ” В1, зіп &г, то подобно этому для двухъ крайнихъ положеній 

г. зіп ЯС=: В. зіп &; г",зіп В”С" = 27”. зіп 5" 

гдѣ Іі и В '1 суть разстоянія земли отъ Солнца, соотвѣтствующія временамъ нерпа го 
и третьяго положенія, кромѣ того замѣтимъ, что & іі Ь[' суть ничто нпоо какъ дуги 
ЛВ и А"В” (фиг. 3). Имѣя все это, лето представимъ урапиеиіо (40) въ видѣ 

м 2г. зіп 5. зіп ВаВ‘ , Г\зіп (8 ~ о) зіп В,!В . , 
Вп. зіп Ъ<\ зіп ВВ' п Л* ж + п = 0 
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Исключая отсюда г1 посредствомъ выражоиія 

,_И\8іп 5' 

зіп а 

к полагая для краткости 

іг.зіпВ 8і 
т = 

і?ип 5^ # ЛпЗ"Р 
Д".зш V* 8іп ВВ' “'5 Д".$ігі8" зіп В*В 

легко приводимъ предыдущее выраженіе къ виду 

. , зіп (2— 6>) „ Л 
а.п — Ъ,п —--{- п = О 

= Ь 

81П 2 

(41) 

(42) 

Это уравненіе и должно служить для вычисленія веизвѣствой величины г. Въ пего 
входятъ, кромѣ того, псизвѣстпыя вол и типы «, п\ пг; по эти послѣднія К. Ф. Гауссъ 
замѣняетъ такими двумя функціями, которыя могутъ быть вычисляемы послѣдователь- 

пыли приближеніями. Одна изъ этихъ функцій есть 

Р 
п“ 
и 

Сдѣлавъ такое поломкой іо, представимъ предыдущее уравпопіе въ видѣ 

(ап -4- ?»") (Р -4- 1) 8іп(г —о) 

(?+т] пЬ'—^г—-° 

Но такъ какъ Р)і = п", то это легко приводится къ виду 

. „ . , Р 4* а „ зіп (г — о) 
(н" 4- п) р-4—г = п'Ь —--- 
' 1 ' 1 81П я 

Пусть другая функція в опредѣляется подъ условіемъ 

п" + » _ Ф , , 
и' 2»-'а *г 

(43) 

тогда предыдущее обращается въ 

-9 1 1 - 7 (р + 1) 8ІП (г — а) 
2,.'з “С а!» г 

НЛО въ 

, 8ІІ14 2 _ 
2Іі* 8іца 

М1 + Р) 
Р а 

зіп {г — о) — зіп г 

Придавая в вычитая въ послѣдвсмъ членѣ подъ знакомъ еппуса по о, легко приве¬ 

демъ все къ виду 

С. зіп4 г 
2К* зіпП' 

= зіп со 

Ь(1+Р) 
а + Р 

— С08 и 

8Ш <0 
ЗІП [2 — о) — СОЗ (2 — ы) 
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Пусть 

(44) 
*.(1 + Р) 
а + Р 

— СО? <1> 

зш о 
= соі.д а 

тогда предыдущее уравненіе приводится кг виду 

. 8І114 Я 

2ДЧ 8іц^“ 
зш и . 
--31 п 
зш а {* о «О 

положимъ здѣсь 

(45) 
1 

2ЛР> гіаа8'. зш и <5; М = ($.с.яЬ с 

тогда будемъ имѣть 

(46) М. зш* я = аіи (я — о — о) 

уравненіе служащее для опредѣленія искомой волн чины я. Такъ какъ это уравненіе 
четвертой степоіга, то имѣетъ четыре корпя, которые простыми пробами легко и скоро 
могутъ быть розыскапы. Легко видѣть который изъ корней соотвѣтствуетъ опредѣ¬ 

ляемой орбитѣ. Изъ этихъ четырехъ корней должны быть отвергнуты всѣ тѣ, которые 
имѣютъ величину бблыпую 180°, ибо для этихъ корней зіи я ость отрицательная ве¬ 

личина, а такъ кякъ 

, Д'.яіпВ' 
г' — ——. 

ЗШ Я 

то при я > 180° радіусъ векторъ г1 имѣетъ отрицательное виаченіо, что не соот¬ 

вѣтствуетъ вопросу, ибо радіусъ векторъ свѣтлла есть величина существенно поло¬ 

жительная. Кромѣ того изъ четырехъ корней должны быть отвергнуты тѣ, которые 
болѣе ибо при я > 5' мы нашли бы по второму изъ уравненій (34) отрицатель¬ 

ную величину дя р', что опять не соотвѣтствуетъ иопросу. Наконецъ изъ корней 
долженъ быть отвергнутъ тотъ, который по величинѣ равенъ 5'. При я = 5Г первое 
изъ уравненій (34) даетъ г' = И\ а потому корень я = Ъ' соотвѣтствуетъ но иско¬ 

мой орбитѣ; но орбитѣ земли. Такимъ образомъ изъ четырехъ корней но большей 
части остается одинъ, который можетъ быть принятъ для вычисленія орбиты. Если 
же окажется, что въ числѣ четырехъ корней находятся два по величинѣ мспьшіо 5', 

то три наблюденія, лежащія въ основами вычисленія, могутъ быть представлсіш двумя 
различными орбитами, и тогда необходимо взять четвертое наблюденіе для того чтобы 
узнать, какую изъ двухъ вычисляемыхъ орбитъ дѣйствительно описываетъ свѣтило. 

4. Какъ скоро я надлежащимъ образомъ опредѣлено, то вычисленіе радіусовъ 
векторовъ свѣтила, соотвѣтствующихъ временамъ двухъ крайнихъ паблюдспій, не пред¬ 

ставляетъ трудностей. Для опредѣленія радіуса штора г соотвѣтствующаго первому 
наблюденію проведемъ изъ точекъ С и С (фиг. 3) большіе круги перпендикулярно 
къ кругу А!В и положимъ т'С' = я; тС=у. Кромѣ того означимъ углы А!ВА\ 
Аи1УА и АЧУ'А чрезъ в, е', е"; тогда изъ треугольниковъ С'тВ и СтВ‘ имѣемъ 

зін я =* зіи е. зіп СВ; віп у = $ія $1я СВ' 
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Но* С'В = А'В — А1 В1 В'С' = А1 В — $г + слѣдовательно 

8іп х = зіп е . зіп {А'В — 8' я) 

Если назовемъ уголъ А1*ОпС чрезъ го'\ то изъ треугольниковъ тС"С и т'С"С‘ 
имѣемъ 

8пі х = віи С С1 аіп го " = 8Іп 2 Л зіи іо " = віи го" 
1 г'г" 

зіп у = віи С С" віи го " = віп 2 А віи го " = -Аг віп и>п 
* 'гг' 

Сравнивая эти выраженія съ соотвѣтствующими имъ предыдущими, имѣемъ 

зіп гѵ,{ = віп в 8Іп {А'В — 8' -\-г) 

—~ віи го'1 = віп віп 5 
гг4 

гдѣ полагаемъ СВ1 = $, Газдѣливъ одно изъ этихъ уравненій на другое, найденъ 

. «. пг1 віпе . / . вг, 
Г . ЗШ § =-:-; ВІП (* + А'В — V) (47) 

п вш е 1 ' 

Одного этого уравненія для опредѣленія двухъ неизвѣстныхъ ги{ недостаточно, 

а потому пользуясь извѣстнымъ соотношеніемъ 

г. зіп ВС = В. зіп 5 

составимъ другое. Изъ фиг. 3 видно, что ВС^СВ'-^-АВ—АЪ' = ^—АВ'+8. 

Если положимъ АЛ)‘ — 8 = й, то предыдущее уравненіе представится въ видѣ 

г. зіп (§ — 1с) = В, зіп 5 (48) 

пусть для краткости 

п'г! зіп в 

п зіп е 

Д.віпЙ 
зіп й 

віп (* + А'В — Ь')=р 

= X 

(49) 

тогда уравненія (47) и (48) примутъ видъ 

г. зіп { = р 

г, віи (? — 7с) = х зіи 7с 

умноживъ первое изъ этихъ уравненій на сов к и вычтя изъ произведенія веизнѣнен» 

ноо второе, легко найдемъ 

Г. С08 § = р.ооі$ й — х (50) 

если прибавимъ къ этому уравненіе 

г ,ш%= р (51) 
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то будемъ имѣть два необходимыя и достаточныя уравненія для вычисленіи двухъ 
неизвѣстныхъ величинъ г и §. Величина р опредѣляется по первому изъ выражовій 
(49), которое зависитъ отъ совершенно неизвѣстныхъ величинъ п' и щ однако эти 
послѣднія могутъ быть тѣвоны ниоашшмъ содержащимъ фу индію Р. Въ самомъ 

дѣлѣ, раздѣливъ уравненіе (42) на п и помня, что — = Р, легко представимъ ого 
п 

въ видѣ 

п' _ (а Р) зіп г 
п Ь. зіи (е — о) 

Ко такъ какъ 

Д Ч 5ІО У 
$іп ж 

то 

(52) 
«У _ (аА-Р)Я\тЬ< 
и Ъ. зіп (ж — «) 

И такъ р должпо быть опредѣлено изъ выраженія 

(53) 
(а Р) В'. 5Іп Ь‘ зіп е 
Ъ. зіи (ж — о>) зіп е' 

зіп (г + А'В — 81) 

Совершенно подобнымъ же образомъ опредѣлится по дал иону г радіусъ вокторъ, 

соотвѣтствующій времени третьяго наблюденія. 

Проведенъ изъ точекъ О н С" (фиг. 3) большій круги перпендикулярные къ 
кругу АВ' и положимъ 0%=х\ С1Гк,=у\ тогда изъ треугольниковъ О'ЬВ11 н 
СѢ'В’ имѣемъ 

зіп а/ = зіп зіп С'ВІ{\ зіп і/ = зіи і\ зіп С1'В' 

Пусть СиВ* = $м; кромѣ того изъ фиг. 3 ішдгоіъ, что 

СВ" = Л*Ви — Л'В' + В'О' = А1 В" — 5‘ + *. 

Слѣдовательно 

зіп я' = зіп е".зіп {А'В“ — V -}-,*) 

зіп у' = зіи е'. зіи $*' 

Вели означимъ уголъ В'ССи чрезъ іо, то изъ треугольниковъ С"Ь'0 н СЧьС 
вмѣемъ 

зіи *' = зіп ю, зіп С ’С = зіп 2/ѵ. зіи іо = п '8Іп г- ,г< 

зіп у — зіп ю, зіп С“С— зіп 2/'. зіп ю = 
тт1' 

Слѣдовательно 
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п . 3)1) XV . ч 
—-р— = зш е 2)1) (А* О" — 5 *) 

п'. 2ІП іо . , . И| 
-,г - = зш е 8ш 4 гг 

Раздѣливъ ггорвоо изъ этііхъ урависиШ на второе» получимъ 

г . яш 4 = -„• ".—т зш (АО — 5 4-е) 
п ЗШ 6 17 

На для времени третьяго наблюденія 

г", зіп В"С" = Я".*п\Ь" 

Изъ фиг. 3 сидимъ* что ІГС" = СО’ + АѴГ — ГО’ =* 4" + У' - А”& 
Пусть А"О' — &" в к'\ тогда 

>.яіп(4" — Г) = Р".яіл*" 

если положимъ 

”ѴЛ 7 8Ш (Л I) — 5 = я 
» ЗІП * і ; і 

то для опредѣленія г" и будемъ имѣть уравненія 

г". 8ІП $" — р" 

г", зіп (4" — *")=Д".зт*" 

Пусть наконецъ 

Л". зіп 5" 
-Г—,7, - = X 

81П /С 

тогда* умноживъ первое уравненіе па соя к" и вычтя изъ пего неизмѣненное второе, 

получимъ 

г , соя 4 • зш к = р . соя А — х , зш и 

или 

у".соя 4" = р". соі? иг — к" 

Такимъ образомъ для онродѣленія г" и 4" имѣемъ два уравпеиія 

у". зіп 4"=*і>" 

г". соя 4"=і>". со**" —х" 
/ / 

»У Л — 
Въ выраженю р входитъ множитель —?т-, но такъ какъ — = г> то 

• / . / / 
«У _ 1 ИГ 
?*" Р * п 

Но обращал вннмаиіо на уравненіе (52), приводимъ это къ виду 

пУ_(Р+а) Д'> зіп Ь' 
п" — Р Ь. зіп (* — о) 

(54) 
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Слѣдоиатсльио дл» вычисленія %>" имѣемъ выраженіе) 

(65) 
„ (Р+«) 

* 

Л', віа »' 

Ь. $іп (г — ы) 
ТА Віи (А'І)" ~ Ь' + г) 
Віи е 

Какъ скоро разстояніи свѣтила отъ Солнца опредѣлены и вмѣстѣ съ нами вы¬ 

числены углы і и то нс трудно опредѣлить и разстоянія свѣтила отъ земли, 

•соотвѣтствующія временамъ трехъ наблюденіи. Вазовомъ ото разстоянія чрезъ А, Д 
и Д". Если для времеии каждаго наблюденія разсмотримъ прямолинейные треуголь¬ 

ники, заключающіеся можду центромъ Солнца, земли и планеты, то пзъ такихъ троу- 

гольинковъ получимъ 

Д тАС , Д; _ зіп АС в Г _ *зА'91 
г зіп А В ’ г зіп А’В’ ' г" $іп А" В” 

По нашимъ означеніямъ 

АВ = Ь\ А‘В* ; Д'В" = Ѵ 

« кромѣ того пзъ фиг. 8 видно, что 

АС — АЗ' — I; А!С = А'В1 - В'СГ « У — А"(Г = А!'ТУ - 

Слідосатсльно искомыя разетолвіл свѣтила отъ земля представляются въ видѣ 

(56) 

Д— 

Д' = 

А" гг 

ГЛІИ {АР* — $ 
ш § 

г*,$іп (У — г) 
віп У 

іЛ зіп (А“ІУ — Ѵ) 
зіп 5" 

б. Чтобы пользоваться пайдешіыми теперь выраженіями для опредѣленіи раз- 

стоипій свѣтила отъ земли или Солнца, необходимо зиать положенія большихъ кру¬ 

говъ, нроводепашъ черезъ гсоцоптрнческія мѣста свѣтила а соотвѣтствуищія нмъ 
геліоцентрическія положенія земли. Кромѣ того псобходимо найти способъ иычисленіл 
функцій Р и <2- Опредѣленіе этихъ функцій независимо отъ элементовъ орбиты и со¬ 

ставляетъ существенную часть теоріи, предложенной Гауссомъ, для иычисленіл «лапот¬ 
ныхъ н кометпыхъ орбитъ. 

Проще всего по даннымъ, иолучеипымъ изъ непосредственныхъ наблюденій, най¬ 

демъ ншопоніе къ эклиптикѣ тѣхъ большихъ круговъ, которые проведены черезъ 
геоцентрическія положенія свѣтила и геліоцентрическія положенія земли, а такжо иы- 

числимъ дуги этихъ круговъ, заключающіяся между упомянутыми сейчасъ точкам в. 

Въ этомъ случаѣ все что будемъ говорить о положеніяхъ относящихся ко времени 
одного наблюденія, будетъ равно примѣнимо и къ другимъ соотвѣтственнымъ поло¬ 
женіямъ. 

Проводомъ пзъ точки В (фиг. 8) большой кругъ перпендикулярный къ эклип¬ 

тикѣ; тогда составится треугольникъ въ которомъ сторона А$ = Ь н уголъ 
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ВАц — у суть искомыя величины. Бели пазовомъ чрезъ (3 геоцентрическую широту 
свѣтила, соотвѣтствующую вроиови перваго наблюденія, чрезъ а и I означимъ, отно¬ 

сящіяся къ тому же врсмепи, геоцентрическую долготу свѣтила и геліоцептрическуіо 
долготу земли, то В<і = Р; М. ~ Слѣдовательно разематриваемый треуголь¬ 

никъ даетъ 

откуда 

8ІП 5 . 8ІІІ у = 8ІП р 

8І1І 5. сов у = зіп (а — 2). соз Э 

С08 5 = С08 (а — I). С08 Р 

, Іаие 
іапе у — —~ 

зш (а — I) --Чг ; Ы»в 8 _ ^апе (а — I) 
С08 У 

(57) 

Эти уравненія н служатъ для опредѣленія искомыхъ у и 8. Подобнымъ же образомъ 
для временъ двухъ остальныхъ паблюдепій имѣемъ 

іапд у' = 
іапе Р' 

8І1І (а' - 1‘У ’ 

Іаіід у1' = 
Еапд р’' 

8ІІ1 (а" — Г) ! 

соз у1 

цП6 8” = 7 г’> 
0 соз у1 

(57*) 

Имѣя угли у, у\ у'\ опредѣлимъ дуги упомянутыхъ большихъ круговъ, заклю¬ 

чающіяся между пересѣченіями этихъ круговъ и геліоцентрическими положеніями земли; 
кромѣ того найдемъ углы е, *’г, подъ которыми паклопепы разсматриваемые боль¬ 

шіе круги одииъ къ другому. Изъ треугольника А*А"В (фиг. 3), 'въ которомъ сто¬ 

рона А ‘А" = Iй — 1\ имѣемъ 

. 6 . АВ + А'В . 1" — Ѵ . У'4-Ѵ 
зш у 8>п-2-“ 8Ш —2 *" 8Ш ~2 

. г А'Я + А'Ч) V1 — V . У' — V 
ЗІП тг СОЗ-^-= СОЗ-х ЗШ ' — 

и а ^ ^ 

с . А'В — А"В . Ѵ’ — Ѵ у" + у' 
С08 у 8Ш ---= ЗШ---С08 

(58) 

г АВ — А"В г" —г' у" —у' 
соз-2 соз-2-= ш —008 —^ 

уравненія, которыя служатъ для вычисленія дугъ А’В, А"В и угла е. 
Изъ треугольника А"В'А, въ которомъ А" — А = I" — находимъ 

. «' . АВ' -\-Л"В' . V — I . у" 4- у 
81П у 8ІП-^-= ЗШ —у- 8111 ^ 1 

. б' АВ‘4-А"В’ Ѵ’ — І . у1' —у 
8111 7Г соз-т:-= С08  — 8111 1—~*- 

е' . АВ' — А"В' . Ѵ’—І у" 4- у 
соз - т-1-= 8іа —— соз Ц. 1 

ъ' АВ' — А"В ’ Ѵ' — І у" —у 
СОЗ у СОЗ-2-= С08 —2 ~ 003 1—2~^ 

Этими ураппеніямя слѣдуетъ пользоваться для опредѣлевія дугъ А"В\ АВ' 

(58*) 

и угла е'. 
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Наконецъ взъ треугольника АЛ'І)" получаемъ 

«" АВ" + А'В" _ . Ѵ-1 оіп ТМЦ 
ЗШ 8Ш = 5Ш — «п 2 

(58?) 

. е" АВ"+А'В" V — I..... У — Т 
8ІП — С08-^-= соз —2~ зш —2— 

е" . АВ" — А1 Б" . Г—I І + 7 
сов ^ ни-2-- 5Ш -2— ш 

е1' — л'В" г1 — г у —ѵ 
соз 2 соз-^-= 608 2 сов —2— 

уравненія служащія для опредѣленія дугъ А'В", АВ" и угла е1'. Если обратиііея 
къ треугольиику ВВ Ви (фиг. 3), въ которомъ стороны суть: ВВ' — А"В — А"В'; 
ВВ" = А'В —А'В"\ В'В" = АВ' — АВ" и противуположиые имъ углы е", 

180° — е' н в, то нзъ этого треугольника нмѣомъ 

зіп в зіи«' .. в іи с" 
(59> 5іп •— ^2>"> зіп С^І Х» — 8іп {А"І> — А"Т>') 

уравиепіе, которое слулштъ для иовѣрки вычисленія. 

Если дуги разсматриваемыхъ большихъ круговъ, заключающіяся между геліоцен¬ 

трическими положеніями земли и точками пересѣченія этихъ круговъ, извѣстны, то из¬ 

вѣсти также и дуги В"В‘, ВВ' и В"В, ибо В"В'=А"В‘—А"В"~=-А"В'—5”, 

ВВ' = АВ' — АВ ~ АВ‘ ~Ъ, В''В = А"В — А"В" = А"В — Ъ"; что ка¬ 

сается до введенной нами дуги В*В, то для опредѣленія ея необходимо знать ве¬ 

личину ы, ибо 

В*В = А'В — Л'В* = А'В — А'В' + В'В* = А'В — 8' + и 

Опредѣлить воліічииу и не трудно. Разсмотримъ три треугольника МВд, Д/В*5* и 
МВ"4'Ѣ Назоиомъ уголъ ВМц общій всѣмъ отимъ треуюлышкакъ чрезъ щ и поло¬ 

жимъ дМ=у. Геоцеитричоскія широты точекъ В, Б*, В1', представляющіяся дугами 
Вй, В*г* и В"У' означимъ чрезъ |3, р*, р'', геоцептрнчсскія долготы тѣхъ жо то¬ 

чекъ пусть будутъ а, а* и а". Тогда замѣтивъ, что = а* — а; с/'ц = а” — а. 

изъ упомянутыхъ треугольниковъ имѣемъ 

іапе р = йапд ж. вшу 

І;ап2 Р%= (йп§ х. зіп (а* — а + у) 

Іапд р,г = Іапд х. зіп (а'1 — а -\-у) 

исключал изъ послѣднихъ двухъ уравненій произведеніе іапд х. соз у, логко находимъ 

іапд Р* зіп (а" — а) — Іапд Р" зіп (а* — а) = Іапд х. іапд у. зіп (а" — а*) 

что посредствомъ иерваго изъ предыдущихъ уравненій приводится къ виду 

іапу р аіп (а" — а*) — іан§ р* зіп (а1' — а) + іапе Р " зіп (а* — а) = О 
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Изъ треугольника А‘В^ видно, что 

0* — Іапг у'. 8іп (а* — V) 

Внося это въ предыдущее уравненіе и замѣняя въ немъ разности а"—а* и а* — а 
чрезъ а" — V — (а* — I*) и а* — V — (а — Ѵ)і легко находимъ 

іаик (а* — П = 
іаив Р 5іи (а4 ~-Ѵ) — Іаид зіп (а — V) 

іап$ у' 8Ш (а" — а)* Цп§ (3 соз (а4 — і') — Ьап$ сов (а —V) 

Изъ треугольника А'ц+В*, въ которомъ сторона А'В+^Ь1 — ь>, имѣемъ 

соз уг. зіп (81 — ы) = с08 |Э* зіо (а* — V) 

соз (5' — о>) — соз р* соз (а* — V) 

а потому 
іап$ (а* — Г) = іац$ (5' — со). сов у1 

Сравнивая это съ предыдущимъ выраяссвіемъ того же тангенса, находимъ 

Ѣап2 {6* — ы) = 
_іап§{3 > 8Іп (а4 — V) зі» О* — Г)_ 
зіпу'.зіи (а”—а)+С08у' [іап§р.С08(а^—V*)—ійв§Р".соз(а—V)] 

(60) 

Пусть 

5 = Ьаи$ (Э . 8Іп (а4 — V) — іап? 0". зіп (а — V) 

Т. зіп ( = Ьапд р . соз (а4 — V) — іап(* |34.соз (а — V) (61) 

Т. соз і = зіп (а" — а) 

тогда 

(дп? (6' — о) = 
_5_ 

2’. зіп {і + ч) 
(62) 

Этимъ уравненіемъ и слѣдуетъ пользоваться для вычисленія о>, т. е. ргступленія сред¬ 
няго геоцептрическаго мѣста свѣтила отъ большаго круга проведеннаго черезъ два 

.крайнія положенія. Хотя изъ этого выраженія приходится опредѣлять дугу по тан¬ 
генсу, по такъ какъ среднее геоцентрическое положеніе свѣтила всегда мало укло¬ 
няется отъ упомянутаго большаго круга, то о есть малая дуга, и сомнѣнія въ вы- 
борѣ четвертп окружности для &' — о. бить ис можетъ. 

Всѣ величины, входящія въ выраженіе (41), можемъ считать теперь извѣст¬ 
ными, извѣстны также углы и и с\ но для опредѣленія с Гауссъ даетъ уравнение 
(44) нѣсколько другой видъ. Это уравненіе легко представляется въ формѣ 

іап$ с = 
(Р + а) Ьтз о 

Н*+Р 
соз ѵ> 

-(Р+а) 

или 

Іап$ с = 
(Р + а) іап$ о 

соз <0 
— 1 

Ъ- 
С08 ы 

— а 
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Пусть 

(03) 
ІДЩЦ 

С08 0) 

й = 

_ 
соз о 

соз о 

Тогда для вычислеаія с имѣемъ оыран;оиіо 

(64) іыіщ а = 

Лопсо составить нѣсколько уравненій для повѣрки вычисленія указанныхъ те¬ 

перь вспомогательныхъ величинъ. Если нъ уравненіи (42) сдѣлаемъ г = то ого 
уравпеиіс будетъ относиться къ орбитѣ земли и тогда величины п\ п'1 удвоен¬ 

ныхъ площадей треугольниковъ, составленныхъ изъ радіусовъ векторовъ вычисляемой 
планеты, должны быть замѣнены соотвѣтствующими величинами, относящимися къ зем¬ 

ной орбитѣ. Если означимъ эти послѣднія прозъ ІУ, 2У\ 2Уп, то очевидно 

N = Л'Л" зіп (Г - гг); 2Г = Дй" зін (*" - 2); 2Р' — ІіЧі зіп {V — о 

Такимъ образомъ для войной орбиты уравлоніе (42) принимаетъ видъ 

зш 8' 1 

Биося сюда вмѣсто нхъ предыдущія величины и раздѣливъ получонпоо 
уравненіе па И.И!.И!\ найдемъ 

(65) ^. 8іп(г,: - V) - Ь_.т(Ѵ'-Л т (Ь- - <■>) т(Ѵ ~1)_ 
Б ' Л' п"’ *' 1 8111 И" 

- = О 

Если вмѣстѣ съ данными величинам I, 1\ 2"; М, Б\ Бп внесемъ въ это урав¬ 

неніе найденныя зпачовія а, Ь, 5' и и, то ври вѣрности всего вычисленія это урав¬ 

неніе должно точно удовлетвориться. 
Но главная повѣрка всего вычисленія разстояній свѣтила отъ Солнца ио дан- 

вылъ значеніямъ функцій Р ц <2 состоитъ въ слѣдующемъ. 

Какъ скоро і" н в’ вычислены, то по пикъ изъ треугольника СВ'С" имѣемъ 

(66) С08 2/1' = С08 $ . С08 5 " -]- ЗІП § . 8І11 4". С08 е’ 

выраженіе служащее для опредѣленія 2(’. Мы знаемъ, что 

— — г -8ІП ^ . п" ~ г' 8І“ 
п' г. т2(" п< ~~ /і зіп-2/'т 

Крокѣ того кы видѣли, что 

пѴ = СР + а) К'. 8ін 6; _ в «V = [Р + д) П\зіп 
Р Ь, зін {г — и) п Ъ. аіп (* — о) 



и такъ какъ 

г.п . 
8ю 2Г= —. 8іи 2Г; зіп 2Г = т*~ 8Іп 2/1' 

1 г.п‘ ' п.г ' 

. АЛ Ь.г.яіп (я— и) . ллг . Р.Ь.г". зіп (г— о) . лл, 

” Ѵ= (р-+.)Д'.,п,и'м ”2/ = (Р+^ЖЖ1' “ V (67> 

Такъ какъ вторыя части этихъ уравненій извѣстны, то самыя ураввевія могутъ слу¬ 

жить для опредѣленія 2/* и 2/^. Если все вычисленіе сдѣлано вѣрно, то найденныя 
величины 2/, 2[‘ и 2(п должны точно удовлетворять уравненію 

2( + 2{" = гг 

которое представляетъ простое соотношеніе между частям большаго круга, проведен¬ 

наго черезъ три геліоцентрическія положенія свѣтила. 

6. Перейдемъ наконецъ къ опредѣленію функцій Р и ф По уравненію (22) мы 
видимъ, что удвоенная площадь сектора, описаипаго въ безкопочно малое время <Й, 

есть с.ііу а слѣдовательно, если вазовенъ чрезъ ѵ площадь сектора описаннаго въ 
коночное время I, то 

с.і 
'=2 

Но изъ ураввеній (23) видимъ, что с — к^. а(1 — с2). Пренебрегая массою пла¬ 

неты въ сраішовіи съ массой Солнца, примемъ |л = 1 и кронѣ того замѣтимъ, что 
а( 1 — с2) =$) а потому 

Пусть Ы = б, тогда 

• = ГЙ 

Предположимъ, что і представляетъ собою промежутокъ времени, протешій отъ вто- 

раго до третьяго наблюденія, тогда площадь треугольника, соотвѣтствующаго разсма¬ 

триваемому соктору, будетъ 

4" * ЙИ У 
Означимъ чрезъ т) отношеніе площади сектора къ площади треугольника, тогда 

Но такъ какъ г‘гч 8іп 2/* — «, то 

_ ъѴр 
г‘г". 8ІП 2? 

ч 



и 

Бело означимъ чрезъ і" промежутокъ ершей, протекшій отъ перваго до вто¬ 

ра го наблюденія, иоложпмъ Ын = 0*' п пазопемъ чрезъ *]" отиошоніо площади сек¬ 

тора, описаннаго радіусомъ векторовъ во время къ площади соотвѣтствующаго 
треугольника, то подобно предыдущему будемъ имѣть 

Слѣдовательно 

(63) 

и ч 

п" 0'\і| 

п ”Й.ѴГ 

Истиипыя аномаліи свѣтила, соотвѣтствующія временамъ трокъ паблюдоиій, ми 
означал» чрезъ ѵ, ѵ\ ѵ'\ а потому радіусы векторы трохъ разсматриваемыхъ поло¬ 

женій планоти могутъ быть представлены въ формахъ 

Р Р — Р 
1 -|- е.созѵ ' ’ 1 + с. сов ѵ' * 1 + е. со8 ѵ' 

откуда 

р р р 
~ = 1 + е. сов ѵ\ - = 1 + с. сов ѵ‘; -у, = 1 + с. соз ѵ" 

Помножимъ первое изъ зтихъ уравненій иа $іп (ѵ" — і/), второо па — т{ѵ" — ѵ), 

третье ва зіп (и'— г>), потомъ полученныя произведенія сложпмъ и, замѣтивъ, что 
ѵи — ѵ'=2{\ гР — ѵ = 2/*'; ѵ‘ — ѵ =* <ір\ найдемъ 

Р р^_ + ЙИС] _ » „ _ ѵ. + 8І112Г 

откуда 

_ г. г'. г", (аіп2/ — 8ій 2р -|- 8Іи 2/ "] 
^ п — II1 + пг' 

Но такъ какъ 2{ = 2(] — 2р\ 2({ = 2/ + 2/'" 2/7/ = 2/' — 2/; то легко ви¬ 

дѣть, что 

8ІП 2/* — 8ІІІ 2р -Ь ЗІП 2{*‘ = 4.8ІІ) /\ ЗІі) 8іп 

а йотому 

(70) 

Слѣдователько 

4г. гК г", зіп [. зіп р. 5ІЦ р1 

п — п* -|- п° 

п + п;/ 

п' 

4г г* г’1 
—гр~ 8Іп Л ап Л «и (" 

Ѵр= 
П". V)" 

О" 

Яо мы видѣли, что 
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поэтому 

Слѣдовательно 

Р = Ъ.Ь" 

п п‘ 

п‘ 

— 2гѴ/.*ш / .соз /; 

4>.гѴ".Ѳ. Ѳ" . , . . . 
7,8Ш 81П /\зш /" 

Мы знаемъ, что 

п 

а потому 

п. ѵ$, ?Л ?). у', 

і' = 2гг", зіи (\ сое /'; 

(71) 

пН ^ д)и р^ С08 р/ 

діп /Чвіп і*. діп = 
п. п1. пи 

8.г*. *ЛгЛ3. С08 {. С08 (\ С08 {** 

Слѣдовательно выраженію (71) можно дать видъ . 

п п 0.9" 
П‘ 2і)*)". Г , г'. ГЧ. €08 /*. С08 /Ч С08 Іи 

Имѣя это, изъ выраженія (48) легко народомъ 

Я = 
Г .Ти. 1}. V)" С08 /\ сое/*'. 003 {** 

(72) 

Таково выраженіе функціи <2- Что касается до функціи Р, то она представляется 
выраженіемъ (69). 

Н такъ мы видимъ, что для вычисленія функцій Р и ^ необходимо знать ве¬ 

личины отношеній ѵ) и тД а также радіусы векторы свѣтила, соотвѣтствующіе вре¬ 

менамъ трехъ оаблшдеоій. Но званіе разстояній свѣтила отъ Солнца объушвливается 
знаніемъ угла я, а этотъ послѣдній можетъ быть вычисленъ только по даннымъ ве¬ 

личинамъ фупкцій Р и <2- Отсюда заключаемъ, что прямое рѣшеніе вопроса въ этомъ 
видѣ невозможно, и разстоянія свѣтила отъ эемли нлн Солнца доляшы быть находимы 
не иначе какъ путемъ послѣдовательныхъ приближеній. Бъ первомъ приближеніи 
К. Ф. Гауссъ прививаетъ 

<2=М"; -Р=~ (78) 

Легко иовять въ какихъ случаяхъ такое допущевіо будетъ близко къ истинѣ. Бола 
эксцептриситстъ орбиты малъ, что имѣетъ мѣсто для всѣхъ планетныхъ орбитъ, то 
всѣ радіусы векторы свѣтила мало разнятся мелсду собою, и во крайней мѣрѣ въ 
нервомъ приближеній иожио считать г№ = гг", тогда выраженіе (72) пе будетъ со* 

держать радіусовъ векторовъ. Если промежутки времени, отдѣляющіе наблюденія, вѳ 
велики и если при этомъ въ теченія времени, обнимающаго три наблюденія, свѣтило 
имѣло только небольшое геліоцентрическое движеніе, то площади секторовъ, описав* 

пшъ радіусомъ векторомъ, мало разнятся отъ площадей соотвѣтствующихъ треуголь* 

никовъ н в ела чипы г\ и V' близки къ единицѣ. Въ Жакомъ случаѣ можно считать 
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тіУ^І; “ = 1. Слѣдовательно выраженія Риф не будутъ тогда содержать не¬ 

извѣстныхъ и У'. Если промежутки времеиъ отдѣляющія наблюденія налы и не 
велико геліоцентрическое движеніе свѣтила» то /*, /У {'* таклсо налы и *огда коме¬ 

дий изъ трехъ косинусовъ соз/*, соз/У т?" можно считать равнымъ единицѣ. При 
всѣхъ этихъ допущеніяхъ, существующихъ совмѣстно, выраженія Риф имѣютъ 

форму (73). 
Принимая про вычисленіи планетной орбиты въ первомъ ирпблнжонін такія 

формы для Риф, мы посредствомъ двухъ, много трехъ приближеній достигнемъ 
внолиѣ удовлетворительнаго результата. Эксцентриситеты кометныхъ орбитъ всегда 
велики, геліоцситричсское движеніе зтпхъ свѣтплъ вблизи лоригелія, гдѣ оин но боль¬ 

шей части и наблюдаются, также весьма значительно, а потому въ случаѣ вычисленія 
копотной орбиты трудно пользоваться въ первомъ приближеніи тѣми формами, кото¬ 

рыя предлагаетъ К. Ф. Гауссъ, и тогда удобиѣс вычпелять велнчниу е по способу 
Гаспарнса, не вводя фуикцій Р и ф. Не останавливаясь пока на этомъ, прослѣдимъ 
дальнѣйшее развитіе Гауссова способа опредѣленія орбитъ по тремъ наблюденіямъ. 

Если въ первомъ приближеніи принята для фуикцій Риф извѣстная форма, 

то, зная промежутки времени, отдѣляющіе одно паблюденіе отъ другаго и по вводя 
болѣе никакихъ другихъ величинъ, мы легко вычислимъ функціи Р и ф, съ ними 
извѣстнымъ способомъ найдемъ уголъ з и наконецъ посредствомъ этого послѣдинго 
опредѣлимъ три радіуса вектора и три угла /*, и /*". Такимъ образомъ, за исклю¬ 

чаемъ отношеній ѵ]'ц У* будемъ имѣть въ иачалѣ второго приближенія всѣ вели¬ 

чины, необходимый для вычисленія фуикцій Риф но точнымъ формамъ (69) и (72). 

7. Н такъ теперь слѣдуетъ показать способъ вычисленія велнчшіъ т) и У'. 

Тротій конечный интегралъ уравпепій эллиптическаго движенія, какъ мы знаемъ, 

имѣетъ форму 

рр + Жо = Е{ — с. зіп Е' 

гдѣ подъ Е1 разумѣемъ эксцентрическую аномалію свѣтила, соотвѣтствующую времени 
V одного изъ наблюденій, подъ |л—среднее суточное движем іо, подъ «— эксцентриси¬ 

тетъ орбиты и подъ Л0—среднюю аномалію эпохи. Предположимъ, что V ость время 
второго наблюденія. Пусть і'1 будетъ время третьяго наблюденія и Е" соотвѣтствую¬ 

щая сну эксцентрическая аиомалія. Тогда для времени третьяго наблюденія будемъ 
имѣть 

Ѵі* + М% = Е"— с.зіи Е/1 

Вычитая это уравненіе изъ предыдущаго, найдемъ 

* (*" - О = Я» -Е»- 2е.8іп со.^Ь®1 
2 2 

Мы зваемъ, что пренебрегал массою планеты въ сравпепін съ массой Солпца,*можпо 
принять 



57 

Поэтому полагая к{і"—і') — Ѳ, представивъ предыдущее уравненіе въ видѣ 

Е" — Е' — 2с. «іи 
Е" Е' Е" + Е'' 

—ш 2 

1-2?'' 

і . 
(74) 

Умножимъ обѣ части этого уравненія иа]/л(1—с2} и замѣтивъ, что# —а(1— еа), 
иолучпмъ 

0|/р = а1 \/\ — сг\Е,/ — Ег— 2е. 8іа 
Е” Е* Е» 

— соз— 
-4- Ег 

(75) 

Бела назовемъ чревъ ѵ1 истинную аномалію свѣтила соотвѣтствующую в ром о ни вто- 

раго наблюденія, то во уравненіямъ (25) и (30) при сдѣланныхъ теперь означеніяхъ 
имѣемъ 

г' = а (1 — о. 008 Е') 

г'. сое ѵ1 = а. соз Е* — ае 

Складывая н вычитая эти уравненія, легко находимъ 

/ (1 4" с°8 ѵ*) = а (1 — е) (1 + соз Е‘) 

г' (1 — сое ѵ) = а (1 + (1 — 608 В1) 

откуда 

1/Ѵ' соз -^ = Ѵа і 11— с) соз ^ 

V*1' ЙШ ~ = Уа (1 + й) яіп 

Подобно этому для времени третьяго наблюденія имѣемъ 

* ѵи _ 
у г" соз -7г— = У а (1 — е) сов-^ 

« а 

у'г" 5ІП = ]/а (1 + с) 8ІП 

Комбинируя эти уравненія съ предыдущими, легко получимъ 

—* . В* —Я' . ^// — ^ _ 
у'ѴУ'.зіп—т-= а]/і — е8 эіп л 

ѵ" — ѵ' 
У'ѴУ'.соб—х 

с 
= а соз 

В* —В' 
ас соз 

В,9 + В$ 

2 

(70) 

Мы знаемъ уже, что разность исчинпыаъ аномалій равна разности аргументовъ ши¬ 

роты, слѣдовательно если означимъ какъ выше чрезъ ип я ѵ/ аргументы широты 
соотвѣтствующіе временамъ третьяго н втораго наблюденія и исключимъ при помощи 

Е*’ -1- В* 
послѣдняго уравненія величину е, соз-^- изъ уравненія (75), то получимъ 

2 

О /2Г=аУГ^7а[.Е''-.Г_ал (Е'г—Е)]^2аѴ^У^гш^^-ооа^^ 

3 
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„кося сюда вмѣсто а/і — е2 его величину взятую изъ перваго изъ уравненій (76), 

(77) О ѴЗ “ и2уТ=П?[Я" — Е' — віп (Е': — Е')} + гУ зін (в" - и') 

Такъ какъ по первому изъ уравненій (70) 

а ]/і — е2 = 

|ЛѴ'. 8І 
— и1 

В{‘ — Яг 
8Ш--- 

•ІО 

(1 — ег)]/\ — — 

Гул? • «* —«Т 
I )ЛѴ'. 811) - 

511Г 
Еп — Е 

Но р = а (1 — е2) слѣдовательно 

а* |/1 — с* = 

\/~п} * м" —ад'[й у гг". Віи —-— 

. „ (Еп — Д 
. ЗИГ 

2 

или 

аупг~? 

Назвавъ какъ прежде чрезъ '« удвоенную площадь треугольника, заключаю¬ 

щагося вожду радіусами векторами втораго и третьяго положенія свѣтила и хордой сое¬ 

диняющей эти положенія, вайдомъ 

^л> зіп (и“ — 

2^сов*-^ 
ЧЛЕ" — Л' 

^ . 8)1)** 1- 

гѴ". 8і п (и" — = п 

а потону если виесемъ предыдущее выраженіе а1]/і — о* въ уравиепіо (77), то по¬ 

лучимъ 

(78) 0/І 
- _ Ви — Е1 — 8іп (Е" — Е>) 

р»№‘ 
Е!‘ — ЕУ\ 

~2 ) 
2 }/г*г", С08 

+ « 

Означивъ чревъ 7^ хорду соодиипющую*.третье и второе положенія свѣтила, тогда 

7с2 = гл 4- — 2*Ѵ' сов (и". — и') 

Что легко представляется также пъ видѣ 

№ = (г' г")2 — 4г*г". С082 
2 
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Положимъ, что 

тогда будемъ имѣть 

к = (»•' 4- г") яіп ѵ 

(у' -}“ г") С08 у = 2|/гѴ" . С08 ( - 11 (78*) 

22а __ 
Внося ото въ уравненіе (78), положимъ для краткости --—-=д и найденъ 

- _ 2о — 2ѵ Г. 0 Ѵѵ = 
п 

р. зіи3 д 1(г' + ♦•") соз у. 

Что легко приводится къ виду 

п 
+ 

п х 2д — яіп 2д ^ 

от8 д [Ѳ Ѵр (г14" »■'') сов у\ 1 Ь\/\ 

Бели примемъ со гласно съ предыдущимъ 

^ = 4 
п 

то послѣднее уравненіе обращается въ 

і _ — 5ііі 2<у_0>__ I і 
8іпа 0 Т}3 (г -|- г)3 С093 у ' 7) 

(79) 

Этимъ уравненіямъ ни к должны пользоваться для опредѣленія г\; но такъ какъ 
въ него кронѣ пеизвѣстнаго ^ входитъ еще неизвѣстное ду то для рѣшоиія вопроса 
необходимо имѣть еще другое уравненіе между этими двумя неизвѣстными. 

Чтобы составить такое уравненіе завіѣтнвгь, что 

г1 = а — ас. соя **" = а — ае. сое Е" 

откуда • 

г1 4 г*1 = 2а — 2 ас. соя 
Е" + Е' 

2 
соз 
Е”— Е 

2 
(79*) 

„ Е"-4-Е' 
Исключай отсюда величину г.*.сое-^- посредствовіъ втораго изъ уравненій 

(76), найдемъ 

^ г" = 2а. 8іп2 д + 21/г’г”. соз д. соя — 
2 

Но оорвоо изъ уравненій (76) дастъ 

уЛУ'. 8І ЯШ 
вш д = 

аѴГ 
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поэтому 

2гИ,5Ю* (м 2 П) _ «*—»> 

г' + *■" - ——" + 2 |/гѴ'т 9 ■С08 ~Г~ 

2гѴ'. зііг 
г I *.'/ —- 

У' —«' 

4- 2 /г'г". 008 1 — 2 8ІП* *■' + *■"* 

2*Ѵ'. зііі* Г ^ ц 4 (гУ')2. зіпа 
. * (ин — ?Л ѵ Д(" — и 

2*Ѵ'.# . сов' 

^ о іЛ.ы/ ГУ" . С08 
ип — У 

Слѣдоватольно 
Т “I2 _г 

-і.,~-, 4- 2і4'Ѵ/ 1 — 2 8І0 
о гтт и"—У 1 г 
2 ѵѴг". соз—^— 

а 

« / Г/ \1 У'—У 
Чя) “■-"Г- 

Но иы видѣли, что 

2 |Л*Ѵ' С08-т-= (/-*]- Гг/) соя у 
а 

а потому 
Ой4 Г /Л \’ 

V + **> = ^Г+?)~тЦ + (г' + г"> І1 - 2 8ІП* (яII 008 Т 

2 (Г' + Г*) -іа» (У = ,а(,, + г„)с0Бу - 2 (Г' + О зін • (|) . еоз т 

откуда 

(8°) яП|і (д\=_&___\2/ 
Ѵ2/ 'Ц2(г' -\-г")!>. С058у соя у 

Это уравненіе вмѣстѣ еъ уравненіемъ (79) н должно слулсить для опредѣленія дпухъ 
пеиввѣстпнхъ величинъ д н Положимъ въ втихъ двухъ уравноніяхъ 

?д — зіп 2д ’ х — йп» (| 

_ ___0*___ 51114 (I 
т ~ (г' -|~ гГ. СОЗ3 у ’ ? соГу 
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Величины т и I въ каждомъ отдѣльномъ приближевіи должны считаться за величины 
извѣстныя. При такихъ означеніяхъ уравненія (79) и (80) принимаютъ видъ 

т , 1 
(82) 

Эти уравненія могутъ быть рѣшены только помощію рядовъ. 

Взявъ въ первомъ изъ уравненій (81) логариомъ обѣихъ частей и дифферен¬ 

цируя етотъ логариѳмъ, получимъ 

— = 3. соф д, Ад — 
У 

4.8ін2 д. йд 
2д — зін 2д 

пли обращая вниманіе па первое изъ уравненій (81) приводимъ это къ виду 

= 3у. со% д-—- 
Ад 3 ьу 8ш д 

Дифференцируя второе изъ. уравненій (81), находимъ 

(}і _ 3 
(Іх зіи д 

исключая посредствомъ этого йд ивъ предыдущаго уравненія, имѣемъ 

йу__6у, сое д— 8у* 

йх 8ІП г9 

Второе изъ уравненій (81) даетъ 

2х — 2 . эіпг ( 
,а 

1 — 2$ = сод д; 1 — х = С08а (тг 

слѣдовательно 

4 (1 — х) х — віп2 д 

поэтому 

Ад _ Ѣу (1 2ж) — V 
йх 2 (1 — х). х (83) 

Предположимъ, что интегралъ этого дифференціальнаго уравненія представляется ря¬ 

домъ вида 

(84) 

Чтобы подтвердить это предположеніе, опредѣлимъ числовыя величины кооффиціептовъ 
а, Р, 7 и т. д. 

Представимъ уравненіе (88) въ видѣ 

^ (2х — хг) = у (3 — вх — 4у) 
Ах 
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и внесемъ сюда вмѣсто у и ^ ихъ величины взятыя пзъ выраженія (84), тогда 

получимъ 

(а* — *“) № + 2у.ж + зг.ж2 4- 4е.ж8 4-.] = 
(а + Р-ж у. ж*+ 8. ж3 -4 • • • •) (3 — 6х— 4а — 40 .ж — 4у.жг — • . . .) 

или 

2р. ж -4 4 у .ж* -4 • я8 -4 •*4 4".. 

— 2р.ж® — 4у.ж8 — 68, ж4—. 

а (8 — 4а) + [Э (3 — 4а) ж + у (3 — 4а) ж* 4~ 5 (3 — 4а) ж3 4". 

- а (4р + 6) х - р (40 + 6) ж* — у (40 + 6) ж8 +. 

— 4ау,ж8 — 40у.ж3—. 

— 4а8.ж3 —. 

Сравнивая въ атомъ тождественномъ уравненіи коеффиціепты при одипавнхъ стопо- 

ішхъ х, находимъ 

а (3 — 4а) = О 

2Р = ЗР — 8ар — Са 

4у — 20 = Зу — 60 — 4ра — 8ау 
и т. д. 

Изъ этихъ уравненій легко находимъ 

8 „ 9 
а = 

4:’ 0 = 10 ’ 

9 
7 “ І75 і 

, 20 
8 = Ы и «. 

Слѣдовательно 

9 , 9 , , 20 . | 

* + Ш^+ 875 “ + 10 

Умноживъ обѣ части этого выраженія па получимъ 

Ю 5 . 2 , . 52 . . 

-Г!/ = в-*+353; + 1575 * + 

Пусть 

(85) « = 
52 

35 •' 1 1575 

тогда предыдущее равенство приметъ видъ 

10 5 . 
Т2/-е+® = 

Взявъ изъ этого уравненія ж" и внося его во второе изъ уравненій (82), получимъ 

й I б -,7 _ «Ь . Ю 

5 + 0 + ! = ? + Т!' 
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откуда 

Пусть 

тогда 

или 

* + *+* 1,10, 

ш ?\г' 9 т 

^ ~ 5 

ІП 

*-и+* 

1 ^1 < 10 V 
А" О »» 

Ъ.г\' 9 т 

у\2 — Ь 10 у 

Но первое изъ уравненій (82) представляется въ видѣ 

т 

У 
=^2(’і — і) 

♦и 
внося эту величину дроби — въ предыдущее уравненіе, получимъ 

9 , А.Ѵ 
Пр (і-Ц = ^г5 

откуда 

9 ^ (ч - і) — ^ Щ + ~ Ъ = Ъ 10 10 

(86) 

ИЛИ 

ѴСЧ-и-ІЧ + Н'Н (87) 

Этимъ кубичнымъ уравненіемъ в слѣдуетъ пользоваться для опредѣленія иско¬ 

маго т|. Но такъ какъ к заключаетъ въ себѣ неизвѣствую вѳличиву х въ зависит 
мости отъ то опредѣленіе искомаго отношенія площади сектора къ соотвѣтствую¬ 

щей площади треугольника можетъ быть выполнено только послѣдовательными при¬ 

ближеніями. 

Если наблюденія лежащія въ основаніи опредѣленія орбвты незначительно уда¬ 

лены одно отъ другаго и если между этими близкими пяблгодевіями геліоцентрическое 
движеніе свѣтила не велико, то д, т. е. полуразность эксцентрическихъ аномалій не 
велика и тогда х есть малая величина. Отвосительно ея € доллѵио считать за ве¬ 

личину втораго иорядка и въ нервомъ приближеніи вычисленія можно принять 
5 = 0, тогда А, какъ видео изъ ураввевія (86), опредѣлится по выраженію 

к = 
т 

§+■• 
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Имѣя 7і, найдемъ •>] или рѣшая кубическое уравненіе .(87), или жо прямо возмемъ 
величину І08*]а изъ особой таблицы составленной К, Ф. Гауссомъ и расположенной ио 
аргументу Ь. Какъ скоро ц2 найдено,' то итороо изъ уравненій (82) дастъ возмож¬ 

ность опредѣлить х\ съ ннмъ можно вычислить ^ или ио выраженію (85), или взять 
величину $ изъ особой таблицы расположенной но аргументу х, Такія таблицы вмѣстѣ 
съ таблицей для вычисленія **] помѣщены въ ТІюогіа шо(№ согрогши сосісзііши н 
въ нѣкоторыхъ другихъ трактатахъ теоретической астрономіи. Какъ скоро $ извѣстно, 
то болѣе точную величину А вычислимъ изъ уравпеоія (86), ст» этой величиной Ь 
повторимъ вычислено ч)* и $ въ томъ жо порядкѣ какъ въ первомъ приближеніи. 

Но болѣе двухъ приближопШ одвали кода, придется дѣлать для опредѣленія вели¬ 

чины г\. Понятно, что все сказанное о вычисленіи у относится также и къ вычисле¬ 

нію г( н ц”, Такимъ образомъ для вычисленіи величинъ ч], г\\ Уг мы имѣемъ слѣ¬ 

дующую систему уравненій 

о «ѵ 2 уѴУ'.соз/' /»по V * 
2 у'яГ!Г. С05 /■' -ПС .... 2 и >т\ С08 {'* 

= I 
г' -Ь г" 

Шо і 
г + г" 

іліо | 
Г 4- !•' 

Ьг Ог* О"2 
т 

— {г'Ц^УтЦ 
т‘ 

(Г_НЛ)^ С088уг 
т" 

"и- У)я."шѴ 

г 
(1) 

V 

• (і\ 8ІГ 

V9 

зіи* 
(У"\ 
\2/ 

008 у 005 У соз у1' 

А 
т 

и 
ѴЬ! 

Ь'1 
т"_ 

и 
гГѴ 

о 

(ѵ Ч'Чт,'- -Н^ЬіЧфл' ѵчѵ Г-1)=: 

т , 
а = -з — і 

. , VI1 
я' — -:й- — V Xй . №'[— 1" 

Г Ѵ)гі 
1 

Если промежутки времени, отдѣляющіе наблюденія, но велики н незначительно геліо¬ 

центрическое движеніе свѣтила, то у ость небольшая дуга и онредѣлояіо величины 
I и о приведеннымъ формамъ представляетъ тогда нѣкоторое неудобство; для избѣжаиія 
его Гауссъ даетъ другое выраженіе для вычисленія I. Но одному изъ предыдущихъ 
выраженій соя у имѣемъ 

2 8І114 = 
\2/ г -|- 

Внося это вмѣстѣ съ величиной сов у въ предыдущее выраженій 7, 
его къ виду 

21 = г' г"_і 
2. соэ (Уг'г" 

кт 

(89) 

2 00$ ( 

легко приводомъ 
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Этимъ уравненіемъ Гауссъ и предлагаетъ пользой,тся для ии’іиаіенія I. ГІодобишъ 
же образомъ для вычисленія V и V' имѣемъ 

8*' -I- 1 
Ѵ^ + Ѵ~?; 

2 ш /ѵ 
21" -[- 1 

>4+/? (39*) 

2 сое / 

8. Если для временъ трехъ и ян шд опій извѣстны рязс іояпія свѣтила отъ аоші 
н.ш Солнца, то нычіпѵкшіе а ментовъ орбитѣ не иродетрлистъ трудностей. 

Въ началѣ предыдущаго шірягрнфЯ мы пред ста шин зависимость между эксцен¬ 

трической и истинной ашшліш свѣтила въ видѣ 

= іуі -Г- 
- . Е 
с.т-2- 

у ѵ /“— Е 
— СОЗ —■• ~ у 1 — е. СОЗ — 
(К 2 2 

(90) 

Предположимъ, что ѵ и Е саотнѣшпуютъ времени нерваіо наблюденіи, а ѵ" д Е1 

относ л тс я къ третьему на блюд»' Им, тогда дли нт о с о послѣди я го имѣемъ 

/у ф гу /г_. . Е" 
У —3111 „ — VI "I- «.8Ш 

,/Ѵ ѵ" - Е" У ■■е0і-о- = Ѵ\—е.ш-ІГ 

(91) 

Положимъ какъ прежде 

ѵ — V 

2 * 

а 
я" —л .... 

Е: + р' 
ІІоішоиаііп. неркое ид уравненій (90) ня зіи торос ия соз-^ 

“2 2 
у_г/ 

И нроишдеиія сложимъ; питомъ умножилъ первое изъ уравненій (91) па зіи —75— 

Е —о' 
- второе на ш - - - и сложпв'ь опить произпел.опііі, ииіідсих 

,/Т (о Е'+А Е -РЧ-г/ , /-— Е Е'+д' У ш(-іГ--Л-^]=ѵ/і 4- «ю» т 8іи —р- -ь /1 - е.т-з-с08-р- 

ЛГѵ" іѵ" Е'—іА . . . ЕЕ . р—а' , ,- ЕЕ Е—д' 
У Г шК--к - = Ѵі 4 е.вш ѵ апЕ-\-У\~ е.т -„-соз —^ а \ 2 2 

Пусть с = зіп ф, тогда 

і ср ф - /^\ /»\ со • <0 Г <р ф Г 
\-\-е=\-\-2 8Ш • т^=8іаЙ1^+соз-,^+а.вір|- соа~ ш|+8Іц^ I 
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Слѣдопашш 

— С08 — 8іп| ; VI — С? = СОЯ — Ш ^ 

а потому предыдущія два уравненіи легко приводится къ ви;іу 

» <1 '1; '* 

-/іѵ+ѵі г/:-* 

Пусть 
* 

[/у = Ьш[аН?л-Ь.у 

тогда 

Г -Л Г Г СГ 
■а-пв а* 

Принимая это во вниманіе п вычти уравненіи (92) одно ап другая, получимъ 

(93) /** —Ц (I* /”* СІ* ф 
008 —Іап^ 2<[ — У -\,ѵ сов • ВІИ Г)\ъІІ[ 

Ъѵ — (Г 

уГІ , уГг1' _ 2 уггги 
' а ~ ' а сов 24 ' а2 

2 - • ' п 

Подобно предыдущему легко найдемъ 

-г 2 

а С08 2^ * а 

Имѣй ото пт, виду» помножимъ уравненіи (99) и (91): иорноо на -|-ш - і! •> 

. •Р'+г/ Р— а’ У'~і/ 
второе на — $щ.тротьо на — соя • и четвиртче иа -|- кт - • - •, 

ьі & и 

сложимъ первое и ре из веденіе со вторымъ, третье съ четвертымъ и наконецъ одну 
сумму оычтемъ пэъ другой. Послѣ всего-этого получимъ урашіепіе 

(94) 8Іп ----- * Зое 2<[>' — •%-, с08 • «іи г/. т? 0- 

Сдѣлавъ уноминутыи выше дѣйстшя послѣ умноженія урапіюшй (90) и (91) послѣ¬ 
довательно па 

+ С08 -- соя 
Г Н- у' 



67 

найдемъ уравненіе 

С05 
9 - (аіі(г 2Ц* = Ѵ~~рт зіо • 8іп д'. зіп (95) 

Пакоіщъ тотъ жо рядъ дѣйствій, произведенный послѣ умшмкснш уршеиій (90) н 
(91) соотвѣтственно на 

, Р} — д' . Р' — у *" + <}' . • Р’ + і)' 
+ сое —2“ ’ — зш —2 ; “ ш-2 1 + ш-2 

приводить къ уравненію 

ЗЩ — -у— 5СС 2^ = Ѵ~^ 2ІП ’й • 250 91' 008 —(96) 

Первой части полученныхъ четырехъ уравненій составлены изъ величинъ совершенно 
извѣстныхъ, а потону отъ дѣленія перваго уравненіи на второе н третьяго на че¬ 

твертое находимъ два выраженія, которыя служатъ для вычисленія 

. Р' — &* . Р1 + Ѳ! 
іац§    и іящ ^— 

и такъ какъ произведены 

4 

—- сов 2* * 8Ій <?' 
11 Ѵ~зіп | •8іи іі 

суть величины существенно положительныя, то но отимъ тангенсамъ будутъ вполнѣ 
опредѣлены дуги Р1 и 6?\ По нашему положенію 

г>г = Я* -(. ѵ=Р' — Е" =*$>+д) Е=а^ д> 

а потому нонъ скоро найдены &г и Р\ то но нимъ опредѣлятся эксцентрическая я 
истинная аномаліи, соотвѣтствующія временамъ двухъ крайапхъ наблюденій. Кромѣ 

]?>— <?' р*4-0-} 
того, .если извѣстны-^— н -——, то изъ уравненій (93), (94), (95) и (96) 

4а 

могутъ быть вычислены произведенія 

т/~ а2 <? У —77- С08 4 • 81 
' гг* 2 

вы д и 
т/ аг . <р . , 

о 
раздѣливъ одно изъ нихъ па другое, мы получимъ величину іап% посредствомъ ко¬ 

торой будетъ пайдспъ уголъ эксцентриситета <?, а слѣдовательно и самый эксксптрн- 

ситотъ с, ибо в=$іо ср. Такимъ образомъ вид на возможность опредѣленія одного 
нзъ элементовъ орбиты. Понятно также, что а на я 9, по величинѣ одного изъ преды¬ 

дущихъ произведеній, можно опредѣлить большую полуось орбиты а. Кромѣ того эта 



08 

величина а иожстт. быть найдена еще друг сап, нугап,. Мы зимъ, что сущсстпуот 

соотношеніе 

,_ѵѵ7 

^ 8І1І 2[' 

откуда 

(97) 
".кіи 2Г’ 
Ь' 

а 

всѣ величины вхпдшцін во вторую чисть «того урішіенін іпшѣетны. а потому іш> 

ліожпп рольамтиея )т вычислены ияраяотра і*. Мы ;шмг, что р ~ а (1 — г), 

слѣдовательно пп лнражонЫ 

по извѣстнымъ теперь ксличккш> р и с можетъ быть ничислопа большая полуось 

орбиты. Сошпо между г г. Гит пшчшгь «, ииидриньт. тѣмъклрупш, путемъ, даетъ 

возможность сулить и степени пѣрнпсти пичнемил. 

Какъ скоро а вычислено, то можетъ быть найденъ другой. алткп, орбиты, 

именно сроднее суточное лишеніе у, ибо 

к 
Р- = -у 

ла 

гдѣ Ь ость Гауссово постоянное число. • 

Для еііре дѣленіи долготы учла и кшокешч орбиты къ нішштішѣ обратимся 

кт. треугольнику ]У0‘ О (фиг. 3), При сдѣланныхъ выше очшччішіяхъ стороны н 

іфотппу нелегкий о кат углы кт. атом г тр оу голь пикѣ суть 

оои *= г{\ спг = ь (ѵп>:^ *" 
С"Л'С = С’; Л'(ГбТ = Ш" - „Г> гг* ^ 

Примѣняя кт> рѣшенію этого треугольна на уравненіи Гаусса, имѣемъ 

(98) 

8Ш / .Ш -— 
о 

■ , г п'и 4- 
ЗШ } . СОЙ- 

Сі 

т (*. я Іи 

т {’. соя 

. 90" — 70 

2 

ѣ” — -го 

.1 V I *•>> 

• а . * ■, * 2 

б' - ^'Г 
СОЙ * * нш 

ы ьЗ 

кіи * • м -1 "4 

« - а" 
‘ЯИ о • ‘•"Я м 

Всѣ нелкчшіи, входящія въ от уравненія, за исключеніемъ іѵ и аз вѣстиц, а 
потому такія уравлепіл могутъ служить для опредѣленіи тчмѣетшахъ іо я Найдя 
ш послѣднія, обратимся къ треугольнику САР {фиг. Н). Иг этомъ треугольникѣ 
уголъ при Р ость шшолоніе орбиты къ эклиптикѣ. (ЫшіиіТг дугу АР чрезъ 1і. 
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К ели назовемъ» к я къ прежде, чрезъ I г с л іо де итрп тесную долготу земли, со отв*Ь топу го¬ 

щу ю времени перваго наблюденія» а долготу узла опредѣляемой орбиты чрезъ й, то 
Ь — I — 0, Дуга ОѴ есть аргументъ шпроты птЬтш, Соотиѣтстиу вщШ времени нор- 

лаго наблюден, я, Оасачимъ, какъ прежде, этотъ аргументъ широты чрезъ тогда 
стороны трс у г иль пика О А Р будутъ: А С ~ А1)г — $ ; ОР = и ; АР = / — Ь ; 

этим!» втор»нямъ и рот и иу лежатъ углы ?, 180° — у а іо. Примѣняя къ рѣшенію та¬ 

кого треугольника уравненія Гаусса, получимъ 

і и Ч-л АЛ 1 __ і- 
- с; У + XV 

8ІП 
2 

* зін 
Т" 

— зіп 
2 

• зін 
2 

і п + 7* лл 7 _ т го 
ЙІП 

2 
. С08 

2 
— сов ... . 

2 
• зіи 

Т 
- — 

і п — к АЛ 
і 

т 4- 10 
008 

8 
• 8І0 

2 
— 5 (И 

2 
• С 08 

"2 

і и — 7* ЛЛ ' _ & * ^ т го 
СОЙ 

2 ' 
С 08 •*— 

2.’ : 
— С03 

2 
• С08 

1Г 

Танъ нагл» вторыя части этихъ уравненій совершенно извѣстны, то сами уравненія 

могутъ служить для о про дѣленія а, к в а. Если Л извѣстію, то будетъ извѣстна 

также и долгота узла орбиты, ибо Ь=1 — и. По и опредѣлится риздояніо пери¬ 

гелія отъ узла. ІИ самомъ дѣлѣ, если ойігачіімъ это римтніо чревъ <о, то «.;=*. 

гдѣ подъ ѵ разумѣемъ, какъ прежде, истинную а пол алію свѣтило., соотвѣтствующую 

ирежчш нерпаю наблюденія. Мы видѣли, что ѵ опредѣляется по { н І<\ п опредѣ¬ 

ляется изъ послѣднихъ ураіиіеіііГі, а потому с» — и — ѵ сдѣлается извѣстной иелп- 

.ч иной Такимъ образомъ ни дна возможность вычисленіи тѣхъ элементовъ, которыми 

опредѣляете л положеніи орбиты нъ щогтранствѣ. 

Остается показать возможность енред'ѣденія послѣдняго одемелта, именно средней 

ппомалш эпохи. Если извѣстны экдоктрпчееіцн аномаліи, соотвѣтствующія двумъ край¬ 

нимъ наблюденіямъ, тн среднія ашшалін Ж и Мч для тѣхъ же временъ опредѣлится 
оп извѣстныхъ ураішепій 

= _7?" — е.т'Е” 

Предположимъ, что за эпоху считается нѣкоторое время Т, Означимъ, какъ прежде, 

времена перваго и третьяго наблюденія чрмъ і ц тогда послѣдній ядомепп, т. о. 

Мо средняя аномалія эпохи можетъ быть выпи слепа но одному изъ урпвцепій 

Мо =М— -1 (і — Т); Же = М" — р {іч - Т) 

Согласій вол и чипъ Ж0, пай донныхъ но обоимъ этимъ выражопіпмъ, будетъ указывать 

на вѣрность всего вычисленія орбиты 

Если хот им Чг знать в родя прохожденія свѣтила черезъ перигелій п и ром я обра¬ 

щенія около Солнца, то но найденнымъ элементамъ орбиты не трудно опредѣлить то 

и другое. 

Означимъ чрезъ Т0 искомое время прохожденіи черезъ перигелій. Замѣтимъ, 

что въ перигеліи всѣ аномаліи обращаются въ нуль, а потому первое изъ предыду¬ 

щихъ уравненій даотъ 
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0 = Ж— р{і— Го) 

Если означимъ чрезъ “ вираженіюо въ суткахъ врш полнаго обращенія свѣтила 
около Солнца, то понятно, что 

_ 2х _ 800« 

Н* ~ Р* 

йы изложили здѣсь Гауссоіяь способъ опредѣленіи орбитъ шѵьтрехъ наблюденій 
въ той формѣ, пъ какой онъ данъ сашіиъ К. Ф. Гауссомъ нъ ого сопя неніи Тіюогіа 
тоілія согрогищ сосіовіішп. Хоти нъ настоящее иромн п сдѣланы въ атомъ способѣ 
нѣкоторый иобольшік измѣненія, нѣсколько укрощающій его примѣненіе іт практикѣ, 
однако сь увѣрсппостію можно сказать, что іш одинъ пои росъ прикладной матема¬ 
тики ко имѣетъ рѣшенія болѣе остри умнаго чѣмъ то, какое ирод дожилъ К. Ф. Гауссъ 
для опредѣленія изъ наблюден!(1 иостошпшхъ величинъ, ііиодоииыхъ интегрированіемъ 
уравненій эллиптическаго движенія. 

9. Вычисленій планетной орбиты но способу Гаусса’но и род ста пластъ никакихъ 
трудностей; число послѣдовательныхъ приближеній даже при значит ел ышъ промежут¬ 
кахъ времени, отдѣляющимъ одно наблюденіе отъ другаго, ни пвднко; принимай ото 
во вниманіе, мы для поясненія всей изложенной теоріи разсмотримъ наиболѣе трудный 
случай примѣненіи Гауссовой истоды—вычислимъ посредствомъ ноя яллшшічиекую ор¬ 
биту коаѳты. Найдемъ злшиты орбиты кометы Эн по по громъ паблюдспіішъ, произ¬ 
водит] ыиъ во время іюслѣдииго появленіи кометы нъ 1872 гиду. 

Въ основаніе шпншиія ми примемъ слѣдующія три положеніи кометы, наблш- 
даніиіиск нъ Москвѣ 0-го, 10-го и 28-іа Марта 1872 года*), 

сг. моек. вр. АЛ Г) осѣ 
1875 года, 0-то Марта . . . 7й 41>й 25*. 8, 0й 4 Г 1>ѵ.43, + 12м 22' <1'А\6 

16 „ ... 7 42 4.8, 1 0 45.27, 14 1 58 .2 
23 „ . . . 8 20 47.2, 1 20 3.49, |~ 15 30 15.2 

Въ дни наблюденій .видимыя наклоненія эклиптики къ окпатпру были 

23° 27 29", 01, 23° 27' 29.05, 23° 27' 29\00 

Посредствомъ этихъ данныхъ, пользуясь изоѣстшш уравненіями 

п. зііі # = 8іи <5; кіп (3 » п. ыи (Лг — е) 

п , 003 # = 8ІІ1 а. СОМ (5; 8111 X, соя Р п, соя (і\г — с) 

Ш X. С08 Р = сов <5. «08 а 

*) Си. Авіѵ. *Ми\ У* 2041, 
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обращает приведенимя скло копія и ирпаш п отхожденія иг широты и долготы и 

находимъ 

долготы ^ шиты ^ 
15“ ІО' ІГ . 10 8* •13‘ 52“ .80 

‘-‘0 іо і . .20 6 21 13 .23 

20 20 11 .01 5 Л 2 17 .77 

Интерполируя ил, КаиЦоаІ Лішиас дли ьтшоьъ ііабліол.і*ні(і видимыя долготы Солнца 
и лопѵриоліы ]>а*зстоппЫ земли отъ Солнца, имѣемъ 

долготы со л ши 1о$ Л 

348° 46' 12", 4 9.9971062 

355 43 52 . 1 9.9979828 

2 42 32 . 3 9.9988405 

Какъ положенія іінжѵш, такъ и положенія Солнца предстоитъ теперь исаибндігть отъ 
вліяніи аберраціи, прецессіи и нутація, а онлижопія кометы слѣдуетъ ощо освободить 
и отъ вліянія параллакса. 

Влитіе аберраціи представляется выраженіями (374) Т. 1. Примѣняя яти вы¬ 

раженіи къ ишишйік> поправокъ дли пиатженін кометы, ішоднмъ, что »ти поправки 
суть 

въ долготѣ иъ широтъ 

-|- 18 '. 35 — Г. 08 

4- 18 .64 —0 .96 

+ 18 .82 —0 .84 

Ноиршси отъ аберраціи долготъ Солнца прямо беремъ ігаъ КаиЦоаІ ііиштс и ви¬ 

димъ, что для дней [[аблиідопіГі 8Тіг поправки суть -{-20''. 58, + 20м. 56, +20^.50. 

Й такъ положенія колеты и Солнца, искраплоиішя отъ вліянія аберраціи, будутъ 

ДОЛГОТЫ & ШИРОТЫ ^ ДОЛГОТЫ ОиЛПЦА 

15° 41' 7\51 Н-0° 43г 51''.62 318° 45' 32". 08 

20 45 22.84 + 8 24 12.27 355 44 12,65 

26 23 29.86 4- 5 52 16.93 2 42 52.80 

Координаты кометы слѣдуетъ освободить ещо »тъ вліянія аберраціи свѣтилъ, .имѣю¬ 

щихъ со бет велите движеніе, по эти возможно будетъ сдѣлать но правилу Гаусса, из¬ 

ложенному въ а° 50, 1\ I, только тогда, когда будутъ приближенію извѣстны раз¬ 

стоянія кометы отъ цсыли. 

Теперь предстоитъ освободить предыдущія координаты отъ вліянія прецессія и 

Йутаціц, т. е. отнести ихъ къ средней |шппдейственной точкѣ произвольной эпохи. 

Мы отнесемъ ихъ къ сродней равноденствен пой точкѣ начала 1875 года. Чтобы осво¬ 

бодить координаты отъ прецессіи, щы должны пользоваться выраженіями (401) 'Г. I. 

По малости измѣненіи тс мы примемъ 
гі% 

СІІ 
О и будемъ считать поправку широты 

отъ прецессіи также раиною нулю. Поправка долготы представится въ видѣ 
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гдѣ штаг|іал, борсгси нт, шинокъ случаѣ оп шнііла гида до ітяаіатішішщі'о па¬ 

яема ииблюдонія. Таи какъ лаяпш считан, 

:= ВО1'. Э41С 

ТО 

У — X — бО''. 2411, х 

гдѣ подъ т раоувіѣемъ выраженный іп. долш, гида и|тап,псуч**>и‘!, в (мадии, нунлччшііЙ 
оп начала 1875 года до разтатрпгишагн иожиш- наблюдем. йііжя&атшімгн въ 
наііісагь случаѣ попраяки долготъ ап* нрдаъш будутъ *—О". !Л, 10'\ ІП и 
— Ц\15. Нутацій пи вліяетъ па шпроты, а ітѣііішін дидаѵві «п ягоіі іфнчіиш 
рлішо нутація рапношстаіп вйігтчііі съ обратнымъ школъ. Оту по-мгЦиюю воднику 
ложно прямо пзяп, изъ Капііаі Аішапас, гдѣ опа дана на стр 242 подъ рубрикой 
І^Міои о? ІЦршозда. И такъ нутація къ долготѣ дч» ранг■яігіт^ігла.і'піыхх трехъ «о- 

шіптовъ имѣетъ величины +бг\01> -[~5' 21, ~|-5,г. 42. ІлЛв строго нутацію цъ 
долготѣ слѣдовало бы вычислить ни второму пъ ныріпшій ((23) Т. I. И тж*. во- 
щтшш долготъ оп прецессіи я нутаціи суть — 4". -- 4408, --ГЛ 7н, а 
ненраалоишія отъ аберрація, «рсдсссіи к нутація долніты будутъ 

долготы <$* додічгш солнца 

15° 4г н'/.ав айв -иѵ -ал?г> 

20 .45 17.80 856 44 7.07 

213 28 24 . 18 2 42 47 . 07 

О ста степ освободить положеніи кішеш оп паралланщ, но гакъ какъ рпмтойіііи но** 

йоты оп земли иредяолаівктѵй аншп’іитшші, то, пеггищпъ координаты колеты иш- 

цѣненными, отпадъ яхт. по іп. центру поили, п кт, Іоспн Мин оЬодѵа!іонія. Для 
опредѣленія коордиппп этой тики індтппшъ но ирпкіииін'ь иплідатнш. въ и° 21, 

Т. 1 и при уголъ (іудонт. полишты-я вырііпіоліші (ИМ-*), (Н^) и (195-0. Прежде 
всего вычислимъ штрдяшии Ь а I н выражепіимъ 

зііі Ь = п . 9іи (ІУ — й); я. аіп -V — міи 

8Іп I. сое Ь — іг. со» (4Ѵ — е); и. со» АѴ - сон нін О 

008 I. С08 Ь — сов 9' . сон О 

Длц Мпсшшй обсерваторія = 65Й 84; 8<Г. Зпѣадпыя времена трехъ нпблюдо- 

ній сухъ 

О, = (У> 49м 21'= 102* 2(1'. 2 

02 = 7 17 80 = ЩІ 23.9 

&я = 8 80 ' 2 — 127 30,5 
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Посредствомъ этого для трехъ временъ наблюденій находимъ 

I 

98° 13'. 8 

102 56.2 

114 57.2 

Ъ 
32° 28'. 2 

32 59.2 

35 19.3 

Для вычисленія поправокъ долготы Солоца н разстоянія земли отъ Солнца во выра¬ 

женіямъ (195,) и (195,) мы должны опредѣлить р. и р. Подъ р разумѣемъ разстояніе 
мѣста наблюденія отъ центра земли, представленное въ единицахъ средняго разстоянія 
земли отъ Солнца. Принимая землю за сфору, можемъ считать р = тс. зіп 1", если 
подъ тс разумѣемъ экваторіальный горизонтальный параллаксъ Солнца. Считая тс = 9’', 

имѣемъ Ю6Р= 5.63981, а потому для временъ трехъ наблюденій находимъ 

I 
ІоЕіі. 6.29769 
Ь'— Ь + 11". 45 

В' — В +0.0001892; 

П 
6.32563 

+ 1Г'. 30 

+ 0.0002026; 

Ш 
6.38970 

+ 13”. 54 

+ 0.0002382 

Слѣдовательно долготы Солоца, видимыя изъ Іош (ісіиз п логариомы разстояній этой 
точки отъ центра Солнца для временъ трехъ наблюденій, будутъ 

348° 45' 40". 20 

355 44 18 . 97 

2 43 0 .61 

9.9972488 

9.9980712 

9.9989442 

Къ временамъ наблюденій слѣдовало бы продать промежутки времени употребляемые 
свѣтомъ для прохожденія отъ мѣста наблюденія до соотвѣтствующаго іосів іісічз, по 
въ нашемъ случаѣ это поправки вычпслбвііыя по выраженію (196) 'Г. I нс превы¬ 

шаютъ 0‘. 1, а потому ими мы пренебрегаемъ. 

Обращая часы, мввуты и секунды временъ наблюденій въ досятпчныя доля су¬ 

токъ и замѣняя долготы Солнца водимыя изъ Іосій йсіііз долготами этой точки ви¬ 

димыми нзъ цевтра Солнца, составляемъ слѣдующую таблицу данныхъ для вычисленія 
орбиты 

1 а # Р ^ 1 Ю&Л 

1875, Марта 9.320438 15° 41' 3".28 + 0° 43'5Г.62 168° 45' 40"-20 9.9972488 

„ „ 16.320889 20 45 17 .87 6 24 12 .27 175 44 1 8 .97 9.9980712 
я , 23.351934 26 23 24 .13, 5 52 16 .93, 182 43 0 .611 9.9989442 

Мы удорлшвасмъ здѣсь гЬ озоачеиія, которыя сдѣлало выше при изложеніи Гауссова 
способа опредѣленія орбитъ по тремъ наблюденіямъ. 

Имѣя все это, приступимъ къ вычпелонію орбвты коиеты Эпко. Прежде всего 
опредѣлимъ изъ уравненій (57) и (57*) значенія у н 8 для каждаго нзъ трехъ на¬ 

блюденій. Въ потомъ случаѣ 

Іое іап& р = 9.0719617; а — I = — 153° 4' 36". 92 

Іое ІапеР'= 9.0501020; а'— Ѵ=— 154 59 1.10 

І08 іапер"= 9.0121407; а"— Ѵ'=— 156 19 36 .48 

ю 
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т = 165° 23' 26". 86; § = 152° 181 33". 74 

у = 166 8 12.43; 6'= 154 13 41.90 

у'-= 105 38 4,24; §"= 154 39 1.09 

при помощи величинъ у, у', у" двъ урависпій (58), (58,) п (58*) находимъ 

6 = 1° 49' 42". 48 АЧ) = 70° 51' 26". 00 

а'= 3 29 29.154 А "В — 77 36 37.00 

»"= 1 47 30.64 АЛ'— 79 16 6.29 

А"Л' = 92 47 4 . 29 

АЛ"= 94 45 37 .27 

АЧ)"= 101 30 31 .81 

Обращаясь затѣмъ къ уравненіямъ (61) п (62) выводимъ изъ нихъ 

8 = — 0.0250892 — и = 154° 23' 42". 87 

108 2’= 9.2691150 ы = -0 10 0.97 

I = 358° 291 58". 73 

При попощи пайдешшъ теперь велнчипъ состашовъ 

ВВ! = АВ' — Ь = 286° 57' 32". 55 

В'Ч)*=А"В—Іи = 281 57 35.91 

= АЧ) — 84- о> = 27(5 27 43 .13 

а по виражеиіяпъ (41) имѣемъ 

І08 а = 0:0189203 Іо§ Ь = 0,0154212 

Длл повѣрки вичислоБіл произведеннаго до с и къ поръ, вставимъ найденныя воличшш 
въ повѣрнтсльпос уравненіе (05) и тогда иайдомъ 

^зіп 0" — V) = 0.1277105 

8І11 (I' 

В 
= 0.1217743 

5.8І11 (?" — ?) 8ІП (Ь‘ — и) 

К1, вій 8' 
= 0.2494850 

Суша двухъ первыхъ изъ этихъ величинъ бонъ третей разнится отъ нулл на двѣ 
единицы седьмаго досятичпаго знака, а оотеиу всо вичислсиіо произведенное до спхъ 
поръ, можеагь с‘штатъ вѣрнымъ. 

Продолжая вычисленіе, по выраженіямъ (03), находивъ 

1<в й = 9,3657579,; Іод с = 8.90631 Ю„ 

Кровѣ тоге первое изъ выраженій (45) даотъ 

108 с = 3,3255020,, 
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Если прпбавимъ къ этому, что второе изъ выраженій (49) п ему подобное для х" 

дастъ въ нашемъ случаѣ 

х = — 0.4827561; к" = — 0.4621697 

то будемъ имѣть всѣ велнчншл остающіяся постоянным» въ послѣдовательныхъ при¬ 

ближеніяхъ, дѣлаемыхъ при вычисленіи разстояній свѣтила отъ Солнца и земли. 
При дальнѣйшемъ вычисленіи вводятся функціи Р и & опредѣляемыя послѣдо- 

0" 
вательиыми приближеніями, въ иерводъ приближеніи мы принимаемъ Р— у, 0.0", 

гдѣ 0 м = ?с {V — Ь = к(іч — і1). Для нашего случая і* — і= 7.000451; 

іп — V = 7.031045, и такъ какъ мы уже видѣли, что Іо^ 7с = 8.2355814, то въ 
первомъ приближеніи принимаемъ 

1оеР= 9,9981062; 1ойФ = 8.1633088 

При помощи этихъ пшотпческихъ значеній Р н ф по ураашшіга (64) а второму пзъ 
уравпепій (45) имѣемъ 

с = — 12° 9' 13". 45; Іо; М = 0.8121361 

а слѣдовательно уравооніе (46) для первой гипотезы есть 

[0.8121361] зіи* г = $іп (* + 12° 19; 14". 42) 

гдѣ заключенный въ скобки коэффиціентъ при вік4* есть логариомъ. Рѣшая относи* 

тел ь но «это трапецепдептпоо уравпепіе, пах од имъ, что ему удовлетворяютъ слѣдую¬ 

щіе четыре корпя 

« = 35° 33' 11". 50 

«=154 11 0 .25 

«=166 36 36 .48 

«= 348 18 23 .80 

Второй пзъ этпхъ корней долженъ быть отвергнутъ какъ весьма близкій къ 5', 

третій дастъ отрицательную величину для Д\ а четвертый—для г', поэтому оба опп 
по соотвѣтствуютъ вопросу. И такъ остается одииъ первый корень, который и дол¬ 

женъ быть Припять при вычисленіи орбиты.* При помощи этого корпя иайдемъ два 
другія радіуса вектора кометы. Прежде всего по вы раже піямъ (53) о (55) паходпыъ 

Іо = 9.7534049,,; Іо %р" = 9.3407248,, 

Теперь имѣемъ все необходимое для рѣшенія уравненій (50), (51) и (54), которыя 
даютъ 

г =* 319° 9’ 22". 14; 6" = 338* 54' 26". 27 

Юг г = 9.9378274 Юг г" = 9.7905696 

При помощи $ и изъ уравпепія (66) пли пзъ уравпепій (98) паходимъ 

= 9° 54' 45". 30 
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Уравненія же (67) даютъ 

2/— 11° 36г 53Г;. 00; 2{и = 8° 12' 37" 50 

такъ какъ 

2/'+2/ч' = 2/'' 

л въ пашенъ случаѣ это уравпепіо удовлетворяется съ точностію 0". 04, то заклю¬ 
чаемъ, что вычислеоіо до шъ поръ іцюхіаведепо вѣрно. 

Чтобы имѣть все оообходпмое для опредѣленія болѣо точпыхъ значеній фупкцій 
р и <2 оо формамъ (09) и (72), остается вычислить волпчшш отиошсиій ч) и і)" и 
иайтн исправлсноыя отъ аберраціи величины 0 и 0". Мы зпасмъ, что для исправле¬ 
нія положенія свѣтила, имѣющаго собственнее движеніе, отъ а бе рр ап іи по правилу 
Гаусса достаточно изъ временъ наблюденій вычесть тѣ промежутки времени, которые 
употроблястъ свѣтъ для прохожденія отъ свѣтила къ землѣ; поэтому необходимо знать 
разстоянія свѣтила отъ земли для каждаго изъ трохъ па блюде пШ. Выраясонія (56) 
даютъ для этого 

)08 Д = 0.2076953; Іод Д' = 0.1707277 ; Іод Д" = 0.1364853 

Для прохожденія средняго разстоянія земли отъ Солнца сэѣтъ употребляетъ 493 се¬ 
кунды или 0.005706 долей сутокъ, поэтому поправки временъ паблюдеііій будутъ 

0.009205; 0.008571; 0.007813 

а исправленныя времена 

і= 9.311233; Ь1 = 16 312318; —23.344121 

Слѣдовательно логорномы исправлспоыхъ величинъ О п О" суть 

108 0 = 9.0826481; ]ов О" = 9.0807468 

Этими велнчппами, ос измѣняя ихъ болѣе, мы будемъ пользоваться орп дальнѣйшемъ 
вычпелеоіи, 

Перейдемъ топорь къ- вычислсиію отношеній у и Для этого обратимся къ 
системамъ уравосиій (88), по которымъ находимъ 

І08 иг = 7.77Й3138; Юг т" — 7.5472717 
I = 0.0047803; . Г = 0.002735(1 

Принимая $=0, яри помощи этихъ величинъ имѣемъ 

П = 0.0071123,7г" = 0.0042172 

По этимъ величинамъ каиъ аргументамъ ват. таблицы данной В, Ф. Гауссомъ имѣемъ 

Юг я)2 = 0.0007789; Юг т)"* = 0.0040398 

а слѣдовательно но второму изъ уравненій (82) п ему подобному для х" шгЬоиъ 

* = 0.0010881; х" = 0.0007594 
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Ёт съ этими величинами какъ аргументами обратимся къ Гауссовымъ таблицамъ для 
опредѣленія § и то найдемъ, что обѣ эта величины для нашего случая равны 
нулю. Слѣдовательно въ этомъ приблилеепіп вела чаны к и 7і", ч] и і)" дальнѣйшимъ 
измѣненіямъ но яодлолсатъ. 

Теперь мы имѣемъ все для составленія болѣе точныхъ зпачевій функцій Рпф. 

Вычисляя ихъ по формамъ (69) и (72), имѣемъ 

Іо? Р = 9.9994682 ; .Іо* Я = 3,1831279 

Эти величины должны быть приняты въ основаніе втораго приближенія или второй 

гипотезы. 

ВО 2-Й ГИПОТЕЗ® ВЪ 3-Й ГИПОТЕЗ® въ 4-й гипотез® 

І08 Р 9.6994682 9.9994193 9.9994186 

Іоі Я 8.1831279 8.1832955 8.1833024 
й — 12° 7' 25". 05 — 12® 7' 28". 96 — 12» 7' 29". 01 

Іое М 0.8308941 0.8311000 0.8311074 
г 35° 1' 30". 44 35» 1' 10". 76 35° 1' 10". 04 

1о*і> 9.7632844, ' 9,7633564,, 9.7433597,, 
Іое р" 9.3643987, 9.3646127,, 9.3646198,, 

к 318° 40' 55". 87 318° 40' 43". 46 1 318» 40' 42". 90 

іое ’• 9.9435857 і 9.9430280 1 9.9430299 

к" 338° 16' 26". 97 338° 15' 59". 17 1 1 338° 15' 58". 22 

іое/>м 9.7960024 9.7960693 ! , 9.7960716 

2 г 19° 40' 9". 63 19° 39' 54". 40 19° 39' 54". 02 

2 г 11 30 41 .99 11 30 34 .03 11 30 33 .82 
2(" 8 9 27 .53 8 9 20 .81 8 9 20 ,14 

І08Ч 0.0032628 0.0032614 0.0032613 

іое V' 0.0019422 0.0019416 0.0019415 

Если би на основаніи величинъ, найденныхъ въ четвертой гипотезѣ вычислили функція 
Р и Яі то нашли бы 

Іо? Р = 9.9994186; Іо? ф =* 8.1833026 

ихъ слѣдуетъ считать тождественным а съ в ел п чинами лежащими въ о со о ваши че¬ 

твертой гипотезы. Поэтому съ помощію пайденпыхъ нелачииъ радіусовъ векторовъ я 
разностей истинныхъ авомалій, можемъ приступить къ вычисленію элементовъ орбиты. 

Элементы наиболѣе удобно могутъ быть вычислеиы по радіусамъ векторамъ, со¬ 

отвѣтствующимъ двумъ крайнимъ положеніямъ. Имѣя это въ виду, прежде всего вы¬ 

числимъ отношеніе олощади сектора, заключающагося между упомянутыми сейчасъ 
радіусами векторами, къ площади соотвѣтствующаго треугольника. Для этого по второй 
системѣ уравненій (88) находимъ 

Іо? т9 = 8.2720945; V = 0.02206142; Іо? у4 = 0.0205023 

Эта величина /*' вычислена въ предположеніи § = 0; опредѣляя х* но У имѣемъ 
ж' = 0.00305512, слѣдовательно 4' — 0.00000052; а потому болѣе точпая вело- 
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чикл V есть 0.02200121. При помощи этой величины находимъ тоже значеніе і)1 

какъ прежде, т. о, \о^г(г = 0.0205023 и 

1о§ я'— 7,4848798 . 

Такъ какъ 

= 8ІП‘ (|) 

ТО 

д' == 0° 20' 9". 53 

Кромѣ того по выраженій 

— = Іапе (45° + 41) 

ПИ'ЬСИЪ 

4 = — 2е .25' 49". 09 

Посредствомъ величинъ ф, у! и /■' изъ уравненій (93), (94), (95) и (96) находилъ 

р‘ = 258» 59' 23". 10; О1 = 320° 37’ 41". 34 

у= 57 30 2.72; 1о§ а — 0.3304385 

посредствомъ а вычислимъ р. изъ выраженія 

Ь 

/ 
Но чтобы получить р. оъ секундахъ, а не вт> линейной мѣрѣ, мы раздѣлимъ ошчіщу 
найденную по этой формѣ па зіп 1" и тогда будокъ имѣть 

Іо* р. = 3.0543488; 1133". 31 

Посредствомъ Р' п в’ находилъ 

ѵ = 249° 9' 20". 09; В = 314° 17' 31". 81 

ѵ"= 208 49 20.11; Д"= 326 57 50.87 

Обращаясь къ уравненіямъ (98) илгііемъ изъ пихъ 

«о= 183° 50/ 32". 80; к" — 180° 51' 46". 24 

съ этими величинами изъ уравпсиШ (99) ци-йомъ 

« = 73° 45' 58". 13; П = 194" 46' 45". 21 

і = 13» 4' 11". 08 

а такъ какъ б ==: I — /и о —~ ^ ^ ^0 

б = 333° 58' 54". 99; «о = 184» 30' 32". 04 
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Такимъ образомъ найдены всѣ элементы за исключеніемъ средней аыошалін эпохи. Для 
вычисленія этой послѣдней, иошія что с = шу, изъ уравненій 

М= Е—е. зіи Е\ М" = Е" — е. зіа Е" 

иаходпнъ 

М = 348° 55' П'\ 03; М" = 353° 20' 14". 78 

Вудовъ за эпоху считать 1-е Марта 1875 года 0А средняго Московскаго вреиеии, 

тогда въ выражопіяхъ 

М0 = М—^{Ь— Т) = Ж" — |л (*" — Т) 

примемъ Т= 1.0 п найдемъ 

М0= 346° 18г 11" 77 

Мо= 346 18 11 .06 

Такое согласіе двухъ опредѣлена величины Ж0 можно считать при вычисленіи ор¬ 

биты эиачитсльиаго эксцеитриситета удовлетворительнымъ и все вычисленіе системы 
эллиптическихъ элементовъ достаточно вѣрнымъ. 

И такъ но тремъ Московскимъ наблюденіямъ мы нашли слѣдующую систему эле¬ 

ментовъ орбиты Уиковой кометы 

1875, парта 1.0 ср. моеіе. иг. 

М0 = 340* 18' 11". 87 

Ѳ = 833 58 54 . 00 

ю = 184 36 32 . 04 среднія раьпод. 1875. О 
і = 13 4 11 . 68 

9= 57 36 2 .72 ] 

1ое^= 3.0543488 

Вычисленіе орбиты малой планеты но наблюденіямъ, отдѣленнымъ гораздо бо¬ 

лѣе значительными промежутками времени чѣмъ тѣ, которые имѣютъ мѣсто въ раз¬ 

ом атриви ем омъ случаѣ, пе требуетъ болѣе трехъ гипотезъ; въ приведенномъ же здѣсь 
шчпелоши орбиты ковіеты Эішо число пшотезъ достигло четырехъ. Такое осложненіе 
работы объусловливается значительною величиною эксцентриситета орбиты. 



ш. 
Нѣкоторыя видоизмѣненія способа, предложеннаго К, Ф. Гауссомъ для 

опредѣленія орбитъ по тремъ наблюденіямъ. 

10. Мы видѣли, что существенную часть вопроса объ опредѣленіи орбитъ 
К. Ф. Гауссъ рѣшаетъ послѣдовательными приближеніями. Въ первомъ приближеніи 

на основаніи извѣстныхъ допущеній онъ дастъ функціямъ Р и <3 форму Р=-д~; 

<2 » М'\ 

Если эксцентриситетъ опредѣляемой орбиты не великъ, если промежутки вре¬ 

мени, отдѣляющіе одно наблюденіе отъ другаго незначительны и при всемъ этомъ ге¬ 

ліоцентрическое движеніе свѣтила въ періодъ времени, обппііающій разсматриваемыя 
наблюденія, мало, то упомянутыя допущенія довольно близки къ истинѣ и число при¬ 

ближеній иеобходимое для точнаго рѣшенія вопроса будетъ не велико. Если же хотя 
одно азъ указанныхъ услопій не выполняется въ данномъ случаѣ, то вычисленіе раз¬ 

стояній свѣтила отъ Солнца по способу, предложенному В. Ф. Гауссомъ, можетъ сдѣ¬ 

латься очень продолжительнымъ, Для устраненія этого неудобства Неаполитаоскій 
астроооиъ Ао. Гас пар и съ иредлагаетъ пользоваться въ первомъ орпблиікоцін уравне¬ 

ніемъ (42), не пводя въ него функцій Рифі а опредѣляя отноиіепія —, н —точно 
ап 

до члеповъ третьяго порядка включительно. 

Прежде чѣиъ будемъ подробно говорить объ этомъ измѣненіи Гауссовой методы 
предложенной Гаспарисомъ, покажемъ пѣкоторыя упрощенія, возмолшыя въ вычисленіи 
косффпціеп тонъ освовпаго уравненія (42). Вычислоиіс косффапіентовъ а и Ь Гауссъ 
приводитъ къ вычисленію положенія и частей большихъ круговъ, проведеиоыхъ черезъ 
гсоцсотричсснія мѣста разсматриваемаго свѣтила и соотвѣтствующія нкъ голіоцонтри- 
чсскія положенія земли. 

Вычисленіе этихъ косффиціеитовъ а п Ь значительно упростится, если сдѣлаемъ 
ихъ зависимыми отъ долготы К узла большаго круга проаодеппаго чорозъ два край¬ 

нія гооцсотричоскія мѣста свѣтила и отъ паклопсиія ^ этого большаго круга къ 
эклиптикѣ. 

Для преобразованія косффиціепта а обратимся къ треугольникамъ АМН и 
Ли&Л (фиг. 3), Назовемъ уголъ ЛЛМ и равный ему уголъ Л'ЛЛи чрезъ х; 
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пусть уголъ В} В" В = у. Въ треугольникѣ ЛИВ стороны ЛВ — Ь и 
АМ=1— К> гдѣ § и і имѣютъ тъжс зпачеиіл какъ выше; уголъ АМВ = ^. 
Изъ этого треугольника имѣемъ 

зіп 5__ зіп ^ 
ЗІП (/. — К) 5)]| X 

Изъ троуголышка ВТ)'В" подобпшгь же образокъ иіиоднмъ 

зіп В"В' __ зіп х 
зіп ВВ' “ зіп ч> 

Порок и оживъ эти уравненіи, получимъ 

8ІЦ §, зіц В’’В}_зіп 3 
зіп ВВзіп (I — К) зіп <р 

Замѣтивъ, что въ трсугольпикѣ В‘'Л"М(фиг. 3) сторона Л"В"=Ь" и АиМ=Ѵ‘—К, 

а уголъ ЛІІВ'1М= 180° — <р, слѣдовательпо изъ этого треугольника имѣемъ 

зіп <р _зіп {У1 — К) 
зіп 3 зіп &г' 

(100) 

Внося величину зіп у взятую изъ этого выраженія въ иредидущео, нолучимъ 

зіп 6 ,зіп В"В' __ зіп (3 — К) 
8ігГб\ зіп ВВГ ~ зіп (Г — К) 

а слѣдовательно первое изъ выражспШ (41) приводится къ виду 

В зіп (I — К) 
а~Вт’ зіп {1" — Щ (101) 

Для преобразованія иосффиціента Ь обратимся къ треугольникамъ Л’В+М и 
В±І)В‘!. Пусть уголъ Л'В*М=: В"В*В = у. Изъ этихъ треугольниковъ имѣемъ 

зіп В*В __ зіп у в зіп {V — К) _ зіп у 
зіп В"В зіп у ' 8І)1 (5' — о) зіц ^ 

ІЬремиоживъ эти уравненія и исключивъ изъ произведенія зіп<? посредствомъ урав¬ 

ненія (100), найдемъ 

зіп В'В __зіп (I — К) 
зіп 6". зіп В*В ~~ зіп (5' — «) зіп (V — К) 

а потому второе изъ выраженій (41) приводится къ виду 

— Дг> зіп 5'. зіп (У — К) 
Л‘\ зіп (&г —- ь>) зіп (Іч — К) 

(102) 

Что касается до угла о, то онъ опредѣляется совокупностію уравпешй (01) и 
(02), одпако вычисленіе его значительно упростится, .если приведемъ вырпжеиіо 

и 
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(3‘ — и) въ зависимость отъ «Г а X Преобразуемъ въ атомъ смыслѣ выраже¬ 

ніе (60). 
Ивъ треугольниковъ Вп<іиМ и ЗцМ имѣемъ 

(ЮЗ) 
Іапв 1* = зіп (а — К) Сан8 ^ 

іаи? Р''= $іп (а"— К) Іаив ^ 

гдѣ а, [3, а", (3" имѣютъ тѣ же значенія какъ прежде. Вели внесемъ эти величины 
тангенсовъ въ числителя выраженія (60), то приведемъ эту сумму къ виду 

[зіп (а — К) зіп (а" — 1)+ йіп (а — V) $іп (а" — К)] іао? 3 

Что можно представить также въ формѣ 

I [ем [(«" - «) - (V - Щ] ~ 008 [(сс" — «И- ({' - Л)]] 3 

или въ формѣ 

$іо (а;; — а) $іо (}' — К) Мд ^ 

Точно такимъ же образомъ множитель при сод у1 въ знаменателѣ выраженія (60) 

легко приводится къ виду 

$іи (аг; — а) сов {V — К) капе ^ 

а потому уравненіе (60) обращается въ 

Іап$ (&' — о) = 
_зід (У — К) кап§ ^_ 

$іп у' — со$ у'. со$ {V — К), ^ 

Положимъ здѣсь 

(104) Іапд го = ^ соз (V — К) 

тогда 

(105) капд (&' — о>) = 
8іи (?' — К], соз го Л айв ^ 

зіп (у' — ѵ>) 

Это выражоніе вмѣстѣ съ лрѳдыдущвмъ и должно служить для вычисленія ы. По¬ 

нятно, что втямъ путемъ уголъ &> опредѣлится гораздо удобнѣе нежели по уравне¬ 
ніямъ (61) и (62), 

Остается показать способъ вычисленія величинъ отъ которыкъ зависитъ 
теперь вычисленіе коеффидіептсвъ осповпаго уравненія,(42). Для всякаго произволь¬ 

наго угла ф выраженія (103) можно представить въ видѣ 

р — [зіп (а — ф) сое (ф — К) -{- зіп (ф — К) соз (а — ф)] Іапд; ^ 

Шпе Р;'= [зіп (а"— ф) со8 (ф К) + зіп (ф — К) соз (а"— ф)] Ьапв ] 

Исключая изъ зтихъ двухъ уравненій сначала со$ (Ф — К\ а потомъ віа (ф — К\ 
легко находимъ 

іане Р * зіп (а"— ф) — ідие (К $іп (а — ф) = зіп (Ф — К) 8іп (а"— а) кап 

1»п? $''• соз (а — ф) — кап? р . соз (я"— Ф) = соз (Ф — К) 8іп (а"— а) кап? 3 
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{Гакъ какъ Ф ость совершение произвольная шнчнпа, то положимъ 

а" + а 
^ 2 

тогда 

„ л_о. — л в а_^ _ а — а 
а" — ф = 

2 ’ ‘ 2 

Слѣдовательно два предыдущія уравненія приводятся къ виду 

іаие [3 . віп а 2 а “ ^апе 8‘п а 2 а = 5*11 ~ 8ІП (аГ;“*) Іап8 ^ 

Цп$ р". соа а 0 *-1ап$ 3 . соз а 0 а — соз 
А 6 

откуда легко находимъ 

зіп — іг] ітщ <7 = — 

— я] 8іи («,! — а) іапд ^ 

з'ш (Р + Р11) 

2 . т р . С08 Р". С08 

соз 

(Юб) 

2 . сое Р .сое р ,зін 
4 

Этими уравненіями и слѣдуетъ пользоваться для опредѣленія угловъ <7 а Ж 

11. Разсмотрны ъ теперь преобразованіе предложенное Гаспар псомъ. Найденъ 

прежде всего выраженія отношеній \ и Назовемъ ярезъ х и у липейпыя ко- 
"ІЬ 1% 

ординаты свѣтила отпосительпо осей проведенныхъ чрезъ центръ Солица въ плоскости 
орбиты. Подобиыа же координаты для вреаеив втораго н третьяго паблюдеиія пусть 
будутъ х\ у'\ х'\ у“. Такъ какъ коордппаты вообще суть функціи вромови, то по¬ 

ложимъ 

допустимъ, что съ изыѣпсиіемъ Ь ва Л* эти координаты измѣняются наДя'пДу', тогда 

* + Ѵ = /Ч*' + Д0===*'+*-Д*+дГ-т4-. 

+ = + + +. 

Попятно, что при М = — (і' — 2) сумма х* + Дя' обращается въ х> а црп 
Ді = (іи — *') тажо сумма обращается въ а". Мы предполагаемъ, что суть 
времена трехъ наблюденій. Пусть кромѣ того какъ ирежде 

*(*' — *) = 0"; Ъ{іи — 0=0' 
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тогда 

(107) 

0" 
+ 

ЙѴ 0Г.2 ЙѴ 0;,з } 
йі ' к йі* ’ 2А* йі3' 2.3. 48 + 

йя} Ь 
+ 

йѵ Ь2 . ЙѴ СЗ 
+ йі Т йі8 2А* ■" йіа 2.3. 

0" 
х. йу _ Ь"* йу 0"э 

1 

йі к йіг 242 л8 ■ 2.3. 4» 

йу‘ 0 
і йгу' О2 сіу Ѳэ _1_ 

йі ' Т + й-е 24* 1 йі3 2.3. 4» 

Если ироиобрегаемъ кассою планеты въ сравиоши съ кассой Солпца, то, какъ мы 
знаемъ, урасіюиія двшшія свѣтила пъ плоскости его орбиты будутъ имѣть видъ 

йѴ 
йі2 

АѴ ^ 
-гЯ" У 

Й>' 

(ІІ2 
*у 

.1$ 

откуда 
1 ЙѴ 3*' 1 Й#' 

к2 гч ’ ЙІ у'8 ‘ іЧ 

1 <*У 8»' Йг' 1 йу' 
К8 ' Йі8' г'< • ЙІ у'З ЙІ 

Внося эти величины въ предыдущія выраженія (107) и ограничиваясь шиамн со¬ 

держащими третью стѳпеиь величинъ О ц Ь!\ получимъ 

В1'2 0"* Йгг ГВ" 0МЗ ' <Іх' 
2^8 — 2А.г'« ЙІ_ 14 6А,Л ЙІ 

О"2 0 м . ГВ" Ѳ,;3 1 
<к! 

2г’» _ 2А.г‘4 Ь в*. (Ч 

О2 0я % йг І 
+ 1 

ГО 0» 1 і Их* 
2,.'з ■+■ 2АУ* ЙІ ] 1.4 64.7*] 1 ЙІ 

УзТ 
О3 ЙГГ 

+ 
га О8 1 йу‘ 

2%. »*'* ЙІ 1 1 к 64. ^ йі 

Положимъ здѣсь для краткости 

6 "* &"3 йг' 
I? 

<)" г 
:1~2?з 24. г'* йі : 

• 1 

Ѳ2 О3 &•' 0 г 
1 1 Й-'8 24. г'4' "Л 5 

В 
^ТІ1 “ 

= Ах' — 5 — ■ 
ЙІ ’ 

ж" = А'. 2? + I?'. 
йз/ 
йі 

*Ь
> 

Н _в 
Йі ’ 

= Л'. у' + В'. 
й/ 
йі 

тогда 
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Вели озиачпиъ какъ прежде чрезъ я, я', п" удвоенныя площади треугольниковъ оо- 

ьтавлеииыхъ изъ радіусовъ векторовъ и хордъ, то легко видѣть, что *) 

(108) я = у"з/ — х"у' і я' = у"х — х"у; я" = у’х — х!у 

Виося въ эти выраженія предыдущія фориы координатъ, легко получивъ 

'■-[‘,%-*Шав'+а'в\ 

Но замѣтивъ, что 0-^-0" =5 0' и ограничиваясь тротьими столонями 
О', 0Г', легко видѣть, что 

АБ'-\-А'Б = ~ 
К 

0/а 

Ш?1 

вслачииъ Ѳ, 

И такъ 

п' 
в" 

Т 

и' = 
V 

И 

п — 

сс'^-ѵ' Х йі У 
йх' 
<и. 

і — 
0"2\ 

&•) 

,йу' 
Х1І~У Ііі. -) СИ»/ 

6* 

(У* 

Чрезъ дѣленіе одного изъ этикъ выраженій иа другое иаходииъ 

«" ъ» пу * — Ѳ"21 п в Г О г'* — еі1 “ 

У ~ “О7 [б»*'3 — Ь,г] ; п7 ^ б7 |_(Уа — Ъ’\ 
(т 

Но ограничиваясь воличипами третьяго порядка относительно 6, У, 0", можемъ ирод- 

ставить эти отношенія въ видѣ 

пГ “ 0' I1 б г'8 + 6 г'А ; п' “ б' I1 б/1 Т 6г/а] 

*) Пусть 5 ({иг. 5) будотъ начало коордпватъ, пусть 8х и 8у будутъ прямоугольныя оси 
координатъ провсдоішыя въ плоскости орбиты, пусть оагсслеці въ р а будутъ тгервос и второе 

ноложоиіс планеты въ орблтіі. Изъ чертежа ввдио, что площадь треугольника ’8рр* можно пред* 

ставить суммою площадей треугольника 8ра п четыреугольннка аЪ]>с бозъ суммы площадей треу¬ 

гольниковъ -р*8Ь в р'рс. Слѣдовательно 

откуда 

тг — тг 4- {у + Ь' — у) (* — 

н" а я*/' — х'у 

подобнымъ же образомъ найдутся выраженія для п и п\ 
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ню 

и" О" Г, , (0'-0")(в' + е/01. • *_8Гц_ 
1? = VI1 +-6И3 \ ’ «'" 0' I ^ 

(Ѳ' —6) (8 + Ѳ'У 
<5г'3 ~ 

или наконецъ 

»" 8" [\ , 0(Ѳ"-ЬО')І 
(ПО) н,_-в, [і+ б^а ]; 

Ивъ выраженія (69) мы водивъ, что 

ІЬ+Ч^1) 

п".... 6^.^ 

п Ѳ.т)" 

подобно этом; 

п" 0". у{ 

пг~Ь'. V'5 

Удерживая Гауссовы означенія, положимъ 

«__8 ■ ч/ 

(Ш) 
Ч'_і . У . 

ч" 1 ^ г'3 

Сравнивая это съ выраженіями (109), видимъ, что ограничиваясь величинами третьяго 

порядка относительно Ѳ, 0' и 8", можно принять 

(112) Г = і-(8 + 8'); Г' = ^(б" + 0') 

И такъ осиовпоо уравненіе (42) при найденной теперь формѣ коеффитрптовъ и от* 

п те' 
пошоній и иожотъ быть представлено въ видѣ 

В Зій(1—К) Ѳ[\ , Г] Д'.яіпУ. т(1' — К) 8Іп(г-й) , 0'Т, , Г"]_л 
В" 8ІП (V—К) ‘ 8'Г _1“г’3] В". 8іп(г"-Ж) 8іп(&'.-о) 8Іп е Г1" г'8] 

или 

Д-ЗІи (1~К) 8Іп (&'-іо) Ѳ 
В'. 8ІП (V - К) 8ІП 

Пусть 

(ПЗ) 

'-*>)ѳг, , Л , В^.тіѴ'-ЮзійіЬ'-^П, , У"1 8іл( 

Іп&'*0'|.і + г'»1‘1“ ІІ', зіпб'.зіп (І'-Я) ■гу[1+г'е]— 8* 
(г- о) 

8ІП 2 

ѴП'.віп 5'.зіп {Ѵ~К) = А 
ьц 

- • 8іп {1 — К) зіп (5'— о) = И 

0"Р" 
-2“ • ВІИ (У— о) = В 

тогда предыдущее уравпошо приметъ видъ 

(В 4- Я'О 8іп 2 + -- * -тг = зіп (* — о) 
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Но мы знаетъ, что 

К', зіи 5' 

віп я 

а потому предыдущее приводится къ виду 

ВУ + В "У" 

І?/3 віп3 8' 
8ІН* в ■= [сов О) (В 4~ Р'О] яіп * — 8ІІ1 и. СОЙ 0 

Пусть наконецъ 

сое и — (В + Ви) = Ь, сое 2 

вш о = 1ь, віп у 

ВѴ+В*У» 

/і..Й'8.8ІП3Й' ~ П1 

тогда предыдущее уравненіе принимаетъ видъ 

ш. 8іп4 г = віп (* — ^) 1 

(ІИ) 

(П5) 

въ которомъ оно совершенно подобно уравненію (46) и служитъ для опредѣленія 
главной неизвѣстной величины я. Точность опредѣленія величины 0 по этому второму 
способу въ случаѣ вычисленія планетной орбиты весьма часто соотвѣтствуетъ той, 
которая по способу Гаусса достигается тремя приближеніями, Но надо сознаться, что 
и это преобразованіе не имѣетъ особенно выгодныхъ послѣдствій при вычисленіи ор¬ 

битъ съ сравнительно большими эксцентриситетами. Такъ напримѣръ при вычисленія 
орбиты кометы Энке по выше приведеннымъ наблюденіямъ величина г, найденная по 

уравненію (115), не болѣе какъ на двѣ минуты разнится отъ величины найденной 
по способу Гаусса въ первой гипотезѣ 

12. Какъ скоро уголъ г тѣмъ или другимъ способомъ опредѣленъ въ первомъ 
приближеніи, то для втораго приближенія удобнѣе всего пользоваться пріемомъ ука¬ 

заннымъ Гауссомъ и ввести въ вычисленіе функціи Р и Нѣкоторое упрощеніе, 

возможное при этомъ, будетъ заключаться въ особомъ способѣ вычиелевія функцій 

Р и основанномъ па примѣненіи уравненія Эйлера. Этотъ пріемъ уже указанъ 
мною въ Ааігой, ИасЬг. № 1924. 

Мы видѣли, что двѣ функціи Ряд введенныя Гауссомъ представляются между 
прочимъ въ видѣ 

Р^ 

гдѣ 

п = г*.г", віп 2/’} п' =г гг" 8Іп 2/'; пи =Ѵг\ віп 2/’" 

Но по уравненію (70) имѣемъ 

, . 4г,г*.г” 
п — п14~ п ' = 

Р 
«віп 8І0 {*, віп 
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Посредством этихъ выраженій предыдущія формы Р и ($ легко приводятся къ вуду 

г,щ гг 
г", зіи 2( 1 

4Гн. ЗІП {. 8ІК ('* 

р. соз /' 

Очевидно, что во всякомъ приближеніи, какъ скоро лайдепы г, г\ г*\ /, /' я р\ 
іі ы ноженъ пользоваться этими выраженіями для вычисленія функцій Р и если 
только будетъ показанъ способъ вычисленія функціи р. Этого легко достигнуть по¬ 

средствомъ уравненія Эйлера. Простѣйшій выводъ этого уравненія основывается вв 

слѣдующихъ соображеніяхъ. 
Исключал изъ уравненія составленнаго для перваго >и третьяго наблюденія по 

формѣ (74) величину е. соз ■ ^— посредствомъ уравненія (79*), примѣненнаго 
и 

къ тѣиъ же наблюденіямъ, получимъ 

4=*._*_«^±гз1И,5Ці* 
* а я 

а* 

Если назовемъ чрезъ к хорду соединяющую первое положеяіо свѣтила съ третьимъ, 

то принимая 

(г + ^ — ц = 2Й; (г + г" 4- Ц = 2д 

представимъ предыдущее въ видѣ 

•Пусть 

=гЕ" -Е- 2а~ (]ь+л Ыіг 

а — а ,, а — й 
-і = сод ; -= 

(117) ~ = Е1' — Е—[соз г 4 соз *"] бане ^ 
а* 1 

Легко показать, что Р" — Е=ёг— г. Въ самомъ дѣлѣ 

1съ = гг 4 — 2гг11, соз (V' — ѵ) 

откуда 

2 ѵV'.соз ~ —* = |/(г4гу — кг 

Внося сюда вмѣсто ]/ггг\ соз - ^ Ѵ- его величипу составленную по формѣ втораго 

изъ уравненій (76), найдемъ 

Е" — Е Е" -I- Е ,_ 
2а. соз---2ас. соз-^— = у (г 4 г")2 — Ь3 а 2 
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, в" л 
исключая отсюда произведете е.соз-^— посредствомъ уравпешл ссставлсиваго 

но формѣ (79*), имѣемъ 

2а, соз - 
— Я г 4- г" — 2а _ 

1 ^ — 7?; к ѵ 1 ' 

Е»-Е 
Если рѣшимъ ото квадратное уравненіе отисснтслыю соз-^—* т0 иолучнмъ 

4а. соз Е ^ = 1/ (г Ц- г'')2 — /г + /(4а — (г + **")]1 — Л 

Д* — Е іА+^'+Лі/*г+^/;— & і і/Т4а—г—?•"-{-/Л Г4а—г—г»—Щ 

2 ' 4а ' 4а —' 4а 4а ] 

Мы врішяліі 

2а — г — У' — к 
— соз 

2 а — г — У' -\-к_ 
= соз ^ 

откуда 

- , а /2,1\ _ ^ Ч”>,г/ -Н й 
2-»Ча;=1““г = - а. 

2. зш- (--■) = 1 — соз & =• *—-- 
V 2 У 2а 

а ѵ, 4а — 5— г" — к 
2.со8< Щ = 1+ «**"=-Й- 

_ 4и—г — г« + 1і 
2.С0811 * ) = 1 + соз г 

поэтому 

]і'п ч— у, . г . *" ! * яи 
соз —- — = зш - • зш пт соз • соз 

Слѣдователь^о для верхияго знака 

7У' — — * 

11 ДЛЯ 1Ш Ж || II го 

^>‘=180.^±1 

Принимая первое изъ этихъ рѣшеній, ириоодимъ уравненіе (117) къ виду 

= У' — г — (соз г -|- соз *") Ъаи§ —^ 

19 



90 

и о 

ІапВ 

. г” — г 

м»-м “-г- 

. . з" — г г"-\-г 
2.8111-^-€08-^- 

СОЗ 2. С08 
г" — г г 

2 008 ' 2 

8ііі гц — 9Іц % 

соз г'1 Ц- соз г 

Слѣдовательно 

(П8) — = з11 — г — (зіп я" — зі» г) 

сР 

Это в есть уравненіе Эйлера, о которомъ мы выше говорили. 
Если прибавимъ кг этому уравпевію показавши выше выраженія 

яг 1 I = 
г + г* + Ь 

4 а 

то иол учимъ три уран в ноя ія съ тремя неизвѣстными а, г в Что касается до /с, 
то ого по данцымъ **, г" ц /' вычислимъ изъ уравненія 

= г* + г"* — 2ѵгп. соз 2(* 

Если 2 и г** опродѣлеиы зтимъ путемъ, тс извѣстиа разиость 2й — г, или, 

что все равно, разность Е}і — Е. 

Такъ какъ р =» а {1 — с2), то первое изъ уравненій (76) дастъ 

(119) 
./- ’ш/Ггг" 8ІИ (* 

Ѵ*=У 
3111-^- 

Большая полуось о опредѣлится вмѣстѣ съ величинами ги и *, а потому это урав¬ 

неніе можетъ служить для вычисленія р. Знал эту послѣднюю величину, по второму 
изъ уравненій (116) опредѣлимъ функцію ф Такимъ образомъ функціи будутъ 
вычисляться независимо отъ отношеній *■} и У' и въ каждомъ ириближонів будетъ 
опредѣляться вмѣстѣ съ тѣмъ* элементъ с въ зависимости отъ р и а. 

Трудность вычпелошя по этому способу функцій Р\ $ заключается въ рѣше¬ 

ніи системы совокупныхъ трансцендентныхъ уравненій вида 

(120) 
— = ги — 2 — [зіи *" — зіп я] 

а* 

При рѣшеніи этихъ уравненій удобнѣе всего давать въ порвыхъ двухъ произвольное 
значеніе величинѣ а и измѣнять оо до тѣхъ поръ, пока внчислоппыл прн помощи 
нѣкотораго значеніи а величины г и я" удовлетворятъ вмѣстѣ съ стою величиною а 
послѣднему уравненію. Такое въ сущности не сложное вычислено можетъ быть еще 
упрощено при помощи таблицы, изъ которой по аргументу х находилась бы разность 
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х — зіия. Изъ этой таблицы для данныхъ значеній г и я" ножио будетъ пряно 
брать разности я — зіи я и г" — зіп 

Чтобы упростить рѣшеніе предыдущихъ уравненій, можно указать способъ при- 

блнлееннаг: опредѣленія большой полуоси а. 

Пусть 

ЗІП4 X 

тогда 

$іп г = 2^/а?. |/і — х 

Кромѣ того 

г = 2 агс (зіи = \/х) 

Слѣдовательно 

г — зіп г = 2 агс (зіп — /я) — 2\/х . |Л —я 

откуда 

поэтому 

(121) 

Такъ какъ мы привяли 

.2/ 4а ” 1 
8ІІІ4 

*)_Г + г» 
2) 4а 

то разность 

я,г — я — (зіп яи — зіп я) 

можно разсматривать какъ иптегралъ вида (121), взятый между предѣлами 
т 1 • ^ -4— }с 

н --. И такъ уравпеліе Эйлера можно представить въ формѣ 

г + г"— к 
4 а 

г + г" + к 

4а 

Если иоложннъ здѣсь у = 2ах> то найдемъ 



1)2 

О'.]/2— ^ 

Г + г" + X; 
2 

гдѣ для кратности положено 

“У7-* 
г + г" — /с 

2 

г = 2ау 
” 2а — у 

Допустимъ, что, выполнивъ показанное интегрированіе, мы нашли 

/г.йу = ш 

если подвергнемъ этотъ интегралъ вліянію выше указанныхъ предѣловъ, по получимъ 
величину 0'.]/2, И такъ 

г 4- г" 
Очевидно, что вторая часть этого выраженія есть функція отъ —*-• - и отъ 

Ь ,, т + ^ 
Вели положивъ для краткости —^— = р, то 

2 2 

г 4- г" 4- А ВД , Л2' ,((7Чр) , 
МР)_|_ 2 <1а “•"1.2 гЬ'2 “■ 1.2.3 йо8’ "Г 

г + г" — *\ _ -1\-Г(л_Ь <т , Ѵ2/ ДѴ(р) \2У йУ(р) , 

/ ' Р' 2 <7Р ^ 1.2 "А1' Т.2.3 (Іо*~ + 

поэтому 

е,.у?г_др Д/(р) I ѴаУ ду(р)_\2/ ,іу(р) . 

К [2 Йр Г 1.2.3 йря “П.2.8.4.5 йр5 |_ 

ЙШ 
— У 

и такъ какъ /"(р) ножомъ разсматривать какъ такую функцію, въ которую ойра- 
щается {(у) при 7; = О, то подъ проіізподпшш 

ад. <т?) 
йр* ’ йря н т' д' 

Слѣдуетъ разумѣть производныя 

ЛгУ Й<У 

Ж5 И т-л- 
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въ которыхъ послѣ днфферсіщировааія принято к = 0. И такъ 

Тя 

(і'|/2 = 2 
ш ' к № \2/ . й*У ЧЛ/ 

Г*2+ 2.3 + йр< 2.3.4.5 

Если назовемъ чрезъ $ величину Г, въ которой принято к — 0, то должны Суденъ 
считать 

1 

]/"_?_-1 
' г -]- 2а 

и тогда 

•'* = -Н + 0-«- + 

л4$ ѴбУ 
Лр* 2.3.4.5 + 

Если вообще 

Г = - 

то 

или 

/і _ > 
* У 2а 

Д*У _ 3 Р _ Г* 
~~ 4 і/ уа 

ЙЧ 8 ^ _ V 
<1рг 4 р* ра 

ограничиваясь въ предыдущемъ выраженія величинами четвертаго порядка относи¬ 

те лыю получилъ 

0'. /2 = 2 ^ ■ о + ■>«: 
і_«и* 

г + ГѴ 64" 

1 У.&а'[ 
• -)- »•" V 48 ] 

откуда 

1 2.2 ,*3 

^ /2 + 7}7^_ ,.// Ѵ -24- 
1 г-45 

г -И-"Ѵ 32" 

Если прплеиъ въ первомъ приближеніи 

(122) 

то боліо точная величина 5 онред'ілится ио выражение 
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в' к . Й'а 25 Ѳ'8 25 
* — Ь?2 + 24. й + 32. /с3 

(122*) 

1 в« 

12 /Ѵ + г"У 8/с1 /г + г 

Если | такимъ образомъ вычослоио, то искомал величина а опредѣлится изъ уравненія 

■ (123) 2а = Г+7" “ Р 

Впрочемъ для той цѣлл, которую мы иміомъ въ виду, достаточно опредѣлить $ по 
выражение (122), 

13. Если хотимъ въ послѣдовательныхъ приближеніяхъ опредѣлять функціи Р 
и § по формамъ (69) и (72), то для вычисленія і) и **/' вмѣсто кубическаго урав¬ 

ненія удобно пользоваться, по указанію П. А. Гансена, непрерывными дробями. 

Кубическое уравненіо (87), изъ котораго опредѣляется ото оніепіе % можетъ 
быть легко представлено въ видѣ 

й)=-|+у 

Вычитая изъ обѣихъ частей этого уравненія по ч* — Л, паходпиъ 

- Ч (У — А) — (У — А) = ™ А 

’О — 1 + ~і 

9 ” 

V — Л 

Принимав въ первомъ приближеніи 

-.,10, 
Гі - 1 + т 1 

продставнмъ предыдущее въ формѣ 

4-1 + 

ч = і + - 
, , п , , 100 

1 + ТЛ + 1Т7‘ 
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ограничиваясь третьего степенью к, находилъ отсюда 

1 , 10 7 110 7,8 _-Л.- 100 

8 Г 

Пусть 

(124) 

тогда 

, , 10. 2422., 
ч^І+^Х- —X» и т. д. 

Но мы вмѣсто этого примемъ 

изъ выраженія же (124) имѣемъ 

к 

- | 10, 
7!= 1-Н-Х (125) 

к 
к = —ия X = ----- 

1 + \Ь 1 + ІІд 
1 I 11 7 
! + -д Л 

1+ нт. д. 

Внося эту величину въ уравненіе (125), получилъ 

10 . 

т'1 
7] _ 1 -|_ у ~ 

г+Ь_ 
. I 11. і-НуЛ 

(120) 

1 + нт. Д. 

Этой непрерывной дробью Гапсеиъ и предлагаетъ пользоваться для иычислспіи т). 

Опредѣлеиіо отношеній ч\и иеобюдимо для вычисленія функцій 1? и $ по 
формамъ (69) и (72) въ послѣдовательныхъ приближеніяхъ. Вообще говоря, эти при¬ 

ближенія сходятся достаточно быстро въ тѣхъ случаяхъ, когда наблюденія, лежащія 
въ ословапіи всего вычисленія, отдѣлены между собою небольшими промежутками вре¬ 

мени; по при такомъ выборѣ иаблиденій нерѣдко получается система элементовъ не 
нредставляющая съ достаточною точпостію наблюденій даже близкихъ къ выбран иымъ 
тремъ, Прниимая это во виимапіо, слѣдуетъ пользоваться скотомой элементовъ, вы- 

численной ио близкимъ одио къ другому тремъ наблюденіямъ, для оиредѣлсігія системы 
болѣе точной. Этой послѣдиой цѣли удобно достигнуть слѣдующимъ путемъ. Прежде 
всего, по приближенно извѣстнымъ элементамъ, вычислимъ для выбранныхъ вновь трехъ 
па блюда оныхъ положеній свѣтила, -радіусы векторы г, /, г'' п истиииыя аномаліи 
і>, ѵ\ ѵи. Для этого посредствомъ пзвѣстиаго уравненія 

М=М0 + \>.(І — Т) 



96 

найдетъ среднюю аномалію спѣша, соотвѣтствующую каждому изъ вновь выбранныхъ 

трехъ наблюдений; затѣмъ изъ уравненія 

Л = Е — с. зін В 

найдемъ эксцоитричеснія аномаліи, соотвѣтствующія иолучопиымъ выше среднимъ, а 

уравненіе 

дастъ возможность вычислить для трехъ наблюденій нстнииын аномаліи ѵ, ѵ' и ѵ'1. 

Имѣй это и помпа, что р = а (1 — е\ иайдомъ изъ уравненія 

, = _ 
1 -\-С . СОВ V 

радіуеы векторы свѣтила соотвѣтствующіе временамъ выбранныхъ трехъ цаблюдошй, 

Такъ какъ ѵ" — г/ = 2/1, і/ — ѵ — 2{*г и ѵ" — ѵ = .2/*', то выполнивъ вычисленіе 

въ указанномъ порядкѣ, бу домъ имѣть всѣ необходимыя данныя для вычисленія функ¬ 

цій Р ц ^ но формамъ (116). Найденныя такомъ образомъ величины Р и б Должны 

служить основаніемъ первой гипотезы при вычисленіи орбиты ио отдаленнымъ одно 

отъ другаіо треть наблюденіямъ. И такъ если извѣстна ириближонная система зле- 

6" 
ментовъ, то формы (11 С) замѣняютъ собою выраженія Р=у и 6 = 0.0" кото¬ 

рыми мы пользуемся обыкновенно въ первой пнютозѣ, но зиан совсѣмъ элементовъ 
орбиты. 

Если при помощи величинъ функцій Ряб по способу излолшиюму въ п° 4- 

и и0 5 будутъ вычислены г, г", /; (* и (!\ то онродѣлспіо функцій Р и б, лежа¬ 

щихъ въ основаніи второй гипотезы, весьма удобно сдѣлать но способу наложенному 

въ п° 12, ибо при наблюденіяхъ отдѣленныхъ значительными промежутками времени 

какъ разность такъ и /*, /*', бываютъ достаточно волпкн, а потому тогда 

нѣтъ основаніи опасатся неточности вычисленія функцій Р и б ио формамъ (116) 

въ зависимости отъ выраженія (ПО). 

Замѣтивъ наконецъ,. что какъ скоро величины функцій Р и б въ трехъ по¬ 

слѣдовательныхъ приближеніяхъ найдены, то точныя ихъ зиачошя легко могутъ быть 

опредѣлены посредствомъ того или другаго интерполяціоннаго пріема. Предположимъ, 

что зііачоиія функцій Р н бі принятыя первоначально, суть Р0 и б„. При вычисле- 
0" 

вііі совершенно шзвѣствой орбиты Р0 = -^; бо — Пусть величины Р и б ле¬ 

жащія съ основаніи второй, третей и четвертой гипотезъ будутъ 1\, Р„ Р3; 

бі і б*, бз • Положимъ 

я0 = Іод Р0; я, = Іод Р,; х^ = Іод1\; = Іод; Ря 

*Л = Іод бо; Уі = Іод бі; Уг = Іод бг; у* =■ Іод бз 

Означимъ искомыя нстиниыя значеніи разевіатриваомыхъ функцій чрезъ Р н б к по- 
ложивіъ 
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х = 1о8 I) у = Іое б 

Мы можемъ считать 

Хо = л + Дя; 2/о = 2/ + ДУ 

Если разсмотримъ двѣ послѣдовательно иайденпыя величины Іо$ Р* и Іо$ Рх, то 
разность между инни будетъ тѣмъ менѣе, чѣмъ ближе къ истиннымъ приняты началь¬ 

ныя 1о& Ро и Іо5<2о, такъ что 

— Яо = /Ч^Уо); ’ Ух — Уо = Р{х0,у0) 

Очевидно, что функціи / и ^ имѣютъ то свойство, что обращаются въ пули для 
х0 = х и у0 = у, ибо начиная вычисленіе посредствомъ вѣрныхъ величинъ х и у} 

мы опять придемъ къ ииоіъ же, И такъ /*(я,у) = 0; ]?{х%у) — 0. Два предыду¬ 

щія уравненія можно представить въ видѣ 

— ж0 = /Чж4- Ьх-,у + Ьу); Ух — у0 — Р(ж 4- Да:; у + Ду) 

или разлагая это по строкѣ Тейлора, шіѣваіъ 

ж, — я0 = І (ж, У) + А. Дж + В. Ду 

Ѵі — Уо~ Щх, у) + А'. Дж + В’. Ду 

Ыо такъ какъ {{х, у) = 0; Р (ж, у) = 0, то 

х, — х0 = А Дж -\- В. Д«/; Уі — Уо = А'. Дж + В'. Ді/ 

или 
ж, — ж„ = А (х0 — х) -|- В (у0 —у) 

Уі—Уо = А'(хо — ж) + (г/о — у) 

Подобнымъ жо образомъ составимъ 

ж2 — х, = А (ж, — ж) + В (г/, — г/) 

ж3 — х% = А (ж2 — ж) -}- I? (г/2 — «/) 

Уг — У% = А!(хх — х) + В'(2/, —«/) 

У»—Уг = А'(х2 — ж) + Б'(г/2 — ?/) 

Эти шесть уравненій содержатъ шесть неизвѣстныхъ величинъ А} 33> А\ В\ х и у. 

Исключая изъ нихъ неизвѣстныя А> ѣ> А\ В* и полагая 

хх — Хо — а ; ух — у0 — Ь 

я* — я* = ; 2/а — Уі = Ь' 

я3 — я2 = л"; 2/з — Уг — Ь" 

легко находимъ 

#0 (а'Ь" — я"Ь') + (а’Ъ — аЬ") + #2 № — а‘Ъ) 

Х — Та^' — о"Ѵ) + («”Ь — «&'') + іаЬ' — аЪ) 

Уо (а'Ъ" — а"Ь') -I- у, (а"Ъ — аЬ") -4 у, (аV — а'Ъ) 

У — (а'Ъ'' — а"Ъг) 4- («*"Ь — «Ь'7) 4- {аѴ — а'Ъ) 

(127) 



98 

Попятно, нто отъ примѣненія этихъ выраженій на практикѣ только тогда можно 
ожидать удовлетворительнаго результата, когда разности между послѣдовательными 
значеніями 2 в & принятыми въ трехъ гипотезахъ, уже не велики и когда при раз¬ 

ложеніи по строкѣ Тейлора можно ограничиться первыми степенями этихъ разностей. 

14. Если ио имѣемъ въ виду вычислять отпошепій ^ н опредѣляемъ фуикціи 
2 и ^ \\о формамъ (116), то вычисленіе элементовъ орбиты весьма иросто молсегь 
быть выполнено въ зависимости отъ вычисленія геліоцентрическихъ коордниатъ свѣ¬ 

тила, соотвѣтствующихъ двумъ крайнимъ наблюдаемымъ положеніимъ. Предположилъ, 

Что за плоскость злу принята плоскость эклиптики, пусть начало коордииатъ нахо¬ 

дился въ Цеитрѣ Солнца, ось х пусть будетъ намрайлена въ точку весенняго рав- 

"нодёвйтвія, ось у пусть будетъ къ ией иерпеидниулнриа. Назовемъ чрезъ з, у, г 
координаты свѣтила, соотвѣтствующія времепи нерпаго наблюденіи и отіісссииыя къ 
такой системѣ осей. Геоцентрическія координаты свѣтила, т. е. координаты отнсссн- 

иия къ системѣ караллельиыхъ осей, имѣющихъ иачало въ центрѣ земли пусть бу¬ 

дутъ §, Наконецъ координаты земли относительно центра Солица иусть будутъ 
X, У. Такъ какъ за плоскость ху принята эклиптика, то попятно, что для земли 
третья координата 2 будетъ равиа вулю. Между упомяиутыми коордииатами, какъ 
извѣстно, суще ству ет ь ‘ соот и ошои і е 

Назовемъ геліоцентрическую широту, долготу и радіусъ лекторъ свѣтила чрезъ й, I 

и г\ соотвѣтствующія геоцентрическія коордииаты пусть будутъ (3, а н 4. Долгота 
зоили и ея разстояніе отъ Солнца пусть будутъ і и Д тогда 

г. сов Ь. со81 = 4. ш (3. соз а -|« И. соя і 

Г. СОВ Ь . ЗІП I = 4 , С08 |3 . ЗІП а -|- Ц, зіп і 

г, зіп Ь = 4. зіп |3 

Если назовемъ чрезъ р разстояніе свѣтила отъ земли, проложенное па эклиптику, то 
р = 4,ш(3. Вводя это въ предыдущія уравионш, дадимъ имъ видъ 

г. соз Ъ. соз I = р. со8 а -|- К, соз і 

г. соз Ь. зіп I = р. 8іп а 4- И, зіп і 

г, зіп Ь = р. (5 

Помножимъ первоо изъ этихъ уравпошй на зіп * ^ ^, второе па и 

вычтенъ первоо произведеніе изъ втораго, тогда получимъ 

Г.СОЗЬ. 811] [г — ] = (е — Б) 8ІП (^“) 

Подобпымъ же образомъ, умпоживъ первое изъ начальныхъ уравненій ва соз -а——, 
2 
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. а + і 
сложивъ его со вторымъ умаожспнымъ иа зт—^—, тогда пайдолъ 

Т. СОЗ Ь . С02 ^ = (р + й) № (~2~) 

Такиаъ образомъ для вычисленія геліоцентрическихъ координатъ свѣтила по даннымъ 
геоцентрическимъ будемъ имѣть три уравпенія иида 

Т , СОЗ Ь . 8ІИ 11 — = (р — В) зіп * 

г . соз Ь. соз [і — * ~2 = (Р + -В) 

— I 

2 

а — і (128Х 

г. зіп Ь — р. 1ап0 Р 

Если эти выраженія соотвѣтствуютъ времени перваго наблюденія, то для времени 
третьяго наблюденія подобно этому будемъ имѣть 

соз Ь". зіп [г" — а"^Ь"] = (р” — Л") зіп - 
-і" 

2 

Ь" Г„, а" + Л"] , „ . а"—Ь" (128*) 
. С08 V.С08 -2-] = (р + В ).С08- ѵ *' 

1". Зіп Ь"=р". 6ап$ {3,г 

Имѣя геліоцентрическія широты и долготы свѣтила, но трудно опредѣлить па- 

клонепіе орбиты къ эклиптикѣ и долготу восходящаго узла орбиты. 

Пусть ІЭД (фиг. С) предстааляетъ сѣчепіе сферы небесной плоскостію эклип¬ 

тики, 00' сѣченіе той же сферы плоскостію орбиты разсматриваемаго свѣтила. Слѣ- 

довательпо въ точкѣ А будетъ находиться узелъ орбиты л а шинтикѣ. Пусть въ Р 
будетъ мѣсто разсматриваемаго свѣтила во время одного изъ наблюденій? дуга АР 
иредставигъ собою аргументъ широты свѣтила во время одного изъ наблюденій. Про¬ 

ведемъ чрезъ Р большой кругъ перпевдакулярный къ эклиптикѣ, дуга Рр этого круга 
будетъ геліоцентрическою широтою этого свѣтила п дуга Ар будетъ равняться раз¬ 

ности геліоцентрической долготы свѣтила и долготы восходящаго узла орбиты. Если 
озиачнмъ эту послѣднюю чрезъ 0, то Ар = I — 0. Предположимъ, что въ ѵ на 
эклиптикѣ и ах од и тел точка вес синяго равиодепсття; отложимъ по орбитѣ отъ А 
дугу А*' равиую дугѣ 4ѵ, тогда дуга Рѵ' представитъ собою, такъ называемую, дол¬ 

готу свѣтила въ орбитѣ. Если назовемъ >ту послѣднюю чревъ X, то понятно, что 
АР=\ — 0. ПазБавъ какъ прежде паилоиеиіе орбиты къ эклиптикѣ чрезъ і и за¬ 

мѣтивъ, что бъ треугольникѣ АР}У уголъ РАр — ь имѣемъ 

зіп (X — 0) .зіп г = Ъ 

зіп (X — 0). соз і = зіп (I — Ѳ). соз Ь (129) 

соз (X — 0) = соз (2 — Ѳ). соз Ъ 

Предположимъ, что величины координатъ, входящія въ эта уравпоиіл, соотвѣтствуютъ 
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сроке»» перваго наблюденія и что для времени третьяго наблюденія нк-іемъ 

яп (X" — 0) * 8іп і — зіп Ъ" 

8іп (X" — 0). соз ^ = віп (V1 — 0). сов Ь" 

соз (X" — б) = сов (V* — 0}. сов Ьи 

Раздѣливъ въ обѣихъ нрупиахъ первое уравненіе ил второе, получимъ 

Іапе і. зіп (I — 0) = Іап? Ъ 

іапе г. зіп {Iй— 0} = іапд ?/' 

Умноживъ первое изъ этихъ урашіопій ил соз {V* — 0 и придавъ къ обѣимъ частямъ 

но зіп (V1 — ?). сов (2 — 0). іапе \ найдемъ 

іапр і, зіп (Г — 0) = іаи %Ь. соз {V — I) + віп (V1 — /). сов (I — 0). іац$ і 

пли 

Іапе Ь" = Ілад Ъ. сок (!" — I) -|- віп (Iй — 1) * соз (/ — 0). Іапд і 

откуда 

(131) іап$ і ■ сов (I— 0) = 
Цид У — іапд Ь. соз (Г 

зіп(^; — О" 
Ц 

прибавляя къ этому первое нзъурависиій (120), получимъ два необходимыя и доста¬ 

точныя уравненія для о и редѣя опія элементовъ і и 0. 

. Раздѣливъ второе ивъ уравненій (120) ил третье, получимъ 

(132) іапе (X 
_ іаие а — °) 

' соз і 

точно также для времени третьяго наблюденія 

(132,) ч 

Если въ послѣдовательныхъ приближеніяхъ вычисляемъ функціи Р\і <|> ио фор¬ 

мамъ (ІЮ), то вмѣстѣ съ тѣмъ находимъ во всякомъ приближеніи величии и р и «; 

первую изъ нихъ ио выраженію (ПО); ио такъ какъ р = «(1 —е2), то въ каж¬ 

домъ приближеніи можетъ быть сычислеиъ н эломоитъ с. Впрочемъ ого болѣо удобно 
опредѣлить вмѣстѣ съ долготою* перигелія на основаніи слѣдующихъ соображеній. 

Если иазовемъ, какъ прежде, чрезъ и и <•> аргувюитъ широты свѣтила и раз¬ 

стояніе перигелія отъ узла, то истиииая аномалія ѵ = и — о; слѣдователи! о 

г Р 
1 ^ е соз (и — о) 

е. соз {и — о) = Р 
г 

- 1 

откуда 
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Подобнымъ № образомъ для тротьяго паблюдснія ииъсмъ 

С, СОЗ (пи — о) = 77 — 1 

Сначала складывая, а потомъ вычитая эти уравненія, находимъ 

•і 

откуда 

и — и 
е. соз - --— сов 

й 
. и" — п . 

С , 31» -г-2111 

Й.С08 О — 

.8111 ^ 

*” + * 
2 

и" + « 

и" + »1 _р (г + >*) 

® 2 ] 2гг" 1 

«" + гі] р (г —V) 

и ~ 2 ] 2гг" 

Р(г + г”) 

2гг4, ооз 

и* — и 
ѵ)] — и 2 

Р (г -1-'1) 

2гги. 8111 

(133) 

Такъ какъ « —X—0; и" = Xм — 0, то от» величины вычисляются по выраже¬ 

ніямъ (132) п (132*), а потому послѣднія уравпошя вполпѣ могутъ служить для 
вычисленія с и о. 

Замѣтимъ еще, что если въ послѣдовательныхъ приближеніяхъ вычисляются по 
методѣ Гаусса величины отношеній \ г\\ то р можетъ быть вычислено по вы¬ 

раженію (07), 

Если извѣстно о, разстояніе перигелія отъ узла и извѣстны аргументы широты 
и, «у«"> соотвѣтствующіе временамъ трехъ наблюденій, то по выраженіямъ 

ѵ = п — а, ѵ' = п' — б>, ѵі{ = иц — о 

найдутся истинныя аномаліи соотвѣтствующія тѣмъ же временамъ, а посредствомъ 
этихъ аномалій изъ выраженій 

іап$ 
е ЛГ1—с. ѵ , і' ,/ 1—н, ѵ , ъі% -./^1—с 
о=Ѵ ^«2=У и"*2=Ѵ ТГе 

—С , V ’ 
2 г 1+Й . 2 ’ .. 2 ' 1+с.в 2 

опредѣлится эксцентрическія аномаліи, нрн поморій которыхъ изъ уравнепШ 

М—Е—с. 8іи Е\ ЪѴ = Е' — е. зш Л'? М'1 = Еи — е. $іп Е" 

найдутся среднія аномаліи для в ремонт» трехъ наблюденій, 

Такъ какъ эломоптъ с п величина р извѣстны, то извѣстна также н большая 
полуось а орбиты, ибо р = а(1 — сг). Зная а моламъ вычислить среднее суточное 
двніконіе свѣтила по нзвѣстпому выражоиію 

Ь 
ѵ* = — 

а7 

Что касается до средней аномаліи эпохи, то опа должна быть вычислена по пира- 

жеиіямт* указаннымъ въ концѣ и0 8. 
Этотъ пріемъ вычисленія элементовъ орбиты по даннымъ разстояніямъ свѣтила 

отъ земли нѣсколько прощо соотвѣтствующаго пріема указал наго К. Ф. Гауссомъ* 



Опредѣленіе орбиты свѣтила по четыремъ его наблюдаемымъ положеніямъ. 

15. Вычислепіе орбиты по тремъ наблюдаемымъ положеніямъ главнымъ образомъ 
зависитъ отъ рѣшенія уравненія (42), или уравненія (46). Кооффиціспты этого уравг 
нонія, какъ, мы видѣла, могутъ быть представлены функціями велимипъ ^ и К, т, е. 

наклоненія къ шнишѣ большаго круга, проводеинаго морозъ два крайнія геодеи- 
тричоскія аоложовія свѣтила и долготы узла этого круга на эклиптикѣ. Величины 
^ ъ К вычисляются по выраженіямъ (106). Если накловепіе орбиты свѣтила къ 
эклиптикѣ по воличивѣ близко къ пулю, то геоцентрическія широты (5, (5\ также 
будутъ малы и оиредѣлопіе К будетъ зависѣть отъ зыражоиія, чневовая величипа 
котораго приближается При такомъ условіи малыя погрѣшности наблюдешй бу¬ 
дутъ значительно вліять па опредѣленіе величинъ К и <7* и само вычисленіе орбиты 
сдѣлается неточнымъ. Для устраненія этого воудобства вмѣсто трехъ наблюдаемыхъ 
шожоній свѣтила, слѣдуетъ пользоваться для вычвевопіи системы элоаонтоиъ коор¬ 
динатами четырехъ геоцентрическихъ положеній. 

Если, геоцортричвем долготы свѣтила во время перваго и третьяго наблюденія 
близки къ равенству между собою, что будетъ имѣть мѣсто тогда, когда между пер¬ 
вымъ и третьимъ наблюденіемъ плааета имѣла стояніе и за тѣмъ арикяла обратное 
геоцентрическое движеиіо, то при такахъ условіяхъ а1' будотъ мало отличаться отъ а 
и знаменатель втораго изъ выраженій (97) будотъ близокъ къ пулю. Въ этомъ слу¬ 
чаѣ погрѣшности наблюденій также будутъ имѣть большое вліявіо па опредѣленіе ве¬ 
личалъ 3 и лС, а вмѣстѣ съ тѣмъ и па самое вычислепіе орбиты. Для устраненія 
неточности тогда также придется пользоваться координатами четырехъ ааблюдаемыхъ 
положеній свѣтила. 

Посмотримъ ва какахъ соображеніяхъ основывается опредѣлопіо орбиты свѣтила 
во четыремъ наблюденіямъ. 

Для вычисленія шести элементовъ орбиты необходимо и достаточно зпаніо шеста 
координатъ, но четыре положенія опредѣляются по восьми координатамъ, такимъ 
образомъ, если бы мы стала пользоваться всѣми данными восмыо координатами, то 
имѣли бы восемь уравпеаій для опредѣленія шооти неизвѣстныхъ величиаъ и вопросъ 
сдѣлался, бы условнымъ, для избѣжанія этого мы примемъ въ основаніе вычисленія. 
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орбиты изъ четырехъ только два полныхъ наблюденія, изъ двухъ же другихъ возьмемъ 
однѣ долготы, а широты двухъ крайнихъ положеній совсѣмъ не вводомъ въ вычисленіе 

Пред положимъ, что плоскость .щ раса о ложе ца въ плоскости шиитики; иачало 
координатъ пусть находится въ центрѣ Солнца, ось % иусть будетъ наоравлена но 
пересѣченію плоскости орбиты съ плоскостію шиитики, ось $ пусть будетъ перпен¬ 

дикулярна къ плоскости эклиптики. Означимъ чрозъ хх, ух, 0Х координаты свѣтила 
относительно такой системы осей, Пусть г, гіу і будучи радіусъ векторъ свѣтила, 

его аргументъ широты и наклоненіе орбиты къ эклиптикѣ, тогда повятио, что 

хх = г. соз и 

ух = г. зіп и.Ш г (134) 

— г. зіп и, 8іп і 

Повернемъ систему осей координатъ около оси & на уголъ долготы восходящаго узла 
орбиты такимъ образомъ, чтобы ось х совпала съ линіей пересѣченія шиитики и 
экватора, Еелв означимъ координаты свѣтила относительно новаго ноложеиія осей 
чрезъ #, у, *, то понятно, что 

х = хх соз б — у{ зід О 

у = хх зіп Ѳ ух соз 0 

я = 0\ 

Слѣдовательно 

х = г. соз и. соз 6 — г. зіп и. сог і. 8іп б 

у = г, соз и, зіп б -|- г , зіп и, ш і, соз 0 (135) 

0 = г. зіп и, зіп і 

Если ѵ есть истиинал аномалія и о разстояніе порпгелія отъ узла, то м = 0 -|-«, 

Положимъ 

соз «о, соз О — зіп о. эіп 0, соз і = а, зіп А 

— зіп ю, соз О — соз о, зіп 0. соз і =а, соз А 

СОЗ Ь). ЗІП О + зіп о, соз і. соз 0 = Ь, зіп В 

СОЗ Ь>, С08 б .СОЗ І — ЗІП 6) .зіп в = Ьь СОЗ В (138) 

соз о), зіп г = с і соз О 

— зіп <■>, зіп г = с. зіп О 

Тогда предыдущія выражеоіл координатъ примутъ видъ 

х — а.г. зіп {А + ѵ); у = Ь .г, зіп (В ѵ)\ г = с. г .зіп (С + ѵ) (137) 

Такъ какъ а, А, Ь, В в т. д. зависятъ только отъ элементовъ орбиты, то для 
данной орбвты эти величины будутъ постоянныя, поэтому если означимъ чрезъ х\ у\ гі 
координаты свѣтила соотвѣтствующія времепи втораго наблюденія, то будемъ* имѣть 

х' = а, г, зіп (А + ѵ'); у1 = Ъ, г\ яіп (В + ѵ'); = с. г\ 8іп (С + ѵ') 
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Точно такжо для времени третьяго иаблюдеиія имѣемъ 

х,! = а.г".$іо{А + ѵ"); </=&,г\8іп(В + ^'); *" = с .г". $іи (С+о") 

и т* д. 

ИиЬя ото, положимъ въ тождественномъ уравненіи (35) 

а = А + Щ Р = А + ѵ1; у = -4 + ѵ" 

тогда 

у — [3 ѵ>! — ѵ'\ а — у = ѵ — ѵи; (3 — а = ѵ' — ѵ 

при такихъ положѳишъ упомянутое тождественное уравиеоіо прямотъ видъ 

ЗІ|] (А + ѵ) 8ІП (ѵ" — ѵ) —5ІП (А + У0 51)) (у" — ѵ) -[-ЗІО (А + 1>") ЗІ|1 ('ѵ’ — ѵ) = 0 

Помноживъ ото уравиеше иа а.гг'г” н замѣтивъ, что но принятому озшоаію 
гУ. ЗІІІ (іГГ — V9) = П\ гг". 8І|) (ѵ" — ѵ) = п*\ п*\ 5ІО (ѵ1 — ѵ) = п’\ ііайдомъ 

п, х — п\ х' п". У = О 

Полагая въ томъ же тождествеішомъ уршшеиіи 

а = В + ' |3 = В + ^ у = В + ^ 

получимъ 

ЗІП (В + ѵ) 5ІП (У — і/) — Ш (В + V9) ЗІІІ (ѵи — ѵ) + 3111 (В -+' V*9) зіп (ѵ’ — ѵ) =. О 

Умноживъ ото уравненіе иа Ь.ггѴ\ найдемъ 

уп — у"п* = О 

Принимая 

а — А-\-ѵ\ ^ — А ѵ"; у — А ѵ111 

изъ того же тождоствспцаію уравненія выводимъ 

5ІІ) (А-^Ѵ9) 5іп (ѵш-;ѵ") — ЗІП {А + ѵ") 8)Ц (И;— ѵ') + 8ІО [А + Vй) ЗІБ {о" — ѵ') = О 

Помиожвмъ ото уравненіе иа а,гУг*и и полагая 

*'Ѵ". 8іі) {У' — і>") = и0'; гУ\ зія (ѵ,п — ѵг) =5 

пайдомъ 

п0\ х‘ — п0". хи п. х,9і = О 

Точно также пришшая въ упомяиутомъ тождоствеииомъ уравненіи 

а = В + ѵ'; р = В + у"; у = В + Vм 

п умпожая иолучоииоо уравиеніо па й.уѴѴ", найдемъ 

Щ9.у' — По4, у' + п.у9" = О 
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16. И такъ иы имѣемъ теперь слѣдующія четыре уравненія 

п.х — п'х' + пѴ' = О 
п>у — п’у1 + #У' — О 

П(/х‘ — % Ѵ'+ и.а'" = О 

ѴУ — По'У г+ пл/п = О 

(188) 

для опредѣленія четырехъ разстояній свѣтила отъ земли, во мы будемъ пользоваться 
ими для опредѣленія отношеній этихъ разстояніи. Пусть 

-,=щ у». ?І°_ — дг\ 
■" * ~ п 1У » 

ѣ 

»о' 
= 1? т 

тогда предыдущія уравненія примутъ видъ 

27. # — хг + 27", х!{ = О 

Я.у — у' + ТЯ>*,у"=1Ъ 

Цр,а*—41+1ЯІІІ:хш=й 

Я\у!—у"+Я"'.уп'е*0 

Означимъ чрезъ р проложенное и а эклиптику разстояніе свѣтила отъ земли. Пусть 
Й и I представляютъ разстояніе земли отъ Солвца и долготу земли. Пусть наконецъ 
а и 0 будутъ геоцентрическая долгота п широта свѣтила. Тогда 

х = р. соя а -[- 2?, сов Ь 

у = р, зіп а + 2?. зіп Ь 

г = р. капе Р 

если эти выраженія соотвѣтствуютъ времени перваго наблюденія, то подобвыя же формы 
будутъ имѣть координаты, соотвѣтствующія временамъ трехъ другихъ наблюденій. 

Внося эти формы координатъ въ предыдущія основныя уравненія, получимъ 

27 (р. со8 а +2?. С08І)—(р'. со8а;+2?'. соз 27)+27;' (р"« сова" +2?".соз27/)=0 

27 (р * зіп сс +22.8Іп і)—(р'. $іпа; -(-К', зіп 27)+27” (р”. зіп а” 4*2?" ,зіп27') — О 

27'(р', соз а'+Жсо8 27)—(р’\соз а''+2?\соз 27')+27'" (р;". еовл'Ч^сові"')—О 

27' (рг, зіп а'+Л'. зіп 27)—( р". зіп аг'+2Г;. зіп Е')+1Т1" (р,м. зіп а'"+2г"'.віи 27“)=О 

Исключимъ изъ первыхъ двухъ уравненій р, а пзъ послѣднихъ двухъ р'". Для этого 
умБОжимъ первое уравненіе па зіп'а, второе на соз а и вычтемъ второе произведеніе 
изъ перваго. Подобнымъ же образомъ умножимъ третье уравненіе на зіп а"', а че¬ 

твертое на со8 а'" н вычтемъ второе произведеніе изъ перваго, Послѣ всего этого по¬ 

лучимъ 

27,2?. зіп (а — Ц 4* [р'» 8Іп (а' — а) + 2?\ зіп (27 — *)] 

— 27" [р". зіп <а" — а) + 2?". зіп (27' — а)] = О 

27' [р;. Зіп (а"' - а') + ВК зіп (а'" - 27)] - р". зіб (а'" — а") 

+ 2?". зіп (27' - а'") — 27"'. 2?'". зіп {27" — а'") = О 
и 



]06 

Пусть для 

(139) 

тогда два 

краткости 

зіп (а' — а), с о 8 Р' = А зіп {а'" — а'). соз Р " = О 

8ііі (а" — а). еов Р" = В зіп (а"' — а'), соз р' = В 

предыдущія уравненія примутъ видъ 

(140) 

А, зес (5' — В . ИГУ. зос (5" = 

№. зіп (I — а) — В\зіп (7У — а) + М". зіп (І" — а) 

2). зос 3' — Ср". зос Р" = 

Я'Я*. зіп {V — а'") — В", зіп {V — а"') + 2РЛ*. зіп (!/" — а'") 

Если въ треугольникѣ 8РТ (фиг. 2) назовемъ уголъ при Т чрезъ Ф, то при 
сдѣланныхъ означеніяхъ будемъ имѣть 

гг = Да 4“ В2 — 22?А. соз ф 

гдѣ Д ость разстояніе свѣтила отъ зомла. Что касается до угла Ф, то его можемъ 
считать извѣстнымъ, ибо названный нами вышо чрезъ & внѣшній уголъ упомянутаго 
треугольника вычисляется для каждаго положенія свѣтила по уравненіямъ (57); вве- 

деоный же теперь уголъ ф = 180° — &. Рѣшая предыдущее ураішопіо отвосительпо 
Д, имѣемъ 

Д = В.ооз Ф соз2 ф — ~Вг + г2 

или 

р, зес р = В. соз Ф ± у г2 — В\зіп2 ф 

Подобво этому для второго и третьяго положенія свѣтила будомъ имѣть 

р\30сР'г= В*. СОЗ ф'±і/ ?л — Л'2. ЗІП1 ф' 

р".8оер"= В\соз У‘±\/г,і2—'ЛЛгіи1!?' 

полагая здѣсь 

(Ш) ^ = + /гг^ГвдГ5'п*? 

впесомъ величины р'. зос $' и р", веер" въ уравненіи (140} и тогда получимъ 

А. х' — В . Я", х" = N. В. зіп (Ь — а) — В'. зіп (V — а) 

+ ВиВ". зіп (I]' — а) — А . В', соз + Я" ИВ". соз Ф" 

Ш'. ж' ~С.х"=_ Я’В1. зіп (I/ — а'") — В'1, зіп (Ь" — а'") 

+ В'"В'". зіп (I'" — а'") — Я'ЯВ'. соз + СВ", соз ф" 

Пусть 
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! = *; 

В' 

в 
с = Л" 

В', соз Ф' + -д • зіч № — * ) = а' 

В", соз Г- Щ • зіп (В'~ а'") = а" 

Ъ'В». 0034'"+^ • зіп {В'— а ) = е' 

А"В1, соз У— — • зіп (В — а") = с" 
О 

(142) 

т В . /т В 
^зш(і—а) = й'? -д зіа {II1 — ~ 

(143) 

при ташъ означеніяхъ два предыдущій уравпеоія примутъ видъ 

х‘ = Л'У".я"+ N. &* — о! + Л", е' 

*"= ОТ.а' + а"+ . с" 

Такимъ образенъ если ноженъ считать величавы 27, 27', 27", 27'" извѣстными, или 
если ноженъ замѣвить ихъ такими функціями, которыя было бы удобно вычислять 
послѣдовательными приближеніями, то предыдущія два уравненія будутъ служить для 
опредѣленія двухъ неизвѣстныхъ х' и х'\ слѣдовательно и для опредѣлена искомыхъ 
разстояоій г' и г", 

17. По уравненіямъ (ПО) 

+ **=4[1 + '-ЭД 

Представляя рядами подобными рядамъ (107) координаты втораго и четвертаго по¬ 

ложенія по координатамъ третьяго положенія и принимая 

V * ь (*"' - *"); в0' = *(*'" —*0 

подобно предыдущему легко найденъ 

80'Ч ' бг"8 в0'Ч ^ 6г"3 \ 

Положимъ 

№ 
В' ' 

Принимая во внивавіе предыдущія выраженія В, 2У", N"\ икѣеиъ 

Р<~ 

Р"~ 

<2' = (В + Я» — 1) г'8 

<2"= (!?'+.№"— 1)г"8 

(144) 

1 Ѳ" (9 +е,)і 
0 ± Т 6г'8 ] 

ъ» 1 I 9 (Ѳ''+ 9'): 
1 т 6г'8 .! 
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или ограничиваясь членами второго порядка относительно Ѳ, Ѳг, 6", отсюда находивъ 

ѳ г, , ѳ»(ѳ + ѳ') 
"ей бг'Ѣ 

, е^-і-ер] 

6г'8 ] 

9 (Ѳ" -(- ѳот 
е»'8 ] 

Но такъ какъ б7 = в -(- 0", то 

(145) Р' = ^[1 

подобнымъ же образомъ найдемъ 

(146) 

. в''**] 

“1г~\ 

О3 - ел 
бг"«. ] 

Волѣе простую форму имѣютъ функціи & и Въ самомъ дѣлѣ ъпося въ ихъ пре- 

дыдущія выраженія вмѣсто Л', ]Я1\ ]ЯШ ихъ показанныя вышо формы, легко 

получимъ 

(147) 
0.0' 

2 5 

Посредством зтихъ четырехъ функцій Р", 0,\ <2"г вы замѣнимъ функціи 
Д 2ЯШ въ уравненіяхъ (143), Изъ выраженій (144) для этого имѣемъ 

(148) 
»"=—Мі+р-)і N=N".1" 

1 + Р' 

= Ч+(1+ІЭ; 

Ввося этн формы въ уравненія (143), получимъ 

* = 1 + р, [V. х"+ Р'. Л’ + с' ] - а’ 

(149) 

[і+й 
* = •'! + >/ № * + Р" с1"+ ^ ~ а" 

Если прибавимъ къ этому уравненія 

(150) г>8 = [а/1+ Р'*вт* <)/]’; г"» = [*"* + Ц',г віп* +"]* 

то будемъ нмѣть четыре уравненія для опредѣленія четырехъ иеизвѣстпыхъ величинъ: 

а/, х'\ г\ г*\ Что касается до величинъ Р', Р", <і\ <2”, то онв въ етомъ случаѣ 
предполагаются приближенно извѣстными по форманъ (145), (146) н (147). По такъ 
какъ въ вервомъ приближенія г' и г" суть совершенно неизвѣстныя величины, то 
выбравъ для вычисленія орбиты наблюденія расположенныя такимъ образомъ, чтобы 



промежутку времени, отдѣляющіе нхъ, были по возюжвости между собою равны, нрввемъ 

(151) 

вбо при сказанномъ условіи Ѳ — &"= Ѳ0', Ио в при такомъ допущеніи овредѣденіе 
неизвѣстныхъ изъ уравненія (149), (150) весьма затруднительно; а потому рѣшеніе 
необходимо выполнить послѣдовательными приближеніями. Положимъ въ уравненіяхъ 

(149) 

Р'.й' + с' 
і+Р' ~~ с°; 

Т".й"+с!'_ 

1 + Р" “ 0 * 

А' 

1 + Р 

А" 

1+Р 

-, = г 

; — Г 
(152) 

тогда эти уравненія примутъ видъ 

а,,=[1+Я[Ла:''+р'’']_а’ 

;Е"=[і+Я^'а;'+Со/' 

(153) 

Рѣшая эти уравненія, мы примемъ сначала <Ь{ = о и = о, тогда получимъ 

а' р.ѵ» + со' — а'; г" — /* *' + *о" — а" 

Опредѣляя изъ этихъ двухъ уравненій величины я' и я", находимъ 

* - Т=гТ> 

с0" + Г"..с0'—Г".а'~а" 

У-Г. Г 

(154) 

Имѣя т приближенныя величины х' и я", слѣдуетъ вычислить съ ними приближен¬ 
ныя величины г' и г". 

Если означимъ чревъ я' и я*" тѣ углы, подъ которыми видны съ планеты раз¬ 

стоянія земли отъ Солнца во время втораго в третьяго ваблюдеаія, то извѣстно, что 

Д'. зіп Ь' „ _ Д", зіп V* 
зіп я' ’ ” зіо е" (155) 

гдѣ &'= 180° — <К$ 8" = 180° — <|Л Внося эти величины г' и г" въ выраженія 
(141), получимъ 

я' — г', соз я" = соз 

Изъ сочетанія этихъ уравненій съ предыдущими легко находимъ 

іапк У = 
« Д'. зіп 5 

іап^ у" = 
Я* зіп 5" 

х’ - д;1 

Какъ скоро по выраженіямъ (154) найдены приближенныя величины я/ 

(156) 

я", то 



по 
еъ ши изъ послѣДпип выраженій найдутся У и посредствомъ которыхъ изъ 
уравпошй (155) могутъ бить вычислены г' и г". При помощи втихъ послѣднихъ, 

принимал = (2"=:найденъ болѣе точныя величины х' и я" по вы- 

ражсвіииъ (153), которыя можно представить въ видѣ 

,, _ * + ** а/ 

г(.+^ 

СА. 
Г 

(157) 

О" 
Г 1+5з 

Разсматривая прямолинейный треугольникъ заключающійся между центромъ 
Солнца и положеніями земли и планеты соотвѣтствующими времени втораго наблюде¬ 

нія и удерживая сдѣланныя означеиія, найдемъ 

(158) 
' Дг- 8Іц (*' 4» ФО 

віп г! 
< (ЮЗ і 

ибо Д' — р', сов р'. Подобнымъ же образомъ длл времени третьяго наблюденія будемъ 
имѣть 

(158*) 
„ Ин. 8іп (ги 4- ф") 

р" =-:---- СОЗ 
ш г 

// 

18. Чтобы имѣть вев величины входящія въ точпыя выраженія функцій Риф, 

опредѣлимъ радіусы векторы свѣтила, соотвѣтствующіе временамъ двухъ крайинхъ на¬ 

блюденій, и разности аргументовъ широты. Наиболѣе простое рѣшеніе этой задачи 
указано В. Ф. Гауссомъ и основываете л на слѣдующихъ соображошлхъ. 

Легко видѣть, что упомянутые радіусы векторы и раз пости н' — «, \і!и —и" 

будутъ пайдопы для данныхъ начальныхъ значеній Р, <2, ^ Л какъ скоро бу¬ 
детъ извѣстна разность и'1 — и'. Итакъ упомянутый вито вопросъ приводится 
къ опредѣленію разности аргументовъ широты, соотвѣтствующихъ времомамъ втораго 
и третьяго наблюденія. 

Предположимъ какъ прежде, что точки С* и <7' (фиг. 3) представляютъ собою 
геліоцентрическія положенія свѣтила, соотвѣтствующія временамъ втораго и третьяго 
наблюденія. Гсоцоптрическія мѣста свѣтила, соотвѣтствующія временамъ тѣхъ ж о на¬ 

блюденій, пусть находятся въ точныхъ Р' и В". Попятно, что при сдѣланныхъ те¬ 

перь озпачедіахъ В'С' — В''С" — а разность — и1 представляотся ду¬ 

гою (7С". По уравненіямъ (57*) легко вычисляются величины у', у", 5' и 5", при 
полощи этихъ послѣднихъ изъ уранпеній (58) легко находятся части треугольника 
А,АГ,В1 т. с. стороны ЛФІ АпІ> и уголъ е, Имѣя всо это, легко вычислимъ дуги 
В'В и В"Д ибо ВФ=АФ — Ѵ; ВФ**А"В-:ЬР. Если при данныхъ, 

начальныхъ значеніяхъ функцій Р и <2 пайдопы по изложенному выше способу У и я/;, 

то дуги С'В н С'Ф будутъ извѣстны, ибо С'Р = Р'РЦ-У; СпІ> = +я". 

Какъ скоро С'Д и уголъ е опредѣлены, то легко вычислить искомую разность 



111 

м" — и\ представляющуюся дугою Если положилъ С"Л = С; С”І> = С"; 

С'С" = и" — и1 = 2Д ДС'0" = ІУС^'О' = 180° — и/', то примѣняя къ 
рѣшенію треугольника 0'0"І) уравненія Гаусса, будемъ имѣть 

. . . ю" + ІѴ' с . С + 
8(іі {. 5ііі —^— = $1и ^ $іі] —^— 

. .. а/! + ^ ® . С — С; 
ЗЩ / . С08 -± = Сив 0 811! — * - - 

а & а 

- . хѵи — гѵ' . е С + С" 
СОВ (. 8]!1 -^-= 8! I) 2 СОВ —^ ““ 

— ^ 6 ( —Г 
Сов / . 008 --— = сов Й сов —-— 

а 6 а 

(159) 

Этими уравненіями и слѣдуетъ пользоваться для опредѣленія искомой величины 
цМ__ ^ 

[=—'е—. Если нѣтъ сомнѣнія касательно того въ какой четверти ложптъ уголъ 

то для нашей цѣли совершен но достаточно пользоваться только двумя первыми 
изъ приселенныхъ уравненій. 

Предполагая, что разность и" — п' отпмъ пріемомъ найдена, посмотримъ ка¬ 

кимъ образомъ могутъ быть вычислены попей величины г, г'", «'— и и пш — ?Л 
Если означимъ, какъ прежде, чрезъ п удвоенную плоишь треугольника заключаю¬ 

щуюся между радіусами векторами г\ >" и хордой соединяющей ихъ оконечности, то 
какъ извѣстно п = >-Ѵ'. зіп (и** — и'). Такимъ образомъ омдимъ, что п можетъ счи¬ 

таться извѣстной величиной. Мы положили 

// ’ пп п‘ 1 щ 

Первое и послѣднее изъ этихъ ныр;іжоній прямо даютъ 

IV'" =3 
п 

«о' 

и' 
и 
2Г 

н0" 
п 

2?;;; 

раздѣливъ же второе па первое и третье на четвертое, находимъ 

п' 
у»; 

По мы знаемъ, что 

п* = уг" . 8Іп (и" — «)> 

н,/'= /Vм. ьіи («гм — иО; 

, 2Г 
«о = дг пі'П 

и” = я*' . 8І ц (и1 —«) 

и0'вгѴ". зіп 

Внося эти лелнчшш вмѣстѣ съ величиною п въ выраженія 

п 
п 
Я7 

м* 
«о —- г.. 
*. ~ N 

и »о = 
№ 
2Ѵ" 

находимъ 
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г. зіо (и" — и ) = —у віп («" — и') 

гіг 
г* §іп (и'"— *') = ^ (*" “ #) 

г . яіп (»' — м ) = —^г- віп {и” — «') 

г'", яіп и") = 8Іп (*" - «') 

Сначала складывая, а потомъ вычитая оервое и третье уравненіе, находивъ 

г и'р — іЛ ,•’+/"*№ . и" —*■ . Г . , и” — м’1 
. 8)0 [и’ — мН-д—] = 

Г, , «" — «'1 
. С08 |у — м Н-2—] = 

—]= іГ-81п-—■- 

" — гЛ у' — т*\ №' «" — 

-г-\ = —1Г~С08—■- 

Поступая подобнымъ же обрааомъ со-вторымъ н четвертымъ изъ предыдущихъ урав* 

неній, им йенъ 

(160*) 

г'", яіп [^-1," + ^] = 

г>". соя [у" — м" ^ — 

«'' — и'] г" + г'.Ж1 . и1'—и' 
810- 

— м'І г'р_гГ|Лгр М"_„Р 

2 ] “ 2 

Уравнепія (160) служатъ для опредѣленія г ми'— и, по уравненіямъ же 
(160») вычисляются гт н и”1 — и". Что касается до входящихъ въ эти выражепія 
величавъ $г\ то ови во всякой гиоотезъ вычисляются оо формамъ 
(148). Такимъ образомъ рѣшается вопросъ, о которомъ мы говорили. 

Прежде чѣмъ перейдемъ къ вычисленію величавъ функцій Р', Р’;, Я1' 

служащихъ освовапіемъ второму приближенію, необходимо освободить положенія на¬ 

блюдаемаго свѣтила отъ той части аберраціи, которая объ условливается собственнымъ 
движеніомъ этого свѣтила. Чтобы выполнить это по правилу Гаусса, достаточно, какъ 
мы видѣли, изъ временъ наблюденій вычесть тѣ промежутка времени, которые упо¬ 

требляетъ свйтъ для достиженія отъ свѣтила къ землѣ. 8а единицу воѣхъ разстояній 
въ солнечной системѣ мы считаемъ среднюю величину разстоянія земли отъ Солица. 

Это разстояніе свѣтъ проходитъ въ 498", что составляетъ 0,005700 долей сутокъ. 

Вели назовемъ эту величину чрезъ Р\ то время употребляемое свѣтомъ для прохож¬ 

денія отъ свѣтила къ землѣ представится чрозъ или чрезъ Р\рзѳсР, гдѣ р 
и р имѣютъ тоже значеніе какъ выше, а Іод 1Р= 7.760523. Коли означимъ вре¬ 

мена четырохъ наблюденій представленныя въ суткахъ н доляхъ сутокъ чрезъ *0, и\ 

*о"> \ то должны будемъ считать 

ибо 
і = і0 — Рр. 80С [5; і" = ій" — Рр". вес (5" 

і’= V— Рр’.ж Р'; і"’= V"— Ррш. зес Р'" 

СлЬдовательио для вычисленія поправокъ отъ аберраціи необходимо гнать величины 



па 

р, д\ р", р"'. Двѣ среднія изъ анхъ въ какой угодоо гипотезѣ могутъ быть вычй- 

слевы ос выраженіямъ (158) п (158*). Такія же уравненія должвы быть взяты и для 
вычнедеоія двухъ крайвихъ значеній р, Въ самомъ дѣлѣ, какъ скоро г и г"' вычи¬ 

слены ос уравненіямъ (160) и (160*), то изъ уравненій 

В,т 5 Вп. зні 
—і-и г— —: гг— 

8Ш * $ш 
(162) 

иайдутся г ц Предполагается что 5 и Ьш для двухъ крайнихъ иаблюдошй аы- 

числены б о уравненіямъ (57). Имѣя г и опредѣлимъ р а р"; изъ уравоесій 

В, зіі) (* + Ф) 
81П * 

008 Р; ^(^+псв 
Г 8Ш *ш * ѵ ' 

гдѣ ф = 180° — 5; Ф"' — 180° — 8'”. 

19. Имѣя рядіусы векторы а разности аргументовъ широты, можно приступить 
къ вычислооію величинъ функцій В\ Р\ лежащихъ въ основаніи второй 
тютезы. 

Фупкцін Р\ ф'і Ри, <2" представляются выраженіями (144), а ботому ихъ 
можно привести къ виду 

Поступая съ этими выраженіями совершенно б сдобно тому какъ сдѣлали при выводѣ 
выражеоіи (09) и (72), найдемъ 

Р'в= 
0 у. б. 6''. гп 

0"’ ч’ п г ,• и” — и1 и” — и 
2трѴ. гг, соз -— • соз —^  

6 ш 
и' — и 

т 2 

р>' ь V. 
Я"= 

е.Об'.г"2 

6/ ч ’ „ . и"1—и" и"1—и’ 
щг\і>.гг".соз—2—•соз —2—* 

и" — и1 

С№ 2 

(164) 

гдѣ подъ цо' разумѣемъ отношен іо площади сектора, заключающагося между радіусами 
векторами г" и къ площади соотвѣтствующаго треугольника. Чтобы пользоваться 
этими выраженіями, оеобходимо предварительно вычислить величины отношеній ѵ}, У' 

и т](Л Для этого слѣдуетъ употребить тотъ же пріемъ, который показанъ для подо б* 

ной цѣли при вычисленіи орбитъ по тремъ наблюденіямъ. Отношенія ?| н У' должны 
быть вычислены по первой и третей системѣ уравпеній (83), а для оорсдЬлеоіл V 

подобно этому имѣемъ рядъ уравненій? 

іб 



ш 

(165) 

2 ѵ/г7Ѵ’'. соз 
и"' — м" 

Ѳ0' = к {("> — і"); соз у'" = 

О/ 

(г" + г’")8 соз3 у‘" ’ 

К" = = 
т 

І+^+б"' ’ 

ГЧ г1 

зт* 

Vй — 
соз у 

№ 

иг 

х'» = - Г" 
V* 

Чол(Ѵ-і) = ІѴ + «]*'" 

Замѣтимъ только, что въ разсматриваемомъ случаѣ въ первой в третей системѣ урав¬ 

неній (88) слѣдуетъ считать 

г= ' ” 2 

Опредѣливъ отношенія Ѵ> будемъ волноваться точными выражоніямн 
(104) для вычисленія фуикцій Р\ Т'\ (&". Величины этикъ послѣднихъ такимъ 
образокъ вайдешшл должиы служить основаніемъ новому приближенію, въ которомъ 
вшвѣстпыя $' и х" опродѣлятся изъ уравненій (157). 

Если радіусы векторы свѣтила опредѣлены послѣдовательными приближеніями 
съ яссласиою точностію, то вычисленіе элементовъ но радіусамъ векторамъ двухъ 
край шъ иоложоаШ свѣтила моясетъ быть выполнено тѣмъ способомъ, который нзло- 

жеиъ въ п° 8. 

20. Для поясненія изложенной теоріи на частиомъ примѣрѣ мы вычислимъ ор¬ 

биту малой планеты Еіріз (59) по наблюденіямъ произведеннымъ въ 18(38 іода въ 
Вѣнѣ, Парижѣ в Лейдеиѣ. Изъ этикъ паблюдоиіЛ выведены слѣдуюіи,Ія видимыя по¬ 

ложенія этой планеты 

ОТВДПВВ ВРЕКіІ. 

1868 года, Мая 18, Вѣка. . . 10* 33* 9' 

я 28, Лейденъ . 12 41 11 

Іюня 9, Парижъ , 11 43 37 

„ 19, Лейденъ . 10 55 51 

ЛВ( 59) 

17* 16”‘ 20*. 30 

17 8 20.12 

10 58 2.00 

16 49 33 .48 

Вссі. (59) 

— 10° 13' 58". 1 

— 9 44 11 .0 

— 9 20 37 .5 

— 9 13 1.5 

Обратимъ шонснія и ирлыыя восхожденія въ широты и долготы, освободивъ эти по¬ 

слѣднія отъ вліянія аберраціи, приведенъ ихъ къ сродному равиодонствно напала 
1868 года, приведенъ времена наблюденій къ Берлинскому мерндіапу н для найден¬ 

ныхъ моментовъ возмемъ ивъ Вегііпог Азбг. Лаіи-Ыісіі коордииаты Солнца, иакоиець 
эти послѣдвія замѣнимъ коордииатани фиктивныхъ мѣстъ наблюденія. Послѣ всего 
этого составится слѣдующія данныя для вычисловія орбиты 



115 

1868 года, Мая а Р і 

18.431471 258° 58’ 31". 05 і +12“ 48' 18".08 238° 8’ 46". 35 

28.553354 256 56 30 .23 +13 8 7 .62 і247 52 9.61 

40,519341 254 16 57 .42 +13 16 8 .59 І259 19 4.42 

50.480206 252 7 52 . 12 +13 9 2 .79 |268 49 47.25 

Іог В 

0.0052250 

0.0059737 

0.0066434 

0.0070119 

Здѣсь йодъ а п |Э мы разумѣемъ долготы н шпроты разсматриваемой плаиоты, а подъ 
Ь и 1о(у В геліоцентрическія долготы и логарлвны разстояній фиктивныхъ мѣстъ на¬ 

блюденія отъ Солнца. 

По этимъ даннымъ прежде всего изъ уравненія (57) находимъ для временъ 
иаблюдооШ 

у’ = 55° 57' 10". 44 

у"= 110 24 52 .66 

5=24° 18' Г'. 26 

8' = 15 55 6 .50 

8"= 14 10 84.44 

8'"= 21 8 19.88 

ф = 155° 41’ 58". 74 

ф' = 164 4 53 . 50 

ф"= 165 49 25 .56 

ф"'= 158 51 40 . 62 

Буквы безъ звачковъ относятся ко времени перваго наблюденія, съ однимъ значкомъ— 

ко врсиеои втораго наблюденія, съ двумя — третьяго и т. д. Хотя для вычяслонія 
8, 8"' и вводоиы широты двухъ крайнихъ паблюдсиій, но этими величинами 8 и 8'" 

мы будемъ пользоваться только для опредѣленіи поправокъ зависящихъ отъ аберраціи 
свѣтилъ имѣющихъ собственное движеніе, въ вычисленіе же орбиты величины 8 п 8’" 

по входятъ. 
Послѣ этого изъ уравшшій (58) находокъ 

А'В = 13° 2' 18". 46; Л"В = 11» 30’ 19". 12; е = 55° 32’ 32". 60 

Уравненія (139) и (142) въ разсматриваемомъ случаѣ даютъ 

І05 А = 8.5385291ы 
106-0 = 8.9010603,, 

Іок С= 8.5627591,, 

Іо.(у ѣ = 8.9120506* 

Іо? Ы — 0.3625312 

10е;4"= 0.3492915 

Въ первой гипотезѣ мы примамъ 

Р 

Въ иашонъ случаѣ 

11.965987 

V — і = 10.121883 

I"'—I"= 9.960865 

а1 = +4.6764187 

= + 2.4921088 

с' = — 2.4442273 

с" = — 4.2411161 

І06 (V = 1.0176349 

Іое сѴ= 0,9026457 

І08 Р' = 0.0726872 

Іое Р"= 0.0796514 

При помощи этого изъ уравненій (152) находимъ 

І08 Со' = 0,6553186 108 (’ = 0.0236387 

1о$ с0"= 0.3864416 Іо? і"= 0.0066124 
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Имѣя это1 примемъ сначала Я' = 0 и ф" = 0 о вычисляя поэтому х' и х" по вы¬ 

раженіямъ (154) имѣемъ 

Іо? хх = 0.4746371 Іо? .т" = 0.4729343 

посредствомъ этихъ приближенныхъ величинъ х‘ и х” изъ уравненій (156) п (155), 

находпмъ 

*' =г 5° 19' 32". 8 Іо? ѵ‘ = 0.4765160 

*"= 4 47 3.5 Іо? г"= 0.4744501 

Найдя эти величины г' и г”, можемъ опредѣлить болѣе точныя значенія х' и %’ 

по уравпоиіямъ (157). Въ первой гипотезѣ слѣдуетъ вычислить Я1 и Я" по выра¬ 

женіямъ (147), которил въ пашоагь случаѣ даютъ 

Іо? Я' = 8 2533420; Іо? вм = 8.2403784 

а потопу изъ выраженій (157) находимъ 

Іо? я’ = 0.4565589; Іо? хи = 0.4550418 

Бри помощи этихъ величинъ изъ уравненій (155) и (156) получаемъ 

*' = 5° 33' 2". 75 Іо? г' = 0.4586003 

2“ =4 59 4.35 Іо?*•''= 0.4560869 

Такъ какъ зпачеоія Іо? г' и Іо? г" еще значительно разнятся отъ предыдущихъ, то 
съ послѣдними еще разъ вычислимъ величины х' п х1 но урапосиіпмъ (157), нс при 
этомъ будемъ пользоваться предыдущими величинами 1о?<2! и 1о?фм. Такимъ обра¬ 

зовъ паходнмъ 

Іо? хг = 0.4541797; Іо? я" = 0,4526866 

а съ ними изъ уравішій (155) и (156) скова выводимъ 

*' = 5° 34' 5Г;. 83; Іо? г1 = 0.4562436 

*"= 5 0 41.41; Іо?г"= 0.4543501 

Такъ какъ эти величины уже мало разнятся отъ предыдущихъ, то иайдешгш вели¬ 

чины Іо??*1 и Іо?г" для первой гипотезы будемъ считать достаточно тоыки и пе¬ 

рейдемъ къ вычисленію радіусовъ векторовъ двухъ крайнихъ положеній. Для этого, 
пользуясь выше найденными величинами, составляемъ 

ѢЧ> = Л’В — 5' = — 2й 52' 48". 04 ; В’В + 4 = С =г. 2* 42' 3". 79 

3"І):=Л"І> — 5"= — 2 40 15,32; == <"= 2 20 20.09 

имѣя это п ломил что € = 55° 32' 32". 60, по первымъ двумъ изъ уравненій (159) 
ваходимъ 

— ѵ! = 2{ = 2° 22' 12". 28 

Далѣе по выраженіямъ (148) вычисляемъ 

1о?2У"= 9.6614403 Іо? № = 9.6570527 

Іо? N = 9.7341275 Іо? 2^"'= 9.7373041 
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при помощи этихъ величинъ изъ уравненій (160) и (160*) находимъ 

и' _ # = і® 59' 19". 65 ; ~ хС = 1° 59' 19ѵ. 63 

Іое г = 0.4578004; Ъ§ /" = 0.4527300 

Чтобы имѣть все необходимое для составленія величинъ Р\ Р'\ слу¬ 

жащихъ основаніемъ второй гипотезы, вычислимъ прежде всего поправки временъ на¬ 

блюденій, зависящія отъ аберраціи свѣтилъ имѣющихъ собственное движеніе. Вычи¬ 

сляя БО выраженіямъ 

зі п г *= 
Л, зіп$ 

ЗІП 2'" = 

углы г и гдля двухъ крайнихъ наблюденій, имѣемъ 

г = 8° 20' 45м. 37; = 7° 25' 28". 91 

а потому помвя, что Д = р,$ссѲ по выраженіямъ (158), (158*) и имъ подобнымъ 
для двухъ крайнихъ наблюденій находимъ 

Іое А = 0.28254; Іое А' = 0.27200; 

Слѣдовательно принимая Іое Т? = 7.76052 

депій п самыя псиравлепныя времена суть 

и = 0 011042 

Д*' = 0.010778 

ДГ= 0.010666 

ДГ= 0 010742 

Посредствомъ этого составляемъ 

|о§ А" = 0.26750; Іо* А'" = 0.27056 

выводинъ, что поправки временъ наблю- 

і = 18.420429 

V = 28.542570 

= 40.508675 

50.469464 

10*6 = 9.3135340; 1о( 9" = 9.2408540; Іо? О0' = 9.2338751 

Затѣмъ по уравненіямъ (165) и имъ подобнымъ находимъ 

1о&ш = 6.3583660; Іое *»" = 6.2077479; Іое т0' *= 0.2042352 

Іо* к = 6.4374911; Іое Л" = 6.2868896; Іо? й0' = 6.2833769 

Іо? Ч = 0.0001320; Іо? = 0.0000934; Іое V — 0.0000926 

Имѣя всо это и помня, что и"—и=и"—и'+и'—и, и(=иіп——іі\ 

но выраженіямъ (164) легко составляемъ 

Юе Р' = 0.0726414; Іое Рм = 0.0796195 

Іое Я' = 8.2539419; Іо; <Іи = 8.2463531 

Эти величины мы примемъ за осповаміе второй гипотезы и съ ншш приступимъ къ 
вычисленію радіусовъ вокторовъ и разностей истинныхъ аномалій во второмъ при¬ 

ближеніи. 

При помощи найденныхъ велпчипъ функціи Р’ н Р" нэъ уравненій (152) на¬ 

ходимъ прежде всего 

Іое Со1 = 0.0552864; Іое Г = 0.0236636 

Юе с/= 0.3864017; Іое Г= 0.0066297 
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Посредствомъ этихъ величинъ, а также функцій ($', <2" и радіусовъ вокторовъ двухъ 
среднихъ иоложевій изъ уравиеш'й (157) вычисляемъ 

106^ = 0.4544074; Юе х" = 0.4529120 

а изъ уравненій (155) в (156) находимъ 

/ = 5° 34' 41». 37; г" = 5° 0' 32». 10 

Іое г1 = 0.4564690; Юе г" = 0.4545737 

Послѣ чего заключаемъ, что въ этомъ второмъ приближеніи 

V = 2° 41' 53». 33; С' = 2° 20' 16». 78 

съ помощію этихъ величинъ по первымъ двумъ изъ уравненій (159) получаемъ 

2° 22' 3» 02 

Далѣе изъ уравненій (148) и уравненій (160), (160*) находимъ 

іое №'= 9.6614657; іое Л" = 9.6576700 

Юе 27 = 9.7341071; іое 2Р*= 9.7872805 

у'~м= 14 59' 12».01 н"‘ — и"— 1° 59' 12».46 

іое *■ = 0.4580253 1о| *■'" = 0.4529518 

Имѣя все это, изъ уравненій (165) и имъ подобныхъ, получаемъ 

Іое т= 6.3576919; Іое «»”= 6.2070726; Іое »»" — 6.2035086 

Іое 7і = 6.4368170 ; Юе Ъ» = 6.2862142; Юе/*'»= 0.2827Ю1 

Іое і} = 0.0001319 ; Іое і)” = 0.0000932; іое V = 0.0000925 

Наконецъ уравосиіл (164) даютъ 

іое Р' = 0.0726413 іое (2' = 8.2539434 

іое Р»= 0.0796195 іое <2»= 8.2403528 

Эти величию столь мало разпятся отъ предыдущихъ, что дальнѣйшія приближенія 
можно считать даіштими. Приписал ото во вниманіе,, мы перейдемъ къ вычисленію 
элемеитовъ. 

По пайдеишмъ разностямъ аргументовъ широты заключаемъ, что разность со¬ 

отвѣтствующая двумъ крайнимъ наблюденіямъ есть к»' — и = 6° 20' 27». 37; по 
этой разности и прй помощи радіусовъ векторовъ двухъ крайнихъ положеній изъ урав¬ 

неній подобныхъ по виду уравненіямъ (165) вычисляемъ 

№е »= 7.2152830; Іое I = 6.8893449 ; . Юе П = 7,2940106 

іое т]= 0.0009463 ; Юе а? = 6.9341221 

а слѣдоваШьио по второму изъ уравненій (81) въ атомъ случаѣ имѣемъ 

<7 = 3° 21' 34». 234 

здѣсь подъ д мы разумѣемъ полу разность эксцоптрпчеекпхъ аномалій соотвѣтствую- 
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щихъ временамъ двухъ крайнихъ наблюденій. Такъ какъ въ иашомъ случаѣ 

^=- = /•=3° 10' 14". 045 
6і 

то 

= 3° 15' 54". 139; = — 0е 5' 40". 094 
2 3 

Имѣя это1 изъ уравненія 
4 _ 

|/^=Ьаиё(45“ + <И 

и уравиоиій (93), (94), (95) и (96) примѣненныхъ къ двуиъ крайнимъ наблюденіямъ 
находимъ 

2^ = — 0° 10' 2", 44; ср = 6° 43' 53". 44 

Е = 237 37 24.35; Іо? а = 0.4333813 

О = 243 29 4 . 55; ц = 794". 2085 

Здѣсь подъ р. разумѣемъ сроднее суточное движепіе плаисты. Такъ какъ 

ѵ = Е— Г; Е — О — у 

то въ нашемъ случаѣ 

& = 240» 7' 30". 32; ѵ = 234° 27' 10" 31 

Еш= 246 50 38.78; г>'"= 240 47 38.39 

При помощи иайдеииыхъ эксцентрическихъ аномалій вычисляемъ для временъ двухъ 
крайнихъ наблюденій средній аномаліи и иаходимъ 

Ж = 245° 56' 55". 19 ; Ж'" = 253° 1' 8" 69 

Примемъ за эпоху 1,0 Мая 1868 года ср. Берл. вр., тогда вычисляя по этимъ двуиъ 
среднимъ аномаліямъ элементъ АГ0, получаемъ 

Жо = 242» 6' 19". 74; Ж<> = 242° 6' 19". 63 

Остается вычислить элементы, опредѣляющіе собою положеніе плоскости орбиты въ 
пространствѣ. 

Пользуясь тѣми величинами С Д С", которыя мы нашли во второй гипотезѣ, 

изъ уравненій (98) цримѣпеиныхъ къ двумъ среди пнъ иоложеліяыъ свѣтила легко 
получаемъ 

го' = 54° 30' 55". 53; го" = 110° 0' 44". 71 

Внесемъ во вторыя части уравненій (99) вмѣсто го} ? и у ихъ величиоы относящіяся 
ко второму положенію свѣтила и легко найдемъ 

«' = 83° 22' 29", 02 

Ь' = 77 28 1 . 74 

і = 8 36 39 ,54 
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Такъ какъ 0 = V — то въ пашемъ случаѣ 

О = 170° 24' 7''. 87 

гдѣ, какъ прежде, подъ V разумѣемъ долготу земли соотвѣтствующую времени вто¬ 

ра го наблгодепія, а подъ Ѳ долготу восходящаго узла орбиты. Ми пашли уже истин¬ 

ную аномалію свѣтила соотвѣтствующую времени перваго наблюденія. Истинная ано¬ 

малія соотвѣтствующая времени втораго наблюденія можетъ быть продставлопа въ 
видѣ ѵ1 = ѵ -[- (и1 — м), гдѣ «'— и ость найденная выше разность аргументовъ 
широты соотвѣтствующихъ времени втораго и перваго наблюденія; поэтому въ на¬ 

шемъ случаѣ 

і/ = 236° 26' 22". 92 

Такъ какъ разстояніе перигелія отъ узла о> = «' — ?>, то для вычисляемой орбиты 

ь> = 206° 56' 6". 10; % = 17° 20' 13". 97 

водъ іс ми разумѣемъ здѣсь долготу перигелія. И такъ мы пашли теперь слѣдующую 
систему элементовъ орбиты планеты Еірів: 

1868, Мая 1,0 ср. верл. вр. 

Ж0=242° 6' 19". 68 | 

те= 17 20 13 .97 

0= 170 24 7 87 ср‘ ГАША* 1868.0. 

?= 8 36 39 .54 \ 
<? = 6 43 53 .44 

(і= 794" 2085 

Надо однако замѣтить, что дѣйствительная необходимость вычислять орбиту ио 
четыремъ геоцентрическимъ наблюденіямъ на практикѣ представляется весьма рѣдко. 
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Опредѣленіе параболичеснихъ кометныхъ орбитъ по тремъ наблюденіямъ. 

21. За немногими исключеніями пометы движутся въ орбитахъ по формѣ мало 
отличныхъ отъ параболъ, поэтому въ большивствѣ случаевъ вычисленіе кометныхъ 
орбитъ можетъ быть выполняемо въ томъ оредполоясеніи, что эксцентриситетъ опи¬ 

сываемаго свѣтиломъ коническаго сѣченія равенъ единицѣ. Такимъ допущеніемъ зна¬ 

чительно упрощается вычисленіе элементовъ орбиты по тремъ наблюденіямъ. Ольберсъ, 

чтобы достмгвуть возможпо большей простоты вычисленія, принимаетъ отношеніе оло- 

щадей треугольниковъ, составленныхъ изъ радіусовъ векторовъ в хордъ, равнымъ 
отношенію площадей соотвѣтствующихъ секторовъ, по понятие, что такое допущеніе 
близко къ истинѣ только тогда, когда наблюденія, взятыя для вычисленія орбиты, 

отдѣлены одно отъ другаго незначительными промежутками времени и когда геліоцеп* 

трическое движеніе свѣтила ис велико. 

Беле въ толідествеллоыъ уравненіи (35) примемъ 

а = О + ѵ; $ = ѵ'; у = С -{-ѵп 

давая величинамъ О, ѵ, ѵ\ ѵ" тѣ значенія, которыя онѣ имѣютъ въ уравненіяхъ 
(137), то получимъ 

О = $іп(0+ ѵ)$іп (ѵп — ѵ0— зіп(О+І?0 №*— ѵ) + зт{С+*;0 $іп (*/— ѵ) 

умноживъ это уравненіе па с.г г1 »*", приведемъ его къ виду 

п . 2 — п\2* + п". 2й = О 

гдѣ подъ пу п\ пп разумѣемъ площади извѣстныхъ треугольниковъ, а подъ я, я\ я", 

координаты кометы соотвѣтствующія вромеоамъ трехъ наблюденій и считаемыя оо 
оси 2 той системы, въ которой за плоскость ху приоята эклиптика, ось х направ¬ 

лена въ точку весенняго равноденствія и начало координатъ находится въ центрѣ 
Солвца. Такимъ образомъ если прибавимъ къ предыдущему уравнение два оервыя изъ 
уравпоиій (138), то будемъ имѣть три уравненія вида 

п.х — п1.х' 4* п,(.а/' = О 

п. у — я', у* + п". у" = О 

п, 2 — У п1'. ги = О 
із 
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Будемъ пользоваться этими уравненіями для опредѣленія отиошеиіл одного изъ раз¬ 

стояній кометы отъ земли къ другому. 

Мы видѣли, что лилейныя геліоцентрическія коордицаты свѣтила могутъ быть 
представлеиы въ формахъ показанныхъ па стр, 105; этими выраженіями мы будемъ 
пользоваться и теперь, только замѣнимъ въ иихъ долготы земли долготами Солнца, 

Бели означимъ долготу Солнца чрезъ X, а соотвѣтствующую ей долготу земли какъ 

прежде чрезъ і, то Х=і + 180л, поэтому отъ введенія X упомянутыя выраженія 
примутъ видъ 

х = р. соз а — В. соз X 

(166) у =: р. зіп а — Д. зіи X 

в = р. Іап? [3 

Ввосв такого вида выражеиія коордииатъ ві» предыдущія осиовныя уравненія, получилъ 

п [р. соз а — Д. со$ X] — п' [р'. со$ о! — IV. соз X'] и" [р'\ соз а" — Д". Соз X"] = О 

» [р .зіп а — Л .зіи X] — п'[р'. зіп а'— IV. $іпX']-|-?*" [р", зіп а" — Д" зіп Х"] = 0 

п. р, Іапв Р — р'« Іапв 0' + н". р". Іапв Р" = О 

Бели умепьшнмъ всѣ углы считаемые въ плоскости эклиптики на уголъ X', то 
второе изъ предыдущихъ уравпсніЛ представится въ видѣ 

«[р.зіп (а-Х'}-Д.зігі (Х-Х')]-?і/.р'.зіи{а/-Х/)-и^[р,/.8Іп(а',-Х/) -Д", зіп (Х"-Х')]=0 

Исключая р; между этимъ уравненіемъ и послѣднимъ изъ предыдущихъ, легко получимъ 

пИ. р" [Іап& |3', зіп (а"— X') — игф 6". 8ііі (а' — X')] 

+ п ч р [Ілпе Р'. зіп {а — X') — іапв Р , зіп {а' — X')] 

— п.Д.іыщ Р',зіп {X — X') — пг,.Дп. (айв Р'. зіп {X" — V} — О 

откуда 

„_ п Мап| р', зіп (а —- V) — іап? р. зіп (а' — X') 
^ * п1* [^ІаиВ Р"« зіп (а' — X') — (ап? р'. зіп (а" — V). 

, ипеР'гп.д.зіп(ѵ — х) —ілд^зш (х/; —хр' 
п" [ыів Р" зіп {а;— X') — іаив Р'. зіп (а" — X') 

Возмемъ въ послѣднемъ членѣ общимъ ыпожцтолсмъ величину Д. зіп (X' — X) и 
положимъ для краткости 

(167} 

тогда 

^ = іапб Р'« зіп (а — X') — банк _Р. зіп {а' — X') 
* Ьаив Р'\ зіп (а' — Ю — (ап; Р'. 8іп (а" — V) 

(168) р" 
,_Д. Іапв зіп (X' - X) Г_^ 

пи ' 9 ІапвР". зіп(а'-Ѵ)-Іанв^ зіи (а''-Ѵ) п" 

Д'.зіп^-Х') 

Д. зіп (Х'-Х) 

Озиачиыъ чрезъ и «У" удвосипыя площади треугольниковъ составлсплыхъ въ зем- 



123 

ной орбитѣ радіусами векторами втораго и третьяго положенія земли и хордою сое¬ 

диняющею эти воложенія, а также радіусами векторами перваго и втораго положенія 
и соотвѣтствующею хордою, тогда 

N = Л'Д". зіп (і" — Ѵ)\ 2Г" = ДД'.віп (і' — X) 

вводя сюда долготы Солнца вмѣсто долготъ земли, получимъ 

N = Д'Д”. зіп (X" — У); 2Г" = ДД’. зіп (X' — X) 

откуда 

N Д\ зіп (X" — Х;; 

Ш" Д.аш(Х' — X) 

По этому выраженію (168) можво дать видъ 

р',-"«"'Ж;р + іапгР" 
Д.ЪпуУ.яіпЕ’-Х) Гм .У] 

. зіп (&' — V) — іап? р* 8ш (а" — V) [«" 2/"] 

Вели примемъ, что отношеніе площадей треугольниковъ равно отношенію пло¬ 

щадей секторовъ, то по первому закону Кеплера можемъ считать 

п _ і" — V 

и" і1 — {' ' 2Г* — і* — і 

а потону при сдѣлало омъ допущеніи послѣдній членъ предыдущаго уравненія обра¬ 

щается въ пуль и остальное принимаетъ видъ 

(170) 

22. Пользуясь этимъ выраженіемъ, представимъ радіусы векторы кометы въ пер¬ 

вомъ и третьемъ ея положеніи, а также хорду к соединяющую эти положенія въ за¬ 

висимости отъ р. 

Мы знаемъ что вообще 

ѵ* = хг + уг + г'1) г"2 = #"2 + у"2 + 

V = <*" - ГГ)2 + (у" - у)г + (*" - *)* 

Представляя геліоцоитрическія координаты третьяго положепія кометы въ формахъ 
подобныхъ формамъ (166), имѣемъ 

= р". сов а" — Д". сов X" 

у" = р".8іп а'г — Д". зіп V* 

в" = р'Мап* (*" 

Если положимъ 

^~М = М’ (171) 
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то 
р" = Ж'р 

а потону предыдущимъ выраженіямъ коордиватъ можно дать видъ 

а/' = Мр. т а" — В ѵ, соз X" 

уЧ д// р діц а" _ д ѵ діи х" 

*" = М',р.Ьаид р" 

Обращая вниманіе па выраженія (166), легко оаіодинъ 

г2 — рй + ?*• ^аи8а Р + — 2рВ. со$ (а — X) 

или 

,,3== Шг”р + ві — 2РЙ- 008 (а — х) 

Подобнымъ же обравоыъ выводокъ 

М* р* 
г,я- СОЗ2 [3" 

+ В,п — Ш'ѵВ". соз (а" — X") 

Пусть 

(172) соз <| = соз р. соз (X — а); соз у* = соз р", соз (X" — а") 

тогда 

«•2 = -^ + Лг —2Д.р 
соз2 (3 1 Г СОЗ |3 

Предавая н вычитая во второй части уравиеаія по В?, сиз* ^ изъ предыдущаго по¬ 
лучивъ 

соз ф 

Подобоыыъ же образомъ оабдемъ 

Ті 

Приникая 

(173) 

.5і_-н"-ад^і +В’п.*ѵѵ 

В1', соз X" — В. соз X = д. соз О 

В'\ зга X'' — В. віи X = у, $іп О 

х"— х = Ж'р. соз а" — р, соз а — д. соз О 

у" — у = М'р. зіп а" — р, зги а — у, зіи (* 

*" — * = М'р, іапе (Эг/— р, Ьапе (5 

легко составимъ 
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Пусть 

тогда 

а потому 

Пусть 

тогда 

Ж'р,со8 а" — р, сое а — р й. соэ 2. 008 Й 

Ж'р. 8ІП сс" — р. 8ІП « = Р и. 008 ?. 8ІП К 

Ж'р, іапд $“ — ріапд (3 = р к, эш С 

л/' — Ж — р Й.С08 С08 В— соз Ѳ 

у11 — у =п р й , СОЗ $ . 8І11 В — д . 8111 Ѳ 

— * — р и . 8ІИ с 

к2 = р27і2 — 2д йр. соз ?. соз (бг — Л) + 0* 

008 ;. СОЗ (Ѳ — Н) = С08 9 

й2 = [й. р — д. со8 <р]2 + дг. 8ііі2 <? 

Исли положимъ еще 

</, 8ІЛ 9 = А; Л, аш ф — Л; Л", зіп 4" “ 13" 

и — р.7і — .соэ « 

то 

к2 = %р + 

М + 9 * С08 ф 
•-0-—-В , С08 <} 

„»/а_ 

Й. С08 ? 

ГЖ' (п+ <7. соз ф) 
— В". 008 Ф' +5 //2 

(174) 

(175) 

(176) 

к. С08 р" 

Положимъ накооецъ здѣсь 

й.еовР = Л ~м< ~ ^ 

д. со8 <? — /. Л.С08 ф = с (177) 

д, соз <р — <У'— с" 

и представляя три неизвѣстныя Тішяішы г, г" и 7г въ функціи четвертой и, лолутаиъ 

А2 = «»4- А5 

ад + с' 

/' 
+ Ба (178) 

.да_ 

Такимъ образомъ для опредѣленія четырехъ неизвѣстныхъ шишъ мы имѣейъ три 
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уранвенія, по чтобы получить необходимое число уравненій, мы прибавимъ къ этилъ 
тремъ четвертое^ извѣствоо подъ именемъ уравненія Ламберта. 

Не приступая къ рѣшенію упомянутыхъ сейчасъ уравненій, покажемъ тѣ вира* 
женія, посредствомъ которыхъ удобнѣе всего опредѣлить величины (?, А, В и {;. 

Дли вычислен!л д \\ & служатъ уравненіи (173), история примутъ болѣе оро* 
стой видъ, сели перенесемъ начало всѣхъ угловъ па уголъ X; въ самомъ дѣлѣ вы¬ 
читая изъ вевхъ угловъ, входящихъ въ эти урависпія, величину X, приведемъ эти 
уравненіе къ виду 

Дн. соз (X" — X) — В = д. соз (<? — X) 

(179^ В ”. віп (V' — X) = д. зіп (<? — X) 

Этими уравненіями и будемъ пользоваться для вычисленія д и Ѳ. 
Сокративъ уравненія (174) па р, получимъ 

Мсоз а." — соз а — А, соз С, соз Н 

(180) М\ зіп а" — віи а =г А. соз С. зіп II 

Ж\ ѣапв рЙ — іапе |3 = А, зіп С 

Умноживъ первое изъ этихъ ураннеоій на зіп а\ второе на соз а", вычтемъ перлов 
произведеніе изъ нтораго, а потомъ умножимъ первоо уравненіе на соз а", второе іш 
зіп а" и -произведенія сложимъ; послѣ всего этого получимъ два уравненія 

зіп (а" — а) = А. соз С. зіп (И — а") 

М1 — соз (а'' — а) = А. соз С, соз (ЯГ — а") 

Которыя вмѣстѣ съ послѣднимъ изъ уравлепій (180) будутъ служить для опредѣле¬ 
нія Ь, Си Н. 

23, Для оо редѣленія разстояній кометы отъ земли пли Со лида мы должны 
пользоваться уравненіями (178), прибавивъ къ нимъ четвертое уравненіе. Это по¬ 
слѣднее легко можетъ быть получено изъ уравненія Эйлера. 

Извѣстно, что разложеніе дуги 8 по ся синусу представляется въ видѣ 

или 

8 = ЗІП # + 
1 8ІП$* ЗІП5 8 + іэ*** Ы I 

2.4.0 
віп’* 

7 ' + 

2 — ЗІП 2 ~ 
$іня г 
1.2.9 [ З2 яііі2 г . З2. 5. зіп* г 

4.5 ' ТЛГТ"‘ + 

Примемъ, какъ это сдѣлали при выводѣ уравненія Эйлера 

а — Ь 
соя г —- 

« 

гдѣ 

2 
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п подъ а разумѣемъ большую □ олуось о омываемаго коническаго сѣченія. Тогда 

. 2 2 й Л 
«иг & = — 1 — ? 

а \ $ 

Слѣдовательно 

8Ш % 
2/А Л Й 8Ш-г — ( — 1 — - 
я 1 \ 2 а 

,3 - 

поэтому 

1 /2/ЛѴ, п V1 Г. , З2 /2/Д ( 
г — яш г = -- 1 --1 1 — л 1 т т~г (” И 1 — 

Ъ \ а/ \ 2а/ I 1 4.5 \ а/ \ 

подобнымъ ;ке образомъ 

гдѣ 

З2. 5 /27Л" / 1, \а 
4.6.7 Ія/ И" 2а) ^ 

\+ж (Щі-л 
1 4(5и/\ 2 а 

+<^№-*У+ 2й/ 

У 
+ г" + /> 

Впося эти выраженія разностей д"— зіп и е — зіп г въ ураннѳиіѳ Эйлера пред- 

ставленное въ формѣ (118;, легко получимъ 

Для параболы а = со, а потому для этой кривой уравненіе Эйлера оршпшаетъ видъ 

б б 

или 

Ш{і"-і) = {2дІ-{2КГ 

гдѣ оодъ К разумѣемъ Гауссову постояипую величину. Такъ какъ ио нашему означенію 

2д = г ѵ** + Ь; 27і = г -\- г'' — й 

то предыдущее уравненіе представляется также въ видѣ 
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(182) 6 К (і" — і) — [г + г" + 4]* — [г + г" — 4]* 

въ к от ороиъ оио извѣстио подъ шгоггомъ уравоспія Ламберта. 

Если прибавимъ это уравненіе къ громъ уравненіямъ (178), то будемъ имѣть 
четыре уравненія необходимыя для опредѣленія четырехъ неизвѣстныхъ величинъ г, 

г", к и и, 

Если подставимъ въ уравненіе Ламберта вмѣсто г, г" и к величины взятия 
изъ выраженій (178), то получимъ уравненіе содержащее только одну неизвѣстную 
величину и. Хотя га уравненіе и будетъ алгебраическое, по степень его будетъ 
весьма высока, поэтому для опредѣленія азъ пего неизвѣстной величины и трудно 
будетъ употреблять общіе пріемы, существующіе для рѣшенія численныхъ уравненій; 

гораздо проще опредѣлить изъ о ого неизвѣстную какимъ либо искуствопиымъ пріе¬ 

момъ. По большой части уравпеоіе Ламберта рѣшается пробами. Дается обыкновенно 
вслвчноѣ іс какое либо произвольное значеніе и при помощи этого послѣдняго вычи¬ 

сляются величины г, И и к по уравненіямъ (178). Значенія г, г,! к к вычисленныя 
такимъ образомъ вносятся въ уравненіе Ламберта и стсоспь точности, съ которою 
удоилотворяется это уравненіе в ай донными величинами г, г" и к покажетъ сколь 
вѣрно выбраоо в каченіе и. Такъ какъ кометы открываются по большей части въ то 
время, когда находятся между орбитами Марса и земли, то Ольберсъ предлагаетъ 
начинать рѣшеніе Ламбертова уравненія съ той величины и, которая соотвѣтствуетъ 
?*4-г" = 2. Но трудно однако показать болѣе точное зпачошс %ъ. 

Положимъ для краткости г +*,//== $. Тогда уравлопіо Ламберта приметъ видъ 

6 к(ѵ* = -ь $ — и—Ъ? 
но 

а 3 оі 
($ — й)3 = 5* — | Л 

Слѣдовательно 

или 

2Я«''-*)=в*4-Л 

•.4 I 3 
* ^ 2.4.6 

3 -і І.ъ 3 
3.4 8' * 2.4.6 

1.8.3.5 
' 4 Гб"."8 ]"0 

Я 1.8.В - 68./„ 
4.13.8. 10 

8 ?4* + 

Раздѣливъ все это выраженіе иа а2, получивъ 

2К{і"—і) _ А ■_1/АѴ»_1.8^6 /4у 

і $ 4.6 \&) 4. б". 8,10 \а) 

Ограничиваясь первымъ члеоомъ разложенія, получимъ 

2 К(і"—і) , 

Ѵз 
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Пусть для краткости 2К(Ѵ*— і)— Т} тогда 

Т*=к*(г + г’Г) (183) 

Мы видѣли, что г, г" и к могутъ быть между прочимъ представлены въ формѣ 

,л=Г^ + Ііг_2Л? 555-1 
СОЗ* Р 1 ^ С08 Р 

|,'/2_ . д/4_ 0 7>»ПГ*л -05 ^'! 

’ м 2" ЗІ9Шр 

1* = ргк* — 2^/і . р. со$ ?. соз (& — Щ д1 

Такъ какъ эксцентриситетъ зсмиоВ орбиты малъ, то воженъ принять і? = 1 и Лм~1. 

Кромѣ того величины 

+ —-• 
**С08 Р ^ СОЗ* Р * 

ппги***" ■ **<?* 
М 9 **$""*" СОВ2Р" 

по большей части малы, а потому предыдущія выражопія г и г,! могутъ быть разло¬ 

жены въ ряды по степеоямъ этихъ малыхъ величинъ; ограничиваясь первыми степе¬ 

нями этихъ послѣднихъ, примемъ 

. _ Г соз ^  р* 

1 9тР 2соз*р 
;; и,™*; 

соз р1 2 тл р' 

а потому если положимъ для краткости 

— 2д к. со* С. соз (<г — Н) = N 

то уравпепіо (183) ородстанптся въ видѣ 

2<г=п% о2—N р-Ь о2] 9 — (*°* ^ +М1 ( -І-- 4- ——^ I |./і.р іѴ.р 1-9\\~ \т^м в08рѴР ^ \№г?^ №гр0 2 

Вмѣсто чего можно принять 

м .. . »г . I .л—ТЧ, , /Сбяф , ш-Пр / 1 , ЛГ*\р' 

Положимъ здѣсь 
/712 

у„^[5!М+2И.«Ц;]=(г. (18! 
4 СОЗ Р СОВ Р ' 

Тг Т 1 Ма ' /Р г і_ _ _ 4, ш — и> 
А + 8 |ша|И сов*?11 

тогда предыдущее уравненіе приметъ видъ 

Н\ р* -К <?'. р = Г' 
17 
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откуда 

Р 
О' 

2Я’ 
12 
Н1 

удерживая ворхаій званъ, предстаншіъ это въ видѣ 

лГТ_лГ 
- 2Я' ' ' Я1 ' 

■1 2 
_-4-1 

ІНЛ р, Т 

Пусть 

088) -^У^^Ыпвв 

тогда 

2Я' ^ 8іп О 

что представляется въ видѣ 

1 

віи Ь 

влв 

(187) 

По большей чаете эта величина р весьма близка къ нстиооой. Во всякомъ случаѣ 
танинъ выраженіемъ ея можоо пользоваться съ большою выгодою прв рѣшеніи про* 

ба л и уравоевія Ламберта. Замѣтимъ одиако, что при вимислопін р посредствомъ лы- 

ражевіп (184), (185), (186) е (187) слѣдуетъ пользоваться но болѣе какъ лятп- 

зиачдинп логареомамо. Какъ скоро р такимъ образомъ будетъ пай депо, то съ винъ 
по третьему взъ уравооыій (176) опредѣлится и и затѣмъ бо выраженіямъ (178) 

найдутся соотвѣтствующія вел вчини г, ти и 7;. Такъ какъ паГі дени ими этвмъ путемъ 
оеличиоале г, г'гя к Ламбертово уравненіе точно пе удовлетворится, то придется 
измѣнить пѣсколько вычислено ую величину и и съ этшіъ в онымъ ся зпачеиіемъ сдѣ¬ 

лать новую пробу рѣшенія и т. д. до тѣхъ поръ, пока Ламбертово ураовеиіе не 
удоолотоорится съ точностію немногихъ единицъ седьмого десятичнаго знака. 

Для упрощенія вычисленія въ отдѣльныхъ пробахъ, на основаніи слѣдующихъ 
соображеній, составлены особыя таблицы. 

Такъ какъ • мть всегда правильная дробь, тс можно положить 

Ъ 
-і-7, = 8Ш V 
Г + Г,г 1 

тогда Ламбертово уравпеиіе легко пред старится въ видѣ 

Г — (1 + м 7)’ — (1 — ЗІП ч)1 
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такъ какъ 

то 

или 

или 

[ш | ± 8ІІІ ~ | = 1 ± 8ІП т 

—О Г т , , г!3 Г т . у!* 
, \ -,,Т - Г 2 + з1и 2І “ Г 2 ~ 8іи і\ 
(г + г"У 

Ш^ = с„.(і).в,п(|) + 28і»=(і 
(*■ + »■')* 

^ = 6 81П (^) — 4 8ІПЭ 
(,. + г'У Ч2/. 42 

что можно также представить въ вид 6 

бдгг-о І-ЧІЛ ГПа 
2*(г+г‘')? ^ 1/2 

Пусть 

» V 
,ш 2 

8Ш X 
/2 

тогда предыдущее весьма легко приводится къ формѣ 

ЬК {і" — О 
-і—— = 8іц За; 

(г+г")Ѵ2 

Пусть 

2Я (Г — *) 
---^ = 4 

(г + Л1 

тогда предыдущее уравненіе обращается въ 

зіа За -В. 
/8 

Мы приняли 

(183) 

(189) 

8ІП X — .8ІП'® 
а 

а потому 
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Слѣдовательно 
і • __ 

зіи у = 2!.$іп х, УС08 2х 

Но такъ какъ 

к = (г + г") зіи у 

то 
з __ 

й = 23 (/ + ,,г0 8*ц х К сов ^ 

полагая 

_ 3 ЗІЦ X . ]/С08 2х 

^ зіп Зз 

прадставлясліъ предыдущее въ видѣ 

й = - (г + г") Н* • зіп ѣх 
и 

исключая отсюда зіп За; посредствомъ уравненія (188), ішоднііъ 

(190) 
/»• + 

-і) 

Ъ ’ ^ 

Посредственъ пайдекоыхъ теперь выраженій рѣшеніе пробами уравненія Ламберта мо¬ 

жетъ быть расположено въ слѣдующемъ порядкѣ. Вычисливъ по наложенному вито 
способу приближенную величину р, найдемъ во третьему изъ уравненій (176) соотвѣт¬ 

ствующее ей значеніе «, съ ннмъ по уравненіямъ (178) вычислимъ величины г, *•" 

и Ь. Какъ скоро г и г'1 найдены, то по уравненію (189) вычислимъ **), съ этой ве¬ 

личиной какъ аргументомъ изъ особой таблицы находимъ соотвѣтствующее эначеоіо 
(х, посредствомъ котораго изъ уравненія (190) вичасляомъ к; согласіе этой величины 
к съ тою, которую мы нашли по первому изъ ѵрнвиеній (178), покажетъ на сколько 
близко къ истинѣ принятое ззаченіе и. 

Легко видѣть каковы должны быть орсдѣлы аргумента таблицы служащей для 
вычисленія |А. Зависимость \х отъ ч представляется уравненіями 

віи Ъх = 
8ч 

7*' 

_ 3_. зіп х |/со2_2лг 
^ зіп Их 

Понятно, что предѣлами аргумента будутъ тѣ значеніи ч» между которыми зіп Зя 
ост ас тс я_ дѣйствительной и положитольоой величиной. Такія значенія суть; ^ = 0 и 

і/8 
Ч = -д~* Эти величина п должны служить предѣлами аргумента таблицы значеній ц. 

Какъ скоро пробами достигнемъ того, что значенія Ь вычисленныя по первому 
изъ. уравненій (178) и уравиепію (190) пало раэпятся между собою, папр, на нѣс¬ 

колько одшшцъ четвертаго десятичпаго знака, то болѣе точное зпачекіе корня и 
можно опредѣлить оа основами слѣдующаго соображенія, 

Предположимъ, что нстаішое искомое зпачепіе корня и есть х. Пусть два по¬ 

слѣдовательно принятыя пшотпчески зпачеоія и будутъ а и а\ тогда погрѣшности 
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этихъ гипотезъ представятся разпостяии х— а и х—а\ Пусть разности величинъ, 

к соотвѣтствующія двумъ гипотезамъ, будутъ ѵ и ѵ\ Если предположимъ, что эти 
разности пропорціональны погрѣшностямъ гипотезъ, то будемъ имѣть 

х — а  ѵ 
х — а' ѵ 

откуда 

а, ѵ* — а, ѵ 
х =-}- 

V — V 

Придавал и вычитал въ числителѣ по аѵ, пойдемъ 

а1 — а 
х— а — ѵ—>- 

ѵ — ѵ (191) 

Вьгаслспоое такишъ образомъ значеніе корня и будетъ довольно близко къ истинѣ, 

если разности ѵ п ѵ' не велики. 

24. Какъ скоро пвложеппымъ выше способомъ найденъ точный корень п Лам¬ 

бертова уравненія, то посредствомъ него можетъ быть опредѣлено точное зиачопіо 
разстоянія р, а слѣдовательно н разстоянія р". При помощи этихъ двухъ разстиій 
по выраженіямъ (128) и имъ оодобпымъ, соотвѣтствующимъ третьему наблюденію мо¬ 

гутъ быть вычислены геліоцентрическія координаты кометы, соотвѣтствующія време¬ 

намъ двухъ крайоихъ наблюденій. Въ зависимости отъ этихъ координатъ легко опре¬ 

дѣлятся искомые элементы орбиты. 

Всѣ планеты, искони составляющія солнечную систему, движутся около Солнца 
въ одну сторону, именно по направленію знаковъ задіака, пли точиѣс по тому на¬ 

правленію, по которому возрастаютъ долготы в прямыя восхожденія. Кометы, прихо¬ 

дящія въ солнечную систему изъ отдаленныхъ мировыхъ пространствъ, часто движутся 
около Солнца по направленіямъ обратнымъ съ направленіемъ движенія планетъ. При 
такомъ обратномъ движовін геліоцентрическая долгота кометы въ послѣдующемъ на- 

блюдспіп будетъ менѣе геліоцентрической долготы предыдущаго паблюдснія. При вы¬ 

численіи элементовъ должно быть обращено внимавіе иа различіе случаевъ орямаѵо 
и обратнаго движенія. 

Па фигурѣ 0 дуга Ш} лродставляетъ эклиптику, въ ѵ находится точка оевен- 

ияго равподецсгвія. Предположимъ, что долготы считаются въ ваправленіа отъ ѵ къ А. 

Если комета, проходя черезъ восходящій узелъ своей орбиты, движется по направ¬ 

ленію отъ А къ Р, то геліоцентрическія долготы оя возрастаютъ со временемъ и 
опа имѣетъ прямое движеніе. Въ этомъ случаѣ аргументъ широты АР нонеты пред¬ 

ставляется разностію долготы въ орбитѣ и долготы восходящаго узла; слѣдовательно 
удерживая озпаченія сдѣланныя въ п° 14, имѣемъ для прянаго движенія м = Х— О, 

При существопаоіи обратнаго движенія геліоцецтричесиія долготы кометы уменьшаются 
со временемъ. Пусть Е(Ц (фиг. 7) будетъ экли о тика и ѵ точка весен пято ралподепсгвія, 
Если геліоцентрическія долготы кометы уменьшаются со временемъ, то орбита этого 
свѣтила должна имѣть положеніе ООг, и комета, пройдя черезъ восходящій узелъ А, 

должна двигаться по паправлепію къ Р'. Отложимъ по орбитѣ отъ А дугу Аѵг рав- 
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оую дугѣ Л.ѵ, тогда дуга ѵ'Р' представить собою долготу кометы въ орбитѣ для 
случая обратнаго движенія. Слѣдовательоо для этого олучая АР' — А*1 —• ѵ'Р, 

нле « = Ѳ —X. Сравнивая это съ предыдущимъ, видимъ, что въ прямомъ и обрат¬ 

номъ двпжоніи аргумеоты широты имѣютъ между собою протнвуположпые знаки, 

Слѣдоватолыю если уравненія (130) имѣютъ мѣсто для прямаго движенія, то 

для обратнаго будетъ 

— 1ап$ і. зіп (I — 0) = Іап$ Ь 

— Іаод і. зіп (!"— 0) = іаоз V1 

поэтому если представимъ уравпооія (130) въ видѣ 

± Іапг і. 8ііі {I — 0) = Ьапд Ъ 

± Іап$ і .зіп (Г'— 0) = Іапд Ьн 

то верхніе знаки должвы быть приняты въ случаѣ прямаго движенія, а вилшіе въ 
случаѣ обратнаго, 

Понятно также, что двойной злакъ можетъ быть отнесенъ па счетъ 1ап$ і в 
тогда въ обратномъ движет іи Іап&і долженъ быть принимаемъ за отрицательную 
величину, а оакловеніе і должно считаться тогда за уголъ леясящій во второй че¬ 

тверти окружности. Такимъ образомъ будемъ принимать, что паклолеоіе орбиты за¬ 

ключается въ предѣлахъ О® и 180° и при геліоцентрическихъ долготахъ уменьшаю¬ 

щихся со временемъ будемъ считать за вшоионіе орбиты ое велич но у г опредѣляю¬ 

щуюся изъ уравненій (130) и (131), по ея дополненіе до 180°, т. с. 180° — і. 

При такомъ условія нѣтъ надобности дѣлать разлнчія между прямымъ и обратнымъ 
движеніемъ кометъ. 

Если отличаемъ пряное движеніе отъ обратнаго и приоимаелъ г за величноу 
измѣняющуюся въ предѣлахъ 0° и 90°, то долгота восходящаго узла орбиты и ся 
наширніе въ эклиптикѣ должоы быть опредѣлены изъ уравненій подобныхъ по виду 
уравненіямъ (130) и (131), во имѣющихъ два знака, т. е, изъ урависиій 

ѣапд і, зіп (I — 0) = ± іап& Ь 

(т Шіе і. т(1 -0) = ± 
$Ш \Г — I) 

гдѣ верхній знакъ должевъ быть удержанъ въ случаѣ прямаго, а вижпій въ случаѣ 
обратоаго движенія, 

Аргументы широты X — 0 н А" — 0 должны быть опредѣляемы изъ уравненій 

(193) іап5(Х-в)=+^11г-^; Ые (X" — В) = + 

гдѣ опять верхній знакъ соотвѣтствуетъ прямому, а пижній обратному движенію 
кометы. 

За остальные элементы параболической орбиты считаются: раостояніе пѳрпгелія 
отъ узла, разстояніе перигеліи отъ Солнца в время прохожденія черевъ поригелій. Озна¬ 

чивъ эти элементы чрезъ в, ; о Г, опредѣлимъ нхъ иа осповаиін слѣдующихъ со- 



обряженій, Полярное уравненіе параболы имѣетъ видъ 

_« 

сое 

гдѣ ѵ есть истинная аномалія, но ѵ = X — тс, подъ X мы разумѣемъ долготу въ 
орбитѣ и подъ тс долготу норнгеліа. Слѣдовательно для временъ оервого и послѣд¬ 

няго наблюденія имѣемъ 

1 X — тс 1 * 1 X" — іс 1 
“7= * С08 —~~ = ; —7= • сов —х— — 

2 уѴ Ѵй 2 ѵг" 
(194) 

умножимъ первое изъ этихъ уравненій на сов —-—. и затѣмъ вычтемъ изъ обѣихъ 

частей уравненія во 

1 . ѵ' — * . X — к 

тогда получивъ 

1 X" —те . 1 . X" —X , X —те 1 л„ .ч 
_ ш т . ш —- = ш (X' - 1) 

откуда, обращая воиманіе на второе изъ уравненій (192), находимъ 

1 . X —тс 1 4 X" — X 1 V'—X 
-7= ш —7л— = -7= * СОЕД-77-— собес-т— 
\/д 2 /г .2 у// 2 

.(195) 

ори соединивъ къ атому первое изъ уравненій (192), получимъ два уравневія для 
опредѣленія двухъ неизвѣстныхъ величинъ тс и д. Для прянаго движенія аргумевтъ 
широты « = X — Ь и X = тс + е», а для обратнаго и = Ь — X и X = тс — ѵ, но 
такъ какъ для обоихъ родовъ движенія и = и -(- ѵ, то для прямого движенія 
тс = б> + 0, а для обратнаго % = Ъ — ь>. 

Такъ какъ но уравненіямъ (193) извѣстны для вромѳиъ наблюденія долготы 
свѣтилъ въ орбитѣ, то посредствомъ нихъ при оомощн долготы перигелія могутъ 
быть вычислены нстннвын аномаліи для тѣхъ же времевъ. Имевво дли ирямаго дви¬ 

женія ѵ = X — тс и для обратнаго ѵ = тс — X. 

Остается опредѣлить время прохожденія кометы чорезъ перигелій. Въ п* б мы 
видѣли, что площадь сектора, онисаЬкі^го радіусомъ векторомъ въ теченіе промежутка 
времени I, можетъ быть представлена въ видѣ 

Для параболы р = 2Слѣдовательно если означимъ чрезъ Р удвоепную площадь 
сектора описанную параболическимъ радіусомъ векторомъ въ теченіи промежутка врѳ- 

меон, отдѣляющаго оорвое наблюденіе отъ третьяго, то 
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Общее выражоніс удвоенной площади сектора представленное въ полярныхъ коорди¬ 

натахъ ость 

уѴ. Ло 
Слѣдовательно 

К{і'! — /Ѵ'г\сІѵ 

но для параболы 

то 

(197) К ({" — 1)\/Ц—%ч* + —^»еа(|)) 

Вели подъ і'1 будемъ разумѣть здѣсь время прохожденія черезъ перигелій, которое 
означимъ чрезъ 2', то для этого времоин ѵи =0, ибо всѣ аномаліи считаются отъ 
нернгелія. Тогда предыдущее уравненіе приметъ видъ 

К{Т~І)\/ 22 = -222 

откуда искомое 

(1*98) 

что представимъ въ видѣ 

*=‘-^ 
75.1лпе (^4*25Лаи8а(| 

Пусть 

(199) п е» 
_/2 

76. г1 
75. Сапе + 25. Іаііб3 
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тогда 

<20°) — п.^.М 

Этими выраженіями мы в должны пользоваться для вычисленія вренеои прохожденія 
кометы черезъ перигелій. Для вычисленія Т по времени третьяго наблюденія имѣомъ 

Т=1« — п.$.Ы1! 

гдѣ М){ есть такая же функція етъ ѵиу какъ М отъ ѵ. 

Въ предыдущихъ выраженіяхъ Іоз п = 0.0398723. Что касается до Му то 
для вычисленія этой функціи Баркеромъ составлены особыя таблицы расположенныя 
но аргументу истинной апоикліи. Согласіе двухъ величинъ Т вычисленныхъ по вре¬ 

мени оерваго и третьяго наблюденія покклсстъ вѣрность всего вычисленія кометной 
орбиты. 

25. Чтобы пояснить изложенную теорію иа частномъ примѣрѣ вычисливъ эле¬ 

менты орбиты большой кометы Совдіа. 

Но средою онъ меридіаноаго круга Кіевской обсерваторіи, мною опредѣлены между 
прочимъ слѣдующія видимыя координаты кометы 

1874 года, 3-го Іюля . 
7-го Іюля. 

11-го Іюля . 

СРЕД, КІЕС. ВР. 

. 12* 51”' 46*. 12 

. 12 40 11 .35 

. 12 27 30.47 

АН # 

7* 38т 54*. 16 

7 43 4 . 71 

7 46 6 . 55 

‘ЮесІ. ^ 

+ 63° 27' 28". 55 

+ 59 18 32 .22 

4-52 32 21 . 71 

Этими тремя положеніями мы и будемъ пользоваться для вычисленія орбиты. Для ука¬ 

занныхъ временъ наблюденій истппвын координаты центра Солнца суть 

долготы солн. логАР. шст. зем. отъ соли, 

3 Іюля . . . 101° 44; 42". 07 0.0072071 

7 Іюля ... 105 33 1 .48 0.0071927 

11 Іюля ... 109 21 25 .92 0.0071433 

Принимая для временъ наблюденій видимыя наклоненія эклиптики къ экватору равными 

23° 27* 27м. 43 

23 27 27 .48 

23 27 27 .53 

Обращаемъ шопеиів в прямыя восхожденія кометы въ широты и долготы и находимъ 

долготы ^ 

3 Іюля .... 104° 23' 25". 78 

7 Іюля , , . . 106 11 46 . 79 

11 Іюля .... 108 25 46 .42 

ШИРОТЫ ^ 
4- 41° 13' 52,;. 47 

+ 37 17 34 .56 

4- 30 46 0 .69 

Поправки этихъ координатъ отъ аберраціи неподвижныхъ звѣздъ в приведенія къ 
сред пену равноденствію начала 1874 года суть слѣдующія: 

и 
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АБКГ. ВЪ ДОЛГ, ЛБКР, ВЪ (ПИР. ПРЕЦЕССІЯ ВЪ ДОЛГ. ПЛАЩИ. 

4-26". 70 —0". 62 25 18 +8". 55 

4-26 .13 — 0 .14 25 .73 Н-8 .34 

+ 23 .39 —-0 .17 26 .38 4- 8 • 15 

Чтобы освободить положенія кокеты отъ вліянія параллакса приводенъ т къ фик¬ 

тивнымъ мѣстамъ наблюденій. Поправки координатъ Солнца соотвѣтствующій этимъ 
приведеніямъ суть: 

поправки долготъ поправки Іод. разст. 

+ 2\2б +0.0000250 

+ 1 .87 + 0 0000277 

+ 1 .80 + 0.0000315 

Вводя всѣ эти поправки и приводя времена наблюденій къ Гринвичскому меридіану, 

составляемъ слѣдующія данныя для вычисленія орбиты 

ер. грипв. вр. а ^ Р ! X 

1874,Іюля3.45122 104° 23'Зб". 85 + 4Р 13' 6Г,85ІЮ10 44' 27Л70 0 0072321 

7.44317 Ю6 11 55 .53 37 17 34 .42,105 32 45 .96:0.0072204 

11.43437 108 25 51 .58 30 46 0 .521109 21 9 .55;0.0071748 

посредствомъ этихъ дапвыхъ ивъ уравненій (167), (170), (179), (181), (175), (176) 

и (181) находимъ 

Іо %М.= 9.9041342 

юе 9 = 9.1802390 а = 195° 36' 18М8 

І06 А = 9.6531026 ы= 208 37 55 .87 

іое /■= 9.5293537 < = — 62 28 л
. 

«ъ
. 

со
 

ІО? Г = 9.6830911 ? = 82 14 54 .55 

л* = 0.0178856 * = 41 18 

со 

со 

в4 = 0.4503732 30 46 45 , 40 

В’,3 = 0.2706668 

О = — 0.2402425 

С" = — 0.4028443 

Имѣя эти величины, приступимъ* къ рѣшенію уравпонія Ламберта. 

Прежде всего по выралссніямъ (184), (185), (186) ц (187), употребляя четы¬ 

рехзначные логариомы, находимъ 

108 N = 8.2143,,; Р = + 0.0195; {?' — — 0.0503; ІГ = + 0.2272 

е = [10° 43'; 1о$ р = 9.6272 

Съ найденной.теверь величиной р но послѣднему изъ уравненій (176) имѣемъ «=0.1725. 

Примемъ круглымъ числомъ « = 0.1800 и съ этою величиною изъ уравненій (178) 
паходимъ 

7с2 = 0.0503; га = 0.4821; г1'* = 0.4844 

изъ уравненія (189) посредствомъ этихъ величинъ г и г" имѣемъ ■>) = 0.1675; съ этой 
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воличиоой какъ аргументомъ нзъ уоошутой выше таблицы оаходнмъ 1о?[д = 0.00048 

и по уравненію (190) имѣемъ \о$к = 9,3677, тогда какъ Іо? Ь вычисленный по 
первому нзъ уравненій (178) есть іо? Ь= 9.3507, Такимъ образомъ видимъ, что 
принятая величина и слишкомъ мала. Увеличивъ ее, положимъ круглымъ числомъ 
и = 0,2000 и съ этой величиной въ томъ же порядкѣ какъ прежде находимъ 

Л4 в 0,0579; г* = 0.4045 ; г"2 = 0.4477 

4 = 0.1750 ; Іо? р. = 0,00056; Іо% Ь — 0.8741 

Такъ какъ мы уже сдѣлали двѣ гиоотезы касательно величины и, то можемъ для 
вычисленія ея точнаго зпачепія уоотребить пріемъ изложенный въ концѣ п° 23. 

Въ пашемъ случаѣ 

а = 0.1800 ; а'= 0.2000; ѵ— + 0.0090; _ 0,0039 

поэтому уравненіе (191) даетъ и = 0.19395. Продолжая такимъ образомъ, нахо¬ 

димъ, что точпая величина 

и = 0.1940224 

Вмѣстѣ съ этой величиной и мы находимъ изъ выраженій (178) 

Ъ = 0,2356503; І08 г = 9.8350026 ; Іо? ги = 9.8305873 

Посредствомъ полученной точной величины и по третьему изъ уравненій (176) и 
уравненію р" = Ж'р вычисляемъ 

• р = 9.6730976 ; Іо? р" = 9.5778318 

Послѣ чего изъ уравненій (128) в (128*) имѣемъ 

I = 279° 20' 59". 00; Ъ = + 37° 7' 57". 28; Іо? г = 9.8350027 

289 53 55.53; Ь'!= + 19 25 49.99; 1о?г"= 9.8305873 

Согласіе вайденныхъ теперь величинъ радіусовъ векторовъ съ предыдущими ихъ ве¬ 

личинами вычисленными по уравненіямъ (178), доказываетъ вѣрность всего вычи¬ 

сленія, 

Имѣя геліоцентрическія координаты, переходимъ къ вычисленію элементовъ ор¬ 

биты. Такъ какъ въ нашемъ случаѣ 2" > 2, то заключаемъ, что разсматриваемая комета 
имѣетъ прямое движеніе. Поэтому въ выраженіяхъ (192) и (193) удержамъ верхніе 
знаки и находимъ 

Ѳ = 118* 45' 41". 70; X — 257° 33' 31". 42 

*== 06 24 22.35; Х"= 277 28 35.27 

здѣсь подъ X и X" мы разумѣемъ долготы кометы въ орбитѣ соотвѣтствующія вре¬ 

менамъ перваго и третьяго наблюденія. 

Затѣмъ по первому изъ уравненій (194) и уравненію (195) находимъ 

я = 271° 18' 47". 98 ; Іо? $ = 9.8293304 

Наконецъ примѣняя таблицы Баркера нзъ уравненія (200) получаемъ 

Т= 9.06204 



т 
5акъ какъ воліічипа Т> вычисленная по ершив третьяго наблюдеоія совершение со¬ 

гласна съ згой, то заключаем, что псе вычислено вѣрно. 

И такъ оо трекъ Кіевскимъ наблюденіямъ мы оашли слѣдующую систему оле- 

меатовъ орбиты кометы Сі>§ёіа: 

Т — 1874, Іюля 9-06204 ср. Грипп, вр. 

6= 118® 45' 41". 70 

і= 66 24 22.35 сред, равнд. 1874.0 

тс = 271 18 47 .98 
108 2= 9.8293304 

Движеній прямое. 

Если вычислимъ по этимъ элементамъ геоцентрической ооложеніо свѣтила со¬ 

отвѣтствующее времени средняго наблюдеоія, то найдемъ, что разности вычисленныхъ 
координатъ в координатъ выводеооыхъ изъ непосредственныхъ оаблюденій суть: въ 
долготѣ, т. е. к' — а = — Пг,.58 и въ широтѣ, т. о, Р' — Р = — 377. Здѣсь 
подъ р в а мы разумѣемъ координаты вычислеоцыя по элементамъ, Такое согласіе 
оаблюдаемыхъ и вычисленныхъ коордипатъ средняго мѣста, показываетъ, что по край¬ 

ней мѣрѣ три наблюденія пзбраооыя для вычисленія орбиты дѣйствительно могутъ 
быть представлены параболой. 

26, Опредѣляя отношеніе проложенныхъ оа эклиптику разстояній р в р" ко¬ 

меты отъ земли оо уравоеііію (171) мы ориояли 

п _ 

и" ~ Д* 

и такимъ образомъ отвергли послѣдній пленъ уравпооія (169). Подобное допущеніе 
будетъ до воль во близко къ истинѣ только тогда, когда наблюденія, лежащія въ осію- 

ваоів вычислеоія орбиты, будутъ отдѣлены мели у собою малыми промежутками вре- 

меов, когда эти промежутки будутъ между собою приблизительно равоы в когда, на¬ 

конецъ, геяіоцовтричсское движеніе кометы между разсматриваемыми наблюденіями не 
велико. Если яьо эти условія ие выполняются въ дашгонъ случаѣ, то но приступая 
ощо къ вычисленію элементовъ, слѣдуетъ исораввть найденную величину отиооіеиія 
р" къ р при помощи вычисленныхъ уже значеній г и 

Какъ извѣстно отношеніе 

п _г\ 7^. зіц (ѵ'1 — у) 

«" ~~ г. г*, зіп (ѵ‘ — ѵ) 

Если вычисленіе, кометоой орбиты по изложенному выше способу доведено до конца, 

то по приближенно нзвѣстоыиъ элемонтапъ легко могутъ быть вычислены величины 
^ ц і/. Что касается до г, т'\ ѵ‘‘ и ѵ, то этв величины находятся, какъ мы ви¬ 

дѣли, при самомъ вычисленіи элементовъ, первыя же двѣ изъ нихъ ориближеноо 
вѣстны ощо до вычисленія элементовъ. Чтобы сохраонть однако принципъ К. Ф, Гаусса 
и совершено о отдѣлить вычисленіе разстояній отъ вычислеоія элементовъ, необходимо 
имѣть способъ, по которому можно было бы безъ знанія элементовъ опредѣлить ве- 
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личину — по г н г" и ири томъ съ такою точностію, съ какою извѣстны г и г". 

Для рѣшенія задачи въ отомъ видѣ можно указать нѣсколько пріемовъ, но наиболѣе 
изящный изъ нихъ предложенъ Ф. В. Весселемъ и развитъ инъ въ нрннѣчательиоиъ 

немуарѣ: „ВеіІга§ ж КопіеіепІ)іеогіек, помѣщенномъ во второй, тетради журнала 
ЛзІгопопіізсЬе ЛЫіашШпдеп. 

Сущность этой методы заключается въ слѣдующемъ. Мы имѣемъ въ виду опре- 

дѣлить велнчииу отношенія для параболы, а потому вмѣсто г, г' и т. д. внесемъ 

. п 
въ предыдущее выраженіе — величины 

УЬ 

. « 

СОЗ' соз а 
в т. д. 

тогда упомлиутое отношеніе представится въ видѣ 

2 /V 

п__зір (у" — ѵ1) 008 \2/ 

пи зіп (у1 — ѵ) в /V' 

ті (2 

или 

* ^ СОВ^ (сова(|)(|)) -2.5іп| С08^(С<>3"(^)(^))]сова(^ 

[2.8іи^С<.з^(соВ*(|^)-3тг(|))^2.8т|.со8^(со3®(^)-а'ш^(|-))]со^(|^ 

Г ѵи ѵ' . ѵ* ] Г ѵ' . . ѵ' і/г1 
^|ЬрВ 2-сов-^-8іп^ [созТ + апТ 1ап8^ 

Г. ѵ‘ V ѵ'1 Г ѵ* , . ѵ' , ѵ] 
(*Ш у - 1ап| - соз 2"] |^соз -2- + зіп ^ іап§ - ^ 

Раздѣливъ числителя в знамеиателл па соз~, иайдемъ 
и 

Г, ѵ'1 . V1 Г- I , ѵ' . ѵ'1 
п [Ьапе ^ — Ьѵ* [1 + іавв % • % 

п" Г ѵ' . г>Т Гі і 4 г>г . ѵі 
іапе ^ — *пв ~2І [1 + іапд • <.апВ 

(201) 

По выраженію (196) удвоенная илощадъ параболическаго сектора оиисапиаго въ про¬ 

межутокъ времени і,}— і представляется въ видѣ К{і" — <)|/2д. Выраженіе той 
же влощади представленной, въ фувкціа истинныхъ аномалій имѣетъ видъ (197). 

Поетоыу заключаемъ, что удвоенныя площади секторовъ олисаппыя радіусомъ векто¬ 

ромъ въ промежутки времени іІІ — I' и V — і могутъ быть представлены выраженіями 

К(і"~ -і') ѴЧ = Ч* [іапв ѵ- - , «' , 1 , 
- ІОД д- + з 1 (іап8- (1) - 

-1шв5 (?))] 

К{Ѵ- - і) Ѵч = 2з* [іаПе|- 
. V , 1 

-іап8т+1 (‘“В1 (!') ■ - 1ап6> (1))] 
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полагая здѣсь для краткости 

іапе = ѳ; Іапд = 8'; Ьпд§- = 9" 

— -Я 

легко приведемъ предидущія уравненія къ виду 

т = І (6"— о') [з + е"г+іу. о"+ ѳ'2] 

■*"= $ (0' — в) [з + в» + 9 . Ѳ'+ Ѳ'2] 
(202) 

ИЛЕ 

Т — } (5"— О')8 = 8а* (0"— Ѳ') (1 + 9". О’) 

т"— } (0' — 6 )* = (9' — Ѳ.) (1 + е. 

Пусть для краткости 

(203) (в"_ Ѳ') ]^ = и-, (9' — 9)^2= и" 

тогда два предыдущія уравненія представятся въ видѣ 

ѵ — и8 = з/ (Ѳ" — Ѳ') (1 + 0'. 9") ’ 

т1'— и"*= 3(2* (6'— Ѳ)(1 + Ѳ.Ѳ') 

Раздѣливъ эти уравненія одно на другое, найденъ 

т —«* (©" — 0 ) (і О". О') 

т" — ■и"3'- (Ѳ' — Ѳ) (1 + 0.0') 

Но такъ какъ при сдѣланныхъ означеніяхъ уравненіе (201) принимаетъ видъ 

то заключаемъ, что 

(204) 

»•. (О" — О1) (1 + Ѳ'.9") 

й"~'(8'_Ѳ)(і+0.в') 

я т — и3 
п"~ — V3 

И такъ видимъ, что опредблѳніо отношенія —^ приводится къ вычисленію двухъ 

функцій м в которш могутъ бить представлены въ зависимости отъ извѣстныхъ 
величинъ г, г'\ х и V. 

Чтобы имѣть уравненія для опредѣленія функцій и и замѣтивъ, что урав¬ 
ненія (203) даютъ 

(205) 6" _ 

Ѵі 
ѳ' = о 4- 

Ѵг 
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кронѣ того полярное уравненіе описанной кривой для времени перваго и третьяго на* 

блюденія даетъ 

1 

или 

сов і -2- 

0* = - —1; 

ч 

а 1® 
С08і — 

б"» = - — 1 
Ч 

(206) 

(207) 

Подставимъ величины б' изъ выраженій (205) въ уравненія (202), тогда получивъ 

х = и Оу (1 + б"2) — 30и /<Н-и2] 

х"= и'Щ (1 Ѳ2) + 36 . м'ѴУ+ и”2) 

Обращая внимавіе на (206), легко приводимъ это къ виду 

т=«[8г"— З&'и/Н-п4] 

т"= иЧ$г + 30 . «Уд + н"2] 

Вычитал уравненія (205) и отдѣльно уравненія (206), находимъ 

и'1 у и — Ь“ \/% 0 ]/д; г" — г = О12. $ — О2. $ 

Слѣдовательно 

?^і = б".(4-+оу^ 

Складывая это съ первымъ изъ предыдущихъ уравненій, а потомъ вычитая отсюда 
тоже уравненіе, имѣемъ 

26". ѵУ- Фг1 + «" + **: 28. Ѵч = Г-тг=г~ — («" + ») 

Внося это въ уравненія (207), получимъ 

2т = и [бг"— Зм — Ъу,.«" — и2 ^ 

2т"= м"[бг + Зм"(~~) “ 3« ■ «" “ 

Эти два уравненія содержатъ двѣ неизвѣстныя величины и и и могутъ служить 
для опредѣленія этихъ послѣднихъ. Но чтобы упростить опредѣленіе неизвѣстныхъ изъ 
этнхъ уравненій, подвергнемъ ихъ слѣдующимъ преобразованіямъ. 

Складывая эти уравненія, легко получимъ 

2 (т + т") =* 3 (г + г") (и + «") — («* + «)8 (208) 

если*же помножимъ первое изъ предыдущихъ уравненій па ѵ!\ а второе на и и 
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пычтемъ первое произведеніе азъ втораго, то изучимъ 

(209) 2 (<Л ы — т.и") = и. и" [3 (г — гѵ) + и2 — и”2] 

Полежимъ въ этихъ уравненіяхъ 

ц =. 2е; и" — и = 2#г 

Сначала перемножал эти два уравненія, а потомъ вычитая нхъ квадраты одинъ азъ 

другаго, легко получимъ 

4 з#' = м"а — и2; я2 — У2 — и. 

Принимая это во вниманіе, придадимъ н вычтемъ въ первой части уравненія (209) 

сумму т'\и" + т.и, тогда это послѣднее приведется къ виду 

(210) 2 (т" — х) . * — 2 (т" + т).4 — (а2 — а12) [3 (г — г") — іа*] 

Уравненіе же (208) отъ введенія въ него перемѣнныхъ а я а1 представится въ видѣ 

(211) т" + х = 3 (г" + г), * — 4*а 

Располагая уравненіе (210) по степенямъ а\ имѣемъ 

‘ 4 а 2а 
.],/== 2І_!_3(Г_0.Я 

Внося сюда вмѣсто т" т его величину изъ уравненія (211) и полагая для краткости 

(212) В' 
у И _|_ у* 

I (г-г")е 

находимъ 

(213) 

Отъ рѣшенія двухъ кубичныхъ уравпевій (211) и (213) зависитъ рѣшеніе нашего 
вопроса. Какъ скоро ивъ этихъ уравненій будутъ найдены воличвны а и а1 соотвѣт¬ 

ствующія вопросу, то по соотношеніямъ «" -[- и — 2а в и'* — и = 2а опредѣлятся 
числовыя величины функцій и" и г*, посредствомъ которыхъ изъ уравненія (204) 

опредѣлится воличиеа отношенія А. 
пп 

Посмотримъ прежде всего въ какой формѣ могутъ быть продетавлевы корпи 

уравпевія (211). Раздѣливъ это уравненіе ва (г + ^Д найдемъ 

т + _ За_4з3 

>-)-»•")* Ѵ*‘+*я (/■ 4- г")^ 
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Пусть 

г 

Ѵг + г 
(214) 

тогда предыдущее обращается въ 

т + т,г 0 . (х 
-—8 8Ш ь- 

,(Г + Ггу ѴВу 

4. зіп: 

ио легко видѣть, что 

Слѣдовательно 

8 8ІП і | 4.8ІП1 = 8ІП X 

т 
•«г = 8Ш X 

(г+г") 
(216) 

Такимъ образомъ, если по отоаіу выраженію, первая часть котораго извѣстна, вычи¬ 

слимъ ху то корни уравненія (211) найдутся но выраженію (214), имѣющему водъ 

(216) 2 = ]/Ѵ -{- 

Въ этой формѣ заключаются три корпя уравненія (211), одинъ иаъ этихъ кор* 

ней, какъ извѣстно, отрицательный и долженъ быть отвергнуть какъ ае соотвѣт¬ 

ствующій вопросу, два другіе корвя положительны и выборъ одного изъ анхъ дол¬ 

женъ основываться на томъ, что х менѣе 90° въ томъ случаѣ, когда геліоцентриче¬ 

ское движеніе кометы между двумя крайаими наблюденіями менѣе 1809, если же это 
движеніе болѣе 180°, то и х > 90э. 

Если 0 опредѣлено, то изъ кубическаго уравненія (213) легко можетъ быть 
найдѳао значеніе соотвѣтствующее вопросу, ибо это уравненіе, какъ видно, имѣетъ 
только одинъ дѣйствительный корень. 

Какъ скоро ио вабдеваымъ въ первомъ приближеніи величинамъ г и г" а дру¬ 

гимъ даннымъ вопроса будетъ вычислено по изложенному теперь способу отношеніе 

“7“, то съ этимъ иослѣдпинъ опредѣлится болѣе точная величина отношенія р" къ р, 

которая послужитъ основаніемъ второму приближенію вычисленія разстояній кометы 
отъ Солнца въ двухъ крайнихъ наблюденіяхъ. 

Уравненіе (169) можно представить въ видѣ 

гдѣ 

м __Д > > віп (У — X)_ 
9 іап? Р". віп (а' — Х') — іап§ Р', віп (а" — ХО 

N ав ВЯ», віп (X" — У); № а В. В' 8ІП (X' 

(217) 

(218) 

[9 
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По величинамъ г, г" и р найденнымъ въ нервомъ приближеніи ііы ноженъ вычислить 
коэффиціентъ при р оъ уравоевіп (217). Этотъ воеффпціентъ и будетъ представлять 
собою величину отпошеоіп р" къ р для втора го приближенія. Найденная такинъ обрат 
вонъ оеличвва отвошенія должна быть поставлена ня мѣсто М* ори вычислено 
Я в { изъ уравненій (180) во второмъ приближеніи. Та же величина для М' 

должна быть принята при вычисленіи /" по второму изъ уравненій (177). 

Бели наблюденія кометы, принятыя въ основаніе вычисленія орбиты, отдѣлены между 
собою равными и небольшими промежуткаыо времени и если кромѣ того гсліоі;еитриче~ 

ское движеніе кометы ие велико, то съ увѣренностію можно сказать, что въ вычи¬ 

сленіи ^ по изложеваому теперь способу ие представится аадобности, и элементы 

вычислеаные па осиовавш величинъ р, г и г" вайденныхъ въ оероомъ приближеніе 
представятъ съ желаемою точностію положеніе кометы, соотвѣтствующее врсмевн сред* 

ня го наблюденія. Если же упомянутое выше уелпоіо не выполняется, то вычислено 
91 

отношенія по способу Ф. В. Бесселя дѣлается неизбѣжнымъ при изысканіи си¬ 

стемы элѳмонтовъ кометной орбиты. 

27, Мы нашли элементы орбиты кометы Со§§іа по наблюденіямъ отдѣленнымъ 
между собою весьма небольшими промежутками времени; чтобы пояснить изложенную 
теперь теорію, вычислимъ орбиту той же кометы по другимъ наблюденіямъ, болѣо от- 

деленвымъ одно отъ другаго. Въ основаніе вычисленія мы примемъ одно паблюдевіе 
произведепнре въ. Копепгагевѣ и два наблюденія слѣлапныя въ Кіепѣ. Первое изъ 
этихъ двухъ Кіевскихъ наблюденій по луче по мною посредствомъ десяти дюймонаго ре¬ 

фрактора, а послѣднее—посредствомъ меридіаннаго круга. 

Изъ этихъ трехъ наблюдеоій выведопы слѣдующія видимыя коордиааты кометы 

1874 года 

27 мая, 10* 40т 26'. О срд. Книснг. вр. . 

18 іюпя, 16 23 13 . 8 шд. Кіев. вр. . . 

10 іюля, 19 45 13.8 звзд. Кісв. вр. . . 

АН ^ 

6* 3841 47*. 86 

7 14 34.99 

7 45 27.89 

СесІ, ^ 

+ 68* 51' 48". 40 

-К 68 41 45 .23 

-I- 54 33 5 .90 

Для трехъ упомянутыхъ моментовъ наблюденія находимъ изъ Иаиіісаі Аішанас 
слѣдующія и столпы я коордипаты Солнца 

долготы солнца. 

27 мая ... . 66° 22' 1". 76 

18 іюня. ... 87 21 15 .24 

10 іюля. ... 108 24 19 .31 

ЛПГАР, разст. шли отъ СОЛНЦА. 

0,0059200 

0.0070251 

0.0071593 

Припнвіая во впипаніо видимыя наклоненія эклиптики къ экватору, обращаемъ 
склоненія и прямыя восхожденія кометы въ широты и долготы и паходимъ 

долготы 

27 мая. 94° 58' 44" 41 
18 іюня. 99 36 5 .23 

10 поля. 107 49 34 .10 

широты ^ 

+ 45° 34' 26". 67 

+ 45 51 33 .09 

+ 32 42 53 . 84 
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Поправки этихъ координатъ отъ аберраціи неподвижныхъ звѣздъ и приведенія въ 
среднему равноденствій начала 1874 года суть слѣдующія: 

івер. въ долг. 

+ 25". 15 

4- 28 .20 

+ 23 .89 

АВЕР. ВЪ ШИР. 

— 7". 02 

— 3 .12 

+ 0 .13 

ПРЕЦЕССИЯ ВЪ ДОЛГ, 

20". 09 

23 . И 
26 .14 

НУТАЦІЯ. 

+ 10". 45 

+ 9 .36 

4- 8 . 19 

Поправки координатъ Солнца соотвѣтствующія приведеніямъ къ фиктивнымъ мѣстамъ 
наблюденій суть: 

поправ, долготъ, 

+ 0". 66 
— О .59 

+ 1 . 57 

ПОПРАВКИ І0§ РА80Т. 

+ 0.0000174 

4-0.0000191 

4- 0.0000300 

Вводя всѣ оти поправки и приводя времена наблюденій къ Гринвичскому мери¬ 

діану, составимъ слѣдующія данныя для вычисленія орбиты 

сред. Грннв, вр. * № X 

1874, Янв, 147.40980 94° 58' 59". 92 + 45° 84' 19". 65 66° 21' 52". 78 

169.35665 99 36 19 .68 45 51 30 .57 87 21 0 .90 

191.43664 107 49 40 .04 32 42 53 .97 108 24 2 .98 

| Іов В 
0.0059374 

0.0070442 

0.0071893 

Вычислимъ прежде всего тѣ величины, которыя остаются постоянными во всѣхъ 
Ж 

послѣдовательныхъ приближеніяхъ. Эти величины суть: М, Ма, <?, д, В3, В"3. 

Вычисляя ихъ по выраженіямъ (167), (218), (179), (172) и (176), находимъ 

Іов М = 9.5508386 

Іов Мь= 0.2224929,, 

N 
тгаг= 1.0058511 

0 = 177® 10' 4". 15 

Іо ід = 9.8622829 

В2 = 0.6396567 

В''а = 0.3020035 

За главную неизвѣстную величину мы будемъ считать отношеніе , которое мы озна¬ 

чили чрезъ М'. Эту величину и предстоитъ теперь опредѣлить послѣдовательными 
приближеніями но способу Бесселя. При вычисленіи въ нервыхъ приблвженіяхъ совер¬ 

шенно удовлетворительно пользоваться пятвзпачнымн логарисмами. Въ первомъ при- 

блвжецін мы примемъ отношеніе площадей треугольниковъ равнымъ отношенію пло¬ 

щадей соотвѣтствующихъ секторовъ и вычислимъ величину М' по выраженію (171). 

Такимъ образомъ въ основаніи перваго приближенія примемъ 

М' = 9.55347 

посредствомъ этой величины иэъ уравненій (180), (181), (175), (176) и (177) находимъ 

#= 268° 1'. 4; 

С= — 50 18.2; 
1о&й= 0.01168 

Іов сов <р = 7.97956 

А3 = 0.53030 

Іое9.85678 

Іов С = 0.38320; 

о = — 0.45488 

с"= — 2,07400 
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Рѣшая затѣмъ уравненіе Ламберта въ совокупности съ уравненіями (178), легко 

получаемъ 

и — 0.91318; Іо** — 0.06744; г = 1.02270; г"= 0.72930 

Послѣднее изъ уравненій (176) даетъ въ атомъ приближеніи Іо? р = 9.94558. По¬ 

средствомъ иайдеиныхъ теперь значеній радіусовъ векторовъ по урпшніямъ (215), 

(216) н (212) находимъ 

|=14« 36'. 5; г = + 0.33389 

Іо? А! = 9.81803; Іо? В' = 0.36069; С = — 0.075747; г' = — 0.03269 

Такъ какъ вообще и11 + «= 2*; и11 — « = 2*' (величину означенную здѣсь чрезъ 
и ае должно смѣшивать съ той, которая получается при рѣшеніи уравненія Ламберта), 

то по уравненіямъ (204) и (217) въ коицѣ перваго приближенія получаемъ 

= +-0.97794; Іо? ^ = Іо? Ж' = 9.60250 

Эту послѣднюю величину Ж примемъ за основаніе втораго приближенія и съ нею 
въ томъ же порядкѣ какъ прежде находимъ во второмъ приближеніи 

Я — 2бб° 40'. 4 Іо? А = 0.06693 «= 0.37495 

? == - - 51 4.8 1о?г = 0.02933 и" = 0.29099 

Іо? Ь = 

ІО? С09 9 = 

9.99148 

7.73387 

Іо? >-"= 9.83649 

1о?р = 9.97011 
~ = + 0 97009 

о
 II 

II 0.53032 

9.83658 
~ — 14“ 33'. 1 
0 

Іо? М' = 9.61151 

1о?/"= 0.31391 г = + 0.33297 

с = — -0.42365 Іо? Л’ = 9.93653 

о" = — - 1-75825 Іо ?В'= 0.36203 

С'= — 0.09823 

е1 = — 0.04198 

Такимъ образомъ мм нашли послѣдовательно слѣдующія три величины Ж' 

Ь? Ж'о = 9.55347; Іо? Ж', = 9.60256; Іо? М'г = 9.61151 

оелн озпачнмъ первыя и пторш разности этихъ величинъ чрезъ Д Іо? Ж0, Д Іо? Ж, 
и Д* Іо? Ж, принимая 

Д Іо? Ж0 = Іо? Ж', — Іо? Ж’о; Д Іо? ж, = Іо? М‘г — Іо? Ж',; 

Д* Іо? Ж = Д Іо? Ж, — Д Іо? Ж, 

то извѣстно, что вѣроятнѣйшая величина Іо? Ж' получится по выражевів 

ІО? Ж' = ІО? Ж'і - 

• д* ІО? М0 

Примѣненіе этого интерполяціоннаго пріема въ разсматриваемомъ случаѣ даетъ 



149 

Іое Ж' = 9.61350, Эту величину мы и примелъ за основаніе третьяго приближенія, 
нъ которомъ все вычисленіе будемъ ужо выполнять съ семью десятичными апаггами. 
Не приступая еще однако къ этому, освободимъ положеніе наблюдаемаго свѣтила отъ 
аберраціи свѣтилъ имѣющихъ собстшшвое движеніе. Принимая во ваиманіе сокращен¬ 

ныя разстоянія кометы отъ земли аайдеипыя въ послѣднемъ приближеніи, легко най¬ 

демъ, что поправки временъ наблюденій суть 

и = 0.0076В; с= 0.00563; № = 0.00261 

исправленныя же времена будутъ 

і = 147.40212; а= 169.35102; *" = 191,43403 

Такъ какъ ари пашемъ озоачевіп 

то въ разсматриваемомъ случаѣ 

т = 0.8058350; т" = 0.8009409; Іод (т + т") = 0.2059553 

И такъ принимая за основаніе третьяго приближенія величину Іод М' = 9.6135000, 

въ тонъ же порядкѣ какъ въ двухъ предыдущихъ приближеніяхъ найдемъ: 

# = 266° 19' 33". 22 

С= — 51 16 29 .98 

Іод й. = 9.9865530 
Іод с08 ч> = 7.9634204 

А2 = 0.5303091 

1о§/’= 9.8316576 

\о%("= 0.2980396 

с = — 0.4160801 

с" = — 1.6923066 

Іое к = 0.0677230 и = 0.3767587 

Іое г — 0.0342507 0.2883683 
Іо дг"= 9.8298834 

Іод р = 9.9760096 = 0.9683300 

|= 14° 31' 84". 72; і0ё м> — 9.6132347 

2= 0.3325635 

Іод .4' = 9.9618805 

Іод 5’ = 0.3626982 

С = — 0.1037517 

а'= — 0.0441952 

Съ этой величиной ЪѴ мы могли бы продолжать вычисленіе, по чтобы сокра¬ 

тить работу удобно для опредѣленія болѣе точнаго значенія М' воспользоваться ка¬ 

кимъ либо, интерполяціоннымъ пріемомъ. 

Величина ЪѴ получаемая въ концѣ каждаго приближеніи есть функція значенія 
Ж7, лежащаго въ основаніи разсматриваемой гипотезы. Предположимъ, что посред¬ 

ствомъ двухъ какихъ либо независимыхъ между собою величинъ Іо^Ж'о и Іо 
которыя мы озвачймъ чрезъ и ж,, вычислены указанпымъ выше способомъ со¬ 

отвѣтствующія имъ величины Ьд; АК и Іо&ІГ'з, которыя означимъ чрезъ у0 к ух\ 
тогда вообще говоря “ /,(#о) и у\ Если гипотезы сдѣланныя отпоси- 

тельпо величины Ж' ие очень далеки отъ истины, то величины х0> УаУ у% мо¬ 

гутъ быть принимаемы за координаты нѣкоторой прямой линіи, уравненіе которой 
должно быть представлено въ видѣ, 

«ч — Л о 
X) 
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гдѣ подъ х я у разумѣетъ координаты какой либо точки разсматриваемой пряной. 

Если у представляетъ собою искомое значеніе Іо^Ж', то необходимо чтобы у — х, 

ибо начиная вычисленіе гипотезы съ вѣраымъ значеніемъ М\ мы необходимо придемъ 
къ тому же значеній Ж'. И такъ полагая въ-предыдущемъ уравненіи у = х, мы 
представимъ его въ видѣ 

_ Уі & — *о) — (Уі — Уо) 
У {хх — х0) — (уг — Уо) 

откуда легко находимъ 

Ѵі — У = Ьу = 
(</■ — Уо) & — Уі) 

(я, — Ха) — (Уі — г/о) 

Приложенъ эти общія соображенія къ вычисленію функціи Ж' въ нашемъ случаѣ. 

Въ началѣ и концѣ второй гипотезы иы имѣли ІодЛГ' — 0.00256; — 9,61151; 

въ началѣ и концѣ третьяго приближенія мы нашли 

Юв Ж = 9.6135000; 

Слѣдовательно въ нашемъ случаѣ 

л0 = 9.6025600; 

у0 = 9.6115100; 

слѣдовательно 

1о§ М1 = 9.6182347 

ж, = 9.6135000 

у, = 9.6132347 

Ду = 0.0000496.5; у = Іов Ж' = 9.6131850 

Съ помощію этой величины Ж' въ тонъ же порядкѣ какъ во всѣмъ предыдущихъ 
приближеніяхъ находимъ 

Я — 266° 20' 10", 35 Іо® к = 0.0667309 

с = - — 51 16 9 .44 Іок г = 0.0341073 
1овЛ = 9.9866974 Іо? !•"= 9,8300767 

І0§ С05 — 7.9581213 1о« Р = 9.9758394 
0.5303102 

1ов/’ = 9.8318021 
| = 14° 31' 37", 85 

1о§/" = 0.2984991 в= 0.3325776 
0 — — 0.4163020 \о$Л' = 9.9611580 

с" — — 1.6941877 Іов = 0.3626769 

С = — 0.1035919 

г' — — 0.0441317 

« — 0.3767093 

■а"~ 0.2884459 

Л — 0.9683815 

Іое Ж' = 9.6131853 

Такимъ образомъ мы видимъ, что ыайдевпоо зпачоніе Ж' весьма мало отличаотся отъ 
принятаго въ началѣ этого приближенія; поэтому лолучеппыи теперь величины 1а$Р 
и 1о$ Ж1 можомъ считать достаточао вѣривши для того, чтобы пользоваться ими при 
лычислеиік элементовъ орбиты. 

И такъ мы имѣемъ 

1о$ р = 9.9758394; Іое р" = 9.5890247 
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Обращаясь къ уравненіямъ (128) и (128*) иолучаѳмъ изъ нихъ 

1 = 178е 24' 2(3". 12; Ъ= 63" 8' 10". 92; \о§ г = 0,0341072 

V— 288 45 16.88; Ь"=21 38 17.51; І05г"= 9.8300766 

Затѣмъ уравпошв (131) я первое язъ уравненій (130) даютъ 

6 = 118» 44' 31". 14; і = 66° 23' 9". 35 

Изъ уравненій (132) н (132*) получаемъ слѣдующія долготы въ орбитѣ соотвѣт¬ 

ствующія временамъ двухъ крайнихъ наблюденій 

185» 32' 59". 56; X" = 275° 0' 39". 53 

По первому изъ уравненій (194) я уравненію (195) яаходпиъ 

* = 271° 8' 29". 32 ; 1о| 2 = 9.8295813 

Наиопенъ выраженіе (200) по времепамъ иорваго я третьяго наблюденія дастъ 

Т— 189.89184 

И такъ мы имѣемъ теперь слѣдующую спстему олсмептовъ орбиты кометы Со^іа 

Т= 1874 года, іюля 8.89184 

О = 118° 44' 31". 14 

і= 66 23 9.35 среди, равнд. 1874.0 

іх = 271 8 29 .32 

108 2 = 9.8295813 

Движеніе прямое. 

Между координатами средняго нолоясенім кометы вычисленными по этимъ эле¬ 

ментамъ я координатами выведопиыми язъ непосредственныхъ наблюденій существуетъ 

удовлетворительное согласіе. 
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Вычисленіе планетныхъ и кометныхъ эфемеридъ. Рѣшеніе задачи 
Кеплера. Лѣтоисчисленіе. Календарь. 

28. Интегралы ураваоній эллиптическаго движенія содержатъ шесть произволь¬ 

ный» постоянныхъ, называемыхъ элементами орбиты свѣтила. Координаты, удовлетво¬ 

ряющія «тинъ уравненіямъ, могутъ быть представлены въ фупкціи упомяаутыхъ по¬ 

стоянныхъ и времени. Если въ этихъ выраженіяхъ будемъ давать времепн і произ¬ 

вольныя значенія, то получимъ величины коордипатъ, соотвѣтствующій зтпиъ произ¬ 

вольно выбраннымъ монетамъ времени. Рядъ такихъ частныхъ значеній координатъ 
разсматриваемаго свѣтила называется эфемеридой этого свѣтила. 

Эфемерида свѣтила вычисленная посредствомъ системы элементовъ найденныхъ 
по тремъ наблюденіямъ, можетъ служить для двоякой дѣли: съ помощію ея можно 
искать свѣтило на сферѣ небесной при дальнѣйшихъ наблюденіяхъ; сравненіе же 
эфемериды съ наблюдаемым и положеніями свѣтила даетъ возможность исправить ен¬ 

оте му элементовъ, первоначально вычисленную по трепъ наблюденіямъ. Для указанія 
мѣста свѣтила на сферѣ небесной наиболѣе удобны координаты отаоссииыл къ эква¬ 

тору, т е. склоненіе п прямое восхожденіе. Для исправленія первоначально пайдепной 
системы элементовъ, мы часто пользуемся сравненіемъ широтъ и долготъ свѣтила вы¬ 

численныхъ по элементамъ съ шпротами м долготами выведеввынн изъ наблюдаемыхъ 
склошШ м прямыхъ восхожденій. Имѣя это въ виду, мы покажемъ здѣсь способъ 
составленія эфемериды какъ для коордппатъ отнесенныхъ къ экватору, такъ равной 
для тѣхъ коордипатъ, основною плоскостію которымъ служитъ эклиптика, 

Для вычисленія эфемеридъ отвосительно эклиптики мы можемъ пользоваться 
выражепіями коордппатъ (135) п нхъ преобразованными формами (137), въ которыхъ 
а, Ь, с н Ау В, О суть функціи однихъ только элементовъ орбиты и потому доляшы 
быть принимаемы за величины постоянныя для данной орбиты. Что же касается до 
времени, то въ формахъ (137) оно входитъ нс явно, но въ зависимости отъ коордн" 
патъ г п ь. 

Въ выраженіяхъ (135) подъ а*, у, г мы разумѣемъ прямолинейныя координаты 
свѣтила отнесенныя къ такой системѣ, въ которой за плоскость ху принята плоскость 
эклиптики и ось х направлена въ течку весенпяго равиодеастиія. Псверисмъ всю эту 
систему около оси х на уголъ равный наклоосиію и эклиптики къ экватору, п при 
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томъ сдѣлаемъ вращеніе такимъ образомъ, чтобы въ ііовоыъ положеніи плоскость х\) 
совпала съ плоскостію экватора. Тогда ось * будетъ направлена въ полюсъ экватора. 
Назовемъ координаты свѣтила относительно осей въ ихъ новомъ положенія чрезъ &х, 

уи гХч тогда понятно, что 

я, х 

1/1 = у. СОЗ й> — г. 8ІІ1 (і> 

вх = у. зіи ю + з. соз о) 

Внося сюда вмѣсто х} уі е ихъ величины изъ уравненій (135), находилъ 

Хх = Г. СОЗ 2*. соз 0 — г. зіи п . С08 і . зіи О 

ух =г г. сое и. зіи Ь, соз и-\-г. зіп и. соз і, соз О. соз о — >\$іп п .зіп г. зіи <•> (219) 

&х = г. соз и. 8іп 0. зіп <•>-{-г. зіп и, ш і. соз 0. зіп *>-•[-г.зіп м. зіьі . соз о 

Положимъ здѣсь 

С([ . зіп Ах = С08 О 

йі. соз А, = соз г\ зіп О 

Ь, . зіп В, = зіп 0. соз о (220) 

Ъі. соз Вх = соз 0. соз і. соз <о — зіп і. зіп « 

е1, 8ІІ1 С{ 8іп О, ВІИ 0) 

Сх . С08 Ох =і соз ь>, зіп г -|- соз 0, соз І. 8ІП ю 

тогда предыдущія выраженія координатъ примутъ видъ 

Х{ = Г. «, ЗІП (Л, іі) 

Уі — г. Ьх зіп (Вх + «) (221) 

в, = г. с\ зіи (О, + и) 

Но если назовемъ черезъ тс долготу* илригслЫ, то « = тс — 6+ѵ, гдѣ подъ ѵ ра¬ 

зумѣемъ истинную аномалію свѣтила, Пусть 

Аі = Ах+ъ — Ь; . Вс = В%-\-х — Ь; О0 = Ох + тс - 8 (222) 

тогда 

X, = *\ . 8111 (/і0 + *>) 

?/і = ** • • 8І1І (50 + -у) 

^ =: г . О! . ЗІИ (С* + і>) 

(223) 

Этими выраженіями координатъ мы и будемъ пользоваться при вычисленіи эфемериды 
свѣтила относительно ркватора. 

»0 
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Бели пмѣсиъ въ виду сотвить эфолорилу свѣтила относительно эклиптики, то 
ни должны вычислить геоцентрическія широты и долготы свѣтила, а также опредѣ¬ 

лить разстоянія этого свѣтила отъ земли соотвѣтстиующія даннымъ, равно отстоя¬ 

щимъ одинъ отъ другаго моментамъ времени. При сдѣланпонъ означеніи подъ х, у, г 
мы разумѣемъ прямолинейным геліоцентрическія координаты свѣтила, но мы знаемъ, 

что геоцентрическія координаты свѣтила рагиш геліоцентрическимъ координатамъ его 
же, сложеннымъ съ геоцентрическими координатами центра Солнца. Такъ что если 
означимъ чрезъ & >), С геоцентрическія координаты свѣтила и чрезъ X, У, 2 гео¬ 

центрическія координаты центра Солица, то 

е = -Г; + Я 

координаты х, у, я представляются выраженіями (137). Бели означимъ, чрезъ Д X 

и В0 разстояніе земли отъ Солнца, геоцентрическую долготу солнца и такую же ши¬ 

роту этого свѣтила, то 

X « В. соз Д соя X 

(224) У = В. соз Д зіп X' 

2 = В. 8ін В0 

Пусть X будетъ геоцентрическая долгота плаяеты или кометы, Р такая же широта 
разсматриваемаго свѣтила и Л его разстояніе отъ земли, тогда 

{225) 

4 = Л. соз X. соа [3 

7) = Д . 8іо X, соз (3 

С = Д . 8ІО Э 

поэтому 

(226) 

А. соз (3. соз X = г. а. аіп (А 4- о) -ф- В. соя Д соз X 

А. соз (3. зіп X =» г. Ь. зіп (X 4- ^) + В. С08 Д зіп I 

А . аіп р = г. с, зіп (С 4- ѵ) 4- В. &ш Въ 

Такъ какъ центръ Солнца незначительно удаляется отъ плоскости эклиптики, то 
почти всегда можео считать Д =•* 0. Поэтому геоцентрическія координаты центра 
Солнца можно представить въ видѣ 

(227) X = В,ш 7/; У = В. зіп X; 2— О 

Геліоцентрическія координаты свѣтила представленныя въ формѣ (134) отпессны къ 
такой системѣ, въ которой ось х проявлена по лппіи узловъ, Бели геоцентр о ческія 
координаты свѣтила и Солнца захотимъ отнести къ той же системѣ, то для этого 
достаточно въ выраясеіііяхъ (225) и (227) уменьшить углы считаемые нъ плоскости 
эклиптики на долготу ума орбиты, такъ что если назовемъ чрезъ • 

Хи Д, 2\, геоцентрическія координаты свѣтила в Солнца отпесевныя къ системѣ, 

въ которой ось х провсдепа параллслио линіи уэловъ орбиты, то будемъ имѣть 
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= Д, С08 р. С08 (X — 0); Хг = В. с08 (X — Ѳ) 

Т), = Д . СОЗ Р . ЗІП {X — 8) ; Гі = В, 8іп {X — Ь) 

Сі = Д. 8іп р 2Х = О 

Ео такъ какъ вообще 

5і = 4- ЗСі; *]і = У\ + У\; = 

то 

Д. с08 Р. соз (X — в) = г. сов и В. соз (X — 0) 

Д, соз Р. 8Іп (X — 0) = г. зіп и, соз і + В. 8іп (X — 0) (228) 

Д. ап р = г. віп и. зіп і 

гдѣ и = ѵ + тс — 6. Этими выраженіями едвали пе болѣе удобно пользоваться для 
вычисленія эфемериды, нежели выраженіями (226). 

Если за основную плоскость примемъ экваторъ и назовемъ чреэъ X*', У1, 2' 
геоцентрическія координаты центра Солнца относительно новой системы осей, то 

Х'= Д.созХ 

У' = У. с08 б> — 2, зіп в 

2' = У. зіп <о + 2. сов о 

или 

Х{ = В. сов X 

У{ = В. зіп X. С08 о 

2* = В. зіп X. зіп со 

Назовемъ чрезъ 5', ?{> С* линейныя геоцентрическія координаты свѣтила относительно 
тѣхъ осей, за основную плоскость которыхъ принятъ экваторъ. Пусть геоцентрическое 
склоиоаіо и прямое восхожденіе свѣтила будетъ 5 и а, тогда 

= Д, сои 5. со8 а 

г{ = Д , сов 5. зіп а 

= Д . зіп 5 

Слѣдовательно 

Д , соз 5. соз а = г, ах 8іп (Л0 4'ѵ) 4“ • соз X 

Д, сов 8. зіп а = г. Ъх 8іп (В0 4~ ѵ) 4- «й • зіп X. °08 <о (229) 

Д, зіп & = г. сх зіп (Со 4“ ѵ) 4“ -В * **п • 8*п ° 

Величины послѣднихъ членовъ этихъ уравненій, т. о. координаты Солаца относительно 
земли даются прямо въ нѣкоторыхъ астрономическихъ эфемеридахъ, такъ въ Вегііпег 
А^гопошізсЬез ІаМтсЬ даются величины этихъ координатъ для каждаго дня года 
и при томъ для каясдыхъ 12 часовъ, Даааыя такимъ образомъ координаты отнесены 
къ среднему положенію экватора н равноденственной точки начала года. 
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29. Нц видимъ, что вычисленіе по данной системѣ элементовъ широтъ в дол¬ 

готъ свѣтила или склоненій в прямыхъ восхожденій можетъ бытъ выаолвено пли по 
уравненіямъ (226) и (228), или посредствомъ уравненій (229). Вычисленіе упомяну¬ 

тыхъ координатъ главнымъ образомъ приводится къ вычисленію радіуса вектора г и 
истиввой аномаліи ѵ для тѣхъ и о и с в то съ, для которыхъ желаемъ имѣть геоцентри¬ 

ческія координаты свѣтила. 
В ели означимъ, какъ прежде, чрезъ (л, Т и Ж© среднее суточное движеніе 

свѣтила, эпоху н среднюю аномалію эпохи, чрезъ Ь время, для котораго хотимъ вычи¬ 

слить геоцентрическія коордиваты свѣтила, чрезъ гг, ѵ н г эксцентрическую, истин¬ 

ную аномалію и радіусъ векторъ свѣтила, соотвѣтствующіе данному времеви іу то между 
этими величинами, какъ извѣстно, существуютъ соотношенія 

Д) 4- р (і — 71) — и — е . аін и 

г = а (1 т— е, соз и); 

Сумма М0 1* (і — Т) есть ни что иное какъ средняя аномалія свѣтила соотвѣт¬ 

ствующая времени Ь. Слѣдовательно первую часть перваго изъ этихъ уравненій при 
рѣшеніи разсматриваемаго вопроса слѣдуетъ считать за извѣстную величину. Если 
рѣшимъ это трансцендентное уравненіе отноептельно м, то по найденному значенію 
этой эксцентрической аномаліи и изъ двухъ остальныхъ уравпѳвій легко вычислимъ 
г и ѵ. Такимъ образомъ вычисленіе по элементамъ величавъ г и ѵ для даннаго вре¬ 

мени і приводится къ вычисленію эксцентрической аномалій и по данной средней С 
изъ уравненія 

(230) ^ = и — е. зіп 

Рѣшеніе этого ураввѳвія относительно и составляетъ задачу извѣстную подъ 
именемъ задачи Кеплера. 

Если эксцентриситетъ орбиты не великъ, то задача Кеплера удобно можетъ 
быть рѣшена послѣдовательными ириблшшіямп. Въ первомъ приближеніи, въ членѣ 
зависящемъ отъ эксцентриситета врнненъгі=С и приближенную величину эксцен¬ 

трической аномаліи, соотвѣтствующую такому положенію, озпачимъ чрезч» щ, тогда 
послѣдняя опредѣлится изъ уравненія 

щ — С + е. 8іп $ 

Второе приближенное зпаченіе эксцентрической аномаліи оэпачвмъ чрезъ ил и опре¬ 
дѣлимъ его ивъ уравненія 

щ = С + с. 8ІИ «о 

Бъ третьемъ приближеніи значеніе эксцентрической аномаліи найдемъ изъ выраженія 

= С + е, яіп ііі 

в т. д, Этотъ способъ рѣшенія задачи Кеплера будетъ представлять достаточную 
сходимость только для орбитъ съ малыми эксцентриситетами. Для эллиптическихъ 
кометныхъ орбитъ и даже для пометы Энке, орбита которой имѣетъ сравнительно 
небольшой эксцентриситетъ, этотъ способъ нельзя считать удоболримѣаиыынъ, 
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Имѣя это въ виду, покажемъ тѣ пріемы, которые были предложены Ф. В. Бес* 

селемъ и II. А. Гансеномъ *) для рѣшенія Кеилеровой задачи. 

Изъ уравненія (230) видомъ, что вопросъ объ опредѣленіи эксцентрической 
аномаліи по данной средней будетъ рѣшенъ, если представимъ ши или.прямо про¬ 

изведеніе с. ши въ функціи отъ С Первому ивъ уравненій (80) при сдѣланныхъ 
означеніяхъ можно дать водъ 

. г 
8іП и =-гі-=:--у= ВШ V 

а т/1 —6я 
Разложивъ функцію 

г 
— » ЗІП V 
а 

въ рядъ по синусамъ и косинусамъ дугъ краткихъ отъ С. Вообще такой рядъ дол¬ 

женъ имѣть видъ 
у* 
~ . 8ІЦ ѵ = &о + ссх. сов С -(- аа. соз 2С -+* аа. ш 3? -[-. 

+ Рі. 8т'С4-р^зій2С4-|5а. зіп 85 4-. 

Такимъ образомъ рѣшепіе вопроса приводится къ опредѣленію коеффиціевтовъ 
о*, еСі, рі и т. д. Примѣняя для этого теорему Фурье, имѣемъ 

2% 

*-• віия.соз А*Сй5; сі 

о 

Но изъ уравненія (230) имѣемъ 

<% = (1 — е. сов и), Ли 

и кромѣ того 

— • зі и ь = ]/ і — еа. 8іп и 
а 

поэтому 

_1/1- 

2 ТС 

а„ — -— - I (1 — е, сое и). зіцц. Ли 
аТС 

_)/1 

2тс 

(1 — е. соз «). зіп и. соз (ки — Ъ, зіп и), Ли 

2тс 

Р* = ——— / (1—с, соз и), віп и. зіп (4м — Ье. зіп и).Ли 

*) Ом. 2еіЬісЬгій ГПг Айігопшіа, ВЛ. V. р$. 368. АЬЬашПмфеп бег Вогііпег АкаЯеше. 1816—17. 
АвЬюгншисЬе ЯасЬгіскЬеп № 836. 
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Первый изъ этикъ интеграловъ берется непосредственно и подвергнутый вліянію ука¬ 

занныхъ предѣловъ обращается въ нуль, слѣдовательно «* = О и равсматриваевое 
разложеніе не имѣетъ члена свободнаго отъ С. 

Такъ какъ 

С08 (ки — ке. зіп и) (1 — е. соа и). Аи — 

8іп (Іси — ке. 8іп и) (1 — с. ео8 и). Аи = 

~ А [зіп (ки — Ье, зіп и)] 

1 

к 
А [соз (ки — ке. 8іп «*)] 

то выполняя въ предыдущихъ выраженіяхъ ак в ^ интегрированіе но частямъ, по¬ 

лучимъ 

Г 

У 

2* 

соа и. аіп (ки — Ы. 8іп и). Аи 

о 

2зс 

соз и. соз (ки — ке. зіп и). Аи 

о 

ибо члены находящіеся внѣ знака интеграла между этвмн предѣлами обращаются въ 
нуль. Первое изъ этихъ выраженій иолшо представить въ видѣ 

/2тс 
г. 
[™ [зіп (Ы — ке, аіп «) — аіп (ки — кв, зіп и) (1 — е, соа м)] Аи 

или /27С 

. 
8Ш 1 зіп (Ы — ке. аіп и), Аи /гг? Г 

х.кР.в / 

2п 

й[со8 (ки—ке аіп и)] 

Но очевидно, что послѣдній изъ .этихъ двухъ интеграловъ обращается въ нуль .и по¬ 
тому 

(231) 
тс .ке / 

2тс 

аіп (ки — Ас. аіп и). Аи 

точно также вайдемъ 

2тс 

Р* — ^_ 7..ѵ / соз (ки — ке, зіп и). Аи (232) 
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Извѣстно, что всякая иечетаая степень синуса можетъ Сыть представлена ли¬ 

нейной функціей синусовъ кратныхъ дугъ; четная же степень синуса имѣетъ форму 
подобной же функціи косинусовъ кратныхъ дугъ, такъ что 

(-1)’1. 22". (віпе)2,*+1= 8іп (2« + 1)& - --*р-$іп(2«-1) е+ ^ м 8іп(2«-8)б— > 

(2п ѵ 1) 2п(2п - 1).(«ч-2) , і---...-кг 
1.2.8.п 

8111 е М) 

(-1)". 22П (зіп е)3'* = соз 2ПС - -* сов 2(п - 1) * + — ? Ѵ~ соз 2 (п - 2)« 
1 1 . 2» 

1 2й(2і»-1)(2»-2).(я + 1) 

±2-1.2.3....:»-Ш6 

гдѣ подъ п разумѣемъ какое угодно цѣлое число. Еслв умножимъ первое изъ этихъ 
выраженій па віц2те.<?*, а второе—па сов (2т 4* 1)**сіл и возмомъ отъ того и 
другаго произведенія интегралы въ предѣлахъ О и 2тг, то очевидно найдемъ /21С 

- 

$іп 2т (зіп е)2п * = О 
і 

2 ТС 
2 п 

сов (2т + 1) і . (зіп е) . <?& = О (233) 

гдѣ подъ 7п разумѣемъ какое угодно цѣлое число. Если умножимъ второе ивъ выра- 

жоаій (Л) на зіптме.йе, а аервое ва совтме.йе и въ обоихъ случаяхъ возмемъ ип- 

тегралъ въ предѣлахъ О и 2тг, то получимъ /** 
2п 

8ітте.(зіпе) . Л=г О 

■ / 
2х 

соз ш.($іп е)2” ^ = О (234) 

такъ какъ 

п . . , 7с2. зіп2 6 , 7с4. зіп4е 
соз (1с. віп с) = 1---(- 

зіп (к. зіл е) = к. зіп е 

2 1 2.3.4 

Ла. 8ІП3 6 , Й6. 8ІП56 

‘ 2.3"' + 2.3.475 

(235) 

то на основаніи выражевій (233) заключаемъ, что для всякаго нечетнаго значенія 1і 

2% 

соз Ы. соз (к. зіп е). с?е = О 

/■ 
и для всякаго четнаго значенія Ь 

/215 

* 

зіп 7/е, зіп (7г. зіп е). йе = О 
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Такъ какъ по выраженію (232) 

(236) 
]Л — 

тс. ке 

2ТС 

сое сов(/г:<з.8іпг^).<?^— 
|/і—еа 

тс. кв 

>2ТС 

8Іп 8ш(7*е.8ііш)*&е 

о 

то па основаніи двухъ предыдущихъ выраженій заключаемъ, что первый членъ пре¬ 

дыдущаго будетъ отличенъ отъ нуля только для всѣхъ четпыхъ звачѳБій А, а вто¬ 

рой членъ нѳ обращается въ нуль только для псчетпыхъ значеній к. 

По выраженіямъ (284) и (235) заключаемъ, что для какаго угодно значенія 

Ь четнаго или нечетнаго 

27С 

8Іп Ы, Ш (к. вш е) йе = 0; 

о 

2тс 

сов Ае. 8іп (1с. 8Іи *), йе = О 

а такъ какъ разность этихъ выраженій приводится къ 

2ТС 

8Іп (Ы — Ь. 8іп е). йе = О 

то по выраженію (231) заключаемъ, что а*=0 и что разложеніе --*8іпѵ можетъ 
а 

содержать только синусы кратныхъ дугъ отъ Такимъ образомъ рѣшеніе задачи 
Кеплера приводится теперь къ опредѣленію величины функціи 

/ 
2ТС 

со$ ки. С08 (йе. зіп и). Аи 

для четныхъ значеній 1с и къ вычислевііе значеній интеграла /2ТС 

зіп . 8іп (ке. 8іп и), Ап 

о 

для всѣхъ ве чет пыхъ значеній 7с. 
Мы зваелъ, что 

2 см (Ьміп и) = ,-(*■* *)1^ 

2 . т {Ь.аа и) = - С*.ш*)»/П 

гдѣ подъ с разумѣемъ оспованіе веперовыхъ логариеновъ. Вообще 



І6І 

!>ІХ тг. х9 
1 + от.ж + -~~ + 

с = 1 
т‘ 

а. г 

от3. ж3 

2.3 

иг 
+ 

Пусть 

= 1 
•г і »» 

Й1 + «* 
*?і1 

22.32 
+ 

т8 г(0 "«• 1 
4 8=3 *»-сГ + 

№ 

2е, 3 22.32. 4 + 

<7: 
(2) >Н' т 
т 

*«4 , 

273 2*874 “ 2*. З24.5 + (237) 

і»__Г_ 

и* — І.2.8...ИІ1 1. 

Я»’ т яг 
.{«+1) ' 1.2(ад+1)(*+2) 1.2.8(іи-1){ін-2)(*+8) 

тогда переішожал предыдущія выраженія, получивъ 

«(-і)=^+і^+л4;і+л^,+. 

I 7(1) , 1 т(2) 1 у?) , 
І’'™ -*ГЛ-иы ■ѵЗ^яг. "і". 

+ 

(238) 

подобнымъ же образокъ перемножал выраженія 

— тх , . ОТ2. Ж4 
с — 1—ОТ.Ж + -,—7=- — 

* .. , М 
с = 1 Ч- 

1 ж 

1.2 

от3 

от8, ж8 

ГО + 

2.x- 
_1_м» 

2. 8 ж11 

найдемъ 

Ш 

4_І. гПЗ I . т<2) » г(8) » 

(239) 

Функція ^'1) извѣстна подъ моденъ Бесселевой трансцендентной функціи. Если при- 

йенъ въ этихъ разложевшъ 

х 

1_—и]/— 

х — 

^ *= С08 И + |/“І . ЙПМ 

= 008 24 — ]/— 1 .8ІИ« 

ТО 
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х А-= 2 .соей 
х 

хг + — ^ 2 • сое 2и 

х-= 2 V— 1. эш и 
х 

хг — -4 = 2 і/— 1,8іи 2» 
й/ 

Поэтому разложенія (238) и (239) принимаютъ видъ 

в(а«.«Ши) +2(/=1'.^’зіпм+2-4!1 11082м+2 віп8м+... 

е(2,п'аЬя) ^~~* =—2 И-2■•/да С082м—2 5іа За +... 

откуда чрезъ сложеніе и вычитавіо находимъ 

ш (2т. зіп м) = (/да4 + 2 ^ сов 2и + 2 ^ ш 4м . 

зіп (2т. 8Іи и) — 2 и + 2 «/^зщ 8м + 2 «/^’ап 5м + 

Прилагая къ опредѣленію коэффиціентовъ этихъ періодическихъ рядовъ теорему Фурье, 

ваходинъ 

(240) 

-ч- 

27С 

=- -і- / сое (2яе. зід «) сое Хм» йм 

о 

гдѣ подъ X разумѣемъ всѣ чотныя числам также 

(240*) 
Г(Ь')_ 

2ТС 

8іи (2пг. зіп и) 8іп . (Іи 

о 

гдѣ подъ V разумѣемъ всѣ нечетвыя числа. Слѣдователь по если притомъ здѣсь 
2т = ке, то выраженію (230) искомаго косффяціента |3* можно дать вилъ 

Рі 
Ѵі — е* 

е 

Слѣдовательно если условимся давать 1с значеніи всѣхъ цѣлыхъ чиселъ натуральнаго 
ряда, то тонокъ представить зтотъ коеффпціептъ въ видѣ 

(241) 
_2. ]/і — е2 ТФ) 

* Ті.е 
2 

Такъ какъ мы видѣли, что а* “ 0, то разложеніе ^ • зііі ѵ можно представить въ 

фортѣ 
А.=± со 

г 
а 

зіп К 



или 

Ш 

к— со 
Г 
— . 81И V — 

а 
Ѵі — е* X 2 таі . 

~^—2 ^ 
к — 1 

(242) 

Мы знаемъ, что 

и кромѣ того 

и = С с, ш и 

е. $иі а — - ѵ._ 

Ѵі а 
8Ш ѵ 

а потому рѣшеніе задачи Кеплера представляется теперь въ видѣ 

к~со 

«-с 

к=і 

гдѣ, какъ видно изъ уравненій (287) 

7;еѴ Г Гкс'% 
т *) V 2 / 

Г. 2~~3 ...77; 
1—, 

2 

2 

кс'А 
2 

ЬѴ 

(248) 

1,(4+1) “ 1.2(4+1)(й+2) 1.2 3 (Ь+1)(4+2)(й+8) 
ГГ +' 

30, Рѣшая задачу Кеплера, мы имѣли въ виду опредѣлить для дапиаго вре¬ 

мени истинаую аномалію свѣтила, движущагося въ эллиптической орбитѣ. Для этого 
по средней аномаліи, которая вычисляется для данного времени непосредственно по 
элсмоитамъ, мы находимъ сначала эксцентрическую аномалію по выраженію (243) и 

послѣ того по эксцентрической аномаліи изъ выраженія (31) вычисляемъ уже истин* 

пую аномалію. Есть однако возможность найти истинную аномалію прямо по средней, 
не переходя черезъ эксцентрическую, Мы достигнемъ этого, если покажемъ способъ 
вычисленія разности ѵ — С, т. »е. разности истинной аномаліи и средней по данной 

средней. Такая разность извѣстна подъ именемъ уравненія центра Слѣдовательно 
рѣшеніе задача, о которой мы теперь говоримъ, приводится къ вычисленію уравненія 
центра. 

Мы знаемъ, что элементарная площадь сектора описанная радіусомъ векторомъ 

въ теченіи промежутка вр&менп Лможотъ быть представлена въ видѣ ^)/а( 1—с1) сП; 
^.3 и 

иначе таже площадь можетъ быть представлепа въ видѣ слѣдовательно 
а 

г2. дл) = кУа (і — с2). йі 

гдѣ йодъ ѵ можемъ разумѣть истинную аиоыалію. Мы знаемъ, что средняя аномалія 
? имѣетъ видъ С = р.і-(-Ж0і гдѣ |л есть срсдисе суточиое движеніе свѣтила, слѣ¬ 

довательно 
я 

Аі = ~ ■ сК 
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Виося это въ предыдущее выраженіе, получимъ 

(244) <&=^-і/Г^вг.Л 

Мы видѣли, что г = а (1 — о. соя и), слѣдовательно 

—а = (1 — е. соз и) -3 
г 

2 
Это намъ показываетъ, что р± есть фупкція четная отъ «, а слѣдовательао п отъ 

5* поэтому упомянутая функція должна пмѣть такой впдъ, при которомъ оиа пе из¬ 

мѣняла Сы величины ири подмѣнѣ зиака.С Такое свойство имѣетъ между прочимъ 
періодическій рядъ содержащій одни только косинусы кратныхъ дугъ отъ С И такъ 
положимъ, что 

рі = Ао + Ах. соя С + Аг, соя 2С Ак .соя Ц + 

Опредѣлимъ цока только коеффшцоип Ао. По теоремѣ Фурье 

. _ 1 / Д9 
Ао “■ / 2 * м? 

по такъ какъ 

г = а (1 — е, соя и); = (1 — е. соя и) сіи 

7Г / 1 — С , СОЯ 26 71 
(1 — е) соя2 + (1 -|- е) зіп2 

ЯСС3 - 

У (1-0)+(1+е)іап^(| 

Введенъ сюда повое перемѣнное г подъ условіемъ 

, и 
в = Ьапя 2 

тогда выраженіе коеффиціоита А* приметъ видъ 

% / (1 — в) + (1 + е) * 

о 
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или 

/=.3.__ Г<^Ш) г 

0 тс і/ І — ег / ■. I Н_б.8 ]/1—? 

о 

Слѣдовательно 
.,2 1 

-\і у—4- • С08 ? -(- • СОЗ 2С -(- .4*. С08 3? 4-. 

Внося эго въ уравненіе (244), получивъ 

йѵ — <К=}/1 — е2 [Лг.ш С + • ш 2? + Аг. ш ЗС +.] ЙС 

Если положивъ здѣсь 

Л ■ = С„ 

то интегрируя ирсдыдущое виражоніс, найдемъ 

г? — С = Сі . 8іп С + С?в. зіп 2С + бѴвіп ЗС +. (245) 

Такъ какъ 

~ = 1 + Ск, С08 С -[- 20.і . сог 2С + 3 С*. соз ЗС +. 

то но уртшеішо (244) имѣемъ 

ру/Т=?= 1+ (7:.С08С+ 2С4-С08 2С +.+ Щ.СМК +. 

откуда но теоремѣ Фурье имѣемъ 

__л2іс 

і/і — е2 I а? 7у 7, 
а* = ^ тс ■ / ^ ■ соз А?. ей; 

О 

ИДИ 

_п 27Г 
~ 1/1 — с2 У соз [7*и — йо. зіп и]. Ди , , , 

= “7^Г /-1-<Г.га« (240> 

о 

Для выполненія указаннаго здѣсь интегрированія разложимъ прежде всего функцію 

_1^_ 

1 — в. соз и . 

Такъ какъ 

с** 4- с іи 
ш и =---- 

2 
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гдѣ о ость основаніе неперовыхъ лсгарпемовъ и і = ]/ — 1, то 

(247) 1 — е. сое м = 1 — | (сы + <Г г'“) 

Допустимъ, что вторая часть ото го выраженія разложепа на два множителя и функція 
1 — с, ш и представлена иъ видѣ 

(248) 1 — о. С08 и = [а + Р * [а + ? • (ГІИ] 

или 

1 — с. сов и = а3 + Р + ар [сіи + с“ іи] 

Для того чтобы это выраженіе было тождественно съ (247), необходимо чтобы 

откуда 

а’ + р*=1; йр== — ^ 

(а + |3)г=1-,; (*-?)* = 1+0 

Слѣдовательно 

2а == ]/і— е 4- /і-(-с; 2р = і/Г^^ё — /і + е 

Зиая теперь коеффпціенты аир, представимъ иыраженіе (248) въ видѣ 

1 — 6 . Ш и =.- «* [і + А 'і + ?- о- 

Такъ какъ |3 есть величина существенно отрицательная, то положимъ 

тогда 

1 

1 — е. 008 и 

-і 

Разлагая двучлены по строкѣ Ньютона я перемножая разложенія, найдемъ 

-—-—= 14-ха + х< + х°-и. 
1 — е.т« . г 

4- 0 + *8 + ьв + +.] (сіп + с- <*) 

4- [Х»+ X* + X* +.] (с2іи + с*- 2{и) 

+ [*8+ + *7 +.] (сгіи + о- 0і«) 

+. 
Но такъ какъ 

! 4- X* 4- х* 4- х« 4-.= тЛ-2 
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то легко представить предыдущее въ видѣ 

-..—--« ———7-5 Гі -I- 2Х . соз и 4- 2Х2. соз 2а + 2Х*. соз 3и 4- 

Мы приняли 
х __ уТ+с _ е 

ѴТ-Ѵе + ]/і — с 1 + /Г^72' 

поэтому 

_і___2[1+уТЕ/з_ 
а2 (1 — X») (! + ѵТ^ё*)2 — ег 

что мослѣ весьма простыхъ преобразованій приводится къ виду 

1 1 

И такъ 

1 1 

1 — е. соз м |/і — с' 

впося это въ выраженіе (240), найдемъ 

а2 (1 — X8) /і -с* 

[1 4“ 2Х. соз и 4- 2Х*. соз 2п 4- 2Х8. саз 3« 4“.] 

-*-•/ 

2* 

Ск = х— / соз (&* — 7<ю. зіп гі). йм 

Г2тс 

С08 (&« — ІІС . 81 
п, . <ѵ г 

зіп соз « . (Ы 

2* 

4“ ^4- / С08 (&* — 4<з. зіо и) соз 2и. 4* и т. д. 
2Х_* /* 

'■у ' 

Сравнивая выраженія (241) и (232), видимъ, что 

2* 

/ 

соз (іи — Ъс, зіп и). (Іи = 2тс. </, 

по такъ какъ 

2.со8«.соз(/Ы — 4с.зіи«) = соз [(7с + 1)« — Ас.зіпѵ]4“соз [(4— 1) к — йс.зіпи] 

2.соз 2«.соз(4« — Ісс.ьіпи) = соз [(Л 4“ 2)« — 7сс.зіп «]4~ соз [(4— 2)« — 7«<?.$іпк] 

то отсюда заключаемъ, что 
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/ 
О 

/ 

Ж 
Г (*-И) (Л-1)1 

сов (?«( — . зіп с08 и, йи = тс <7Ае + <//СР 
*- Т Т ** 

2Л 

сое (7л* — Ъ. 8іа и) сов 2мЛи = л 
т(Ь + 2) . Т(*-Ѵ 

<4е ^ 
2 1* 

и т. д, Слѣдовательно 

Ъ п г№) , ѵ 

(249) я ^ — **, + Х 
т(* + і) . т№~1) 
^Аб + ^ке 

ь’ 2 2 

+ Х‘ 
^2,+ (А-2) 

А* 
2 т 

+ 

Этимъ выраженіемъ и слѣдуетъ пользоваться для вычисленія коеффиціента об¬ 

щаго члена ряда, представляющаго собою уравненіе центра, 

31. Вдвалн не болѣе простую форму для уравненія центра нашелъ П, А. Гаи- 

сенъ. Соображенія, на которыхъ онъ основываетъ выводъ этой формы, заключаются 
въ слѣдующемъ. 

Полагая въ уравненіи (244) 

находивъ изъ него 

(250) 
_ / С08 у 

: =г (К 

Для того чтобы развить р”2 въ рядъ по косинусамъ дугъ кратныхъ отъ срод¬ 

ней аномаліи, положимъ 

ш Я 

гдѣ і есть |/—1* • а и и ? означаютъ эксцентрическую и среднюю аномалію. Такъ 
какъ г= а{1 — е.со8«), то при нашихъ озпаченіяхъ ото. приметъ видъ 

или 

р= 1 —С08 |в«П І& + »-1] 

Помножимъ и раздѣливъ вторую часть этого уравненія на вос? М 
\2/ 

тогда найдемъ 

р = 
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Что легко иредсташѳтсл въ видѣ 

р = [і — У ■ іапе |] [іу~1.1(іи§ |] сов5 

Полошимъ для краткости 

Р = 4апв \ 

е- - - 1 + р*- 

Мы зиаѳиъ, что 

Ц = и — с. аіи и 

а о ари сдѣлай иыхъ означеніяхъ 

і.С = Ъ%г\ і.п = Ю$ ѵ 

аозтону иоішоживъ предыдущее уравненіе на ирод ставилъ его въ видѣ 

Іое г = 1о$ у — (?/ — у -]) 

откуда 

, п 8ш у 

Изъ уравненія (251) имѣемъ 

Но ири нашемъ означеніи 

Слѣдовательно 

— 1 — с. сов и 

1 — о, сов %ь = р 

Мы приняли 

откуда 

поэтому 

йи * 

г.?~= 1о$ ц і.и = Іов у 

. ла йг . , А/ 
*»йч = — \ і. ть — — 

* 2/ 

ЙС й* ^ 

йи % а 
12 
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Такимъ образомъ 

&2_длі 

* ~ У 

йя Ау (1 — !/.Р)(1 — I3.»/-1) 

У 1 -ГР1 

Имѣя это, примемъ па осиовааіи упомянутыхъ выше соображеній 

^ = В, + 2В,. сое ? + 2Вг. соз 2С + 2 Вг соз 3< + 

такъ какъ 

2.соз С=с^+с ^.= *+* 1 

2. С08 2С — с 2^-(- с ^а-(- -Г"3, ит. д. 

2^2 = д, + д (^4-^1) + ^{^ + ^-2) + ^(^ + ^3) +. 

Слѣдователь^, считая В* = Я-*, можемъ представить это въ видѣ 

(252) 

СО 

Если умножвыъ обѣ части этого уравненія на и возмемъ интегралъ въ пре¬ 

дѣлахъ — тс и + те, то получимъ 

/э + те 

= си? / ^3 

Мы видѣли, что 

-в 

и кромѣ того замѣтимъ, что ириС“ —теи?=+те имѣемъ 

2 = с И 2 = С 
+ г,тс 

Слѣдователь по 

и Гг 
V р1 

,+ ітс 

9^0$ 
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Принимая во ввииавіе, что 

(5) 
і+^га(|) 

1 — 

1 + Р1 

и ввося въ подъинтегральную функцію вмѣсто р, г 

чины, получаемъ 

(Іа . „ 
и — ихъ выше найденныя ввли- 

г 

йу (253) 

—гтс 
с 

гдѣ 

І ■ 8ІЕ У 

2(5 
= Ъ. соз 2 

Боли расположимъ подъинтегральную функцію по степенямъ у и будемъ инте¬ 

грировать отдѣльные члены разложенія въ указанныхъ предѣлахъ, то легко убѣдимся, 
что интегралы всѣхъ членовъ обратятся въ нули за исключеніемъ того члена, кото¬ 

рый содержитъ иножвтеля ибо 

-Мя 

у% 

ИГ 

для всѣхъ значеній р за исключеніемъ р = — 1, для котораго предыдущій интегралъ 
обращается въ 

Поэтому если въ разложеніи аодъиатсгральйой функціи выраженія (253) вознемъ коеф* 

фиціевтъ того члена, который содержитъ производителенъ и умножимъ этотъ 

коеффиціентъ на 1 •— р4, то получимъ, коеффиціевтъ разлолсевія * 

Подъинтегральную функцію выраженія (253) ножао разсматривать какъ пропз- 

веденіѳ слѣдующихъ трекъ множителей 

— Ь-і 

У (і-р.,-1)".-1* 
— 1 

1 
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но 

Перемножая эти два ряда, находивъ 

[і^?.у]"1в^=і+ М + РѴ + РУ + 

+ иР.у + рР'-У+ нР“У + 

+ ^Ѵу+|Ѵу+ 

+ ЙРѴ+ 

Пусть 

Рі -1 + V 

д = 1 + и + у 

*. = 1 + ^ + т + й 

р, = 1 + р- + ^- + ^з +.+ ОлГЗ 

Тогда 

(254) [і „ р. у]'?с 1 + Р, р. у + Р, р* У + Ра Р* у8 +. 

Множитель 

получается язъ множителя 

[і - м]-1*» 

если въ этомъ послѣднемъ замѣнимъ |і и у чрезъ — ^ н у—1, а потому заклю¬ 

чаемъ что 

+ г.зг2+ Р8.зг3 +. 
— Ѵ-$-у-'— іУ-у-* — р.р3. ?/—3 — 

+ ^У*г“ + !|ѴіГ> + 

2.3 Р ,У 
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Полагая здѣсь 

ві = і—(і 

Яг = 1 — V- -Ь ^ 

й = 1-^ + |‘-Й- 

и т. д. 

пах одинъ 

[і - Р-Г *]" в" ^_1= 1 + в ,Р ■ Г Ч № »гЧ <33Р3. гГЧ 
Перемаожая ряды (254) и (255), получаемъ 

(255) 

І + зд.р+од.рч-. 

+ у[-Р..Р + -Рг|3(.Р8 + -РА.Ра-Ь.] 

+ у*[Р2. р*+ Рв& .р« + Р*(Э1>Р° +.] 

Если ум пол: имъ это на у" ^ то получимъ аодънптоп тральную функцію выралгепін 
(253). Означимъ эту функцію чрезъ Жк(у\ тогда 

= + + .] 

+-у~!с №.Р-|-Д.<3,.рв + Ра.^.Рв+ ■ ■ ■ Ч (абВ) 

+ »~ *+ р*. <3, • Р4 + р*. &. Р“ +-] 
+. 

<• * „ г- Ы 1ТС 
если умножимъ это на ау и будемъ іштегрировать между предками с нс, 

то всѣ интегралы обратятся въ пули за исключеаіемъ тѣхъ, подъиптегральная функція 
которыхъ содержатъ перемѣнное въ видѣ $/“1. 

Для того члена разложенія (252), въ которомъ 4 = 0, первый членъ преды¬ 

дущаго выраженія содерлшгь у~\ и множитель прп этой степени перемѣпнаго есть 

і+р,.в1.р*+р,.ві.р* +. 

При к =5 1, т» о. вс второмъ членѣ разложенія (252) второй членъ выраженія (250) 

содержитъ миол:ителя у~~[ съ коэффиціентомъ 

•Р1;Р + Л.<З..Р» + Ра.<32.р6 +. 

При к =2; коэффиціентъ при у~1 есть 

^2 • Р2 + •?* • Оі • Р4 + Л • 0* • Р“ +. 
и т. д. Слѣдовательно косффпціептъ при ^—1 въ общемъ членѣ разложенія (252) есть 
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^‘ + Д + і.ві.Р1+а + ^ + »-в,.Р‘ + 4+. 

Но мы видѣли, что умноживъ этотъ кооффиціентъ на 1—|Э*, получимъ искомое вы¬ 

раженіе для Вь, слѣдовательно 

(257) Д» = (І-р*)[Д.р*+^ + І.д1.р‘ + а + Рн.1.в1.р* + *+ ■ ■ ■ ■] 

Замѣтимъ, что Ро = 1, ибо при Ь = 0; [х= 0. Поэтому 

Во = (1-Р)Ц+*х*Ях-Р + Ъ>Яш'Р + •;•••] 

но такъ какъ при /е= О, |х = 0, то для Тс = О 

Рі = 1; Д = 1;- Яі = 1; в. = 1 . . - . 

а потому 

д0=(і_РЧ[і + р* + р* +.]* 
но 

і + Р’ + Р4 + 
1-р: 

Слѣдовательво 

Мы приняли 

1. 

^ = 50 + 2В,. соа С + ЪВъ. т 2С + 
Р 

что можно представить въ видѣ 

к^: со 

р к = 1 • 

Внося это въ выраженіе (250) и ивтегрируя, имѣемъ 

к — со 

V — К =21 • в*. зін *С 

или обращая ввиманіе на вырамсеніо (257), находимъ 

К “ со 

(258) ѵ-; = (і-п2|№-РЧ^+і-ві.Р‘+*+і,*н-..в..Р‘+Ч-'Ч«пК. 

Й=1 

это и есть данвая П. А. Гансепомъ форма уравненія цоитра. 

32. Зная уравиоиіе центра, можно опредѣлить геліоцентрическую долготу свѣ¬ 

тила, вовсѣ по вычисляя для этого радіуса вектора. 
Назвавъ какъ преждо аргумептъ широты свѣтила чревъ м, дадимъ уравненіямъ 

(129) видъ 
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зіц и , зіп і = зіп Ь 

зі» и - сов г = аіп (I — 0). сое Ь 

соз и = соз (I — 6). сод Ь 

гдѣ какъ прежде подъ I и Ь разумѣемъ геліоцентрическія координаты свѣтила, а 
подъ Ѳ н і дна элсмевта опредѣляющіе положеніе плоскости орбиты въ п ростра иствѣ. 

Помноживъ второе изъ отъ уравненій па соз», а третье па віп гг, вычтенъ 
первое произведеніе изъ втораго, тогда получимъ 

или 

зіп и. сов и — сов и, зіп и, соз г — т Ь. $ін (и —■ 14- Щ 

2 ,$іи и. со8 и.&ііг —у = соз Ъ . зіп (и — I -[- й) 

или наконецъ 

зіп 2», зіп2 = сое Ь. зіи (и — I 6) (259) 

Помпоживъ третье изъ начальныхъ уравненій на сов» и сложивъ со вторымъ 
умноженнымъ в а зіп », найдомъ 

сов2 и зіп2 и ,ші = соз Ь , соз (» — I -1- 0) 

или 

сов2 и + 8іп* и — 8ІП2 = со8 Ь. с08 {и — 1-\- 0) 

откуда легко находимъ 

+ соз 2и. зіп2 = еоз Ь,сое [и — I 4* б) 

раздѣлавъ уравненіе (259) на это послѣднее, получимъ 

Спив2 (4) . зіп 2» 

іаив (» — I + Ѳ) - 

1 -(- 6ап82 

уголъ и — І-|-Ѳ называется приведеніемъ къ жтптишъ. Для планетныхъ ор¬ 

битъ г по велико, а потому приведеніе къ эклиптикѣ удобпо представляется въ видѣ 

рада расположеннаго по степенямъ этотъ рядъ, какъ извѣстно, имѣетъ форму 
а 

(и-1’\'Ьув]ъ 1^=:1ап8а^8іп 2»-|**іап84^8Іп 4и + |* «іаи^^зт би —. 

-г 1. сов 2« 
^ *а/ 

означимъ чрезъ ф выраженное въ дугѣ приведеніе къ эклиптикѣ, т. е, положимъ 

Ф = 1ап§* 
'Й8іп2ц 

2/ВІП Г 
зіп 4» 1 . 

^Р+з'ип§ 

/ і зіп 6» 

І2/віи 1" 
(260) 
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тогда 

и —I = ^ 

откуда 

1 = и 0 — ф 

но такъ какъ и = ѵ +о = ѵ + тс — О, і*дѣ аодъ <о разумѣемъ разстояніе периге¬ 

лія отъ узла, а подъ % долготу иориголія п аодъ ѵ истиииуш аиоиалио, то 

I = ѵ 4* тс — Ф 
Если означимъ чрезъ $ уравноніе цоатра, то § = ^ — Ж, гдѣ подъ Ж разумѣемъ 
среднюю аномалію свѣтила, поэтому 

г=| + Ж + тс-ф 

Сумма М к называется средней долготой свѣтила, если означимъ ее прозъ і, 

то Суденъ имѣть 

1 = Ь~і- « ~ * 

Такимъ образомъ мы видимъ ещо одинъ способъ вычисленія геліо центр и ческой дол¬ 

готы свѣтила по элементамъ. Что касаотся до средней долготы, то опа вычисляется 
по элементамъ гораздо болѣо просто чѣмъ долгота геліоцентрическая. 

33. Опредѣленіемъ величины уравненія центра рѣшается вопросъ о в ыч и слеши 
но элементамъ истинной аномаліи свѣтила для даннаго времени. Наиболѣе про¬ 

стое и удобное въ практическихъ прнмѣпоаіяхъ рѣшеніе этой задачи иредложш 
К. Ф. Гауссомъ. Трудность при вычисленіи ястипиой аномаліи по элементамъ пред¬ 

ставляем голыш тогда, когда эксцентриситетъ орбиты великъ и сама орбита ко 
формѣ приближается къ параболѣ, по этотъ случай Гауссъ к имѣлъ въ виду, пред¬ 

лагая, хотя но прямое, по тѣмъ не мевѣе весьма остроумное рѣшеніе упомянутаго 
вопроса. 

Сущность методы Гаусса заключается въ слѣдующомъ. Предположимъ, что за 
эпоху ирнпято время прохожденія свѣтила черевъ перигелій ого орбиты. Означимъ 
это время черезъ Т. Пусть данное время, для котораго хотимъ вычислитъ истинную 
аномалію, будетъ Ц тогда средняя аномалія, соотвѣтствующая вроиопи 8, предста¬ 

вится въ формѣ 

Вели и ость эксцентрическая аномалія, соотвѣтствующая времени і, то 

(261) 
— Т) 

и е.ти 

Пазовомъ какъ прежде чрезъ 2 разстояніе перигелія отъ Солнца, и замѣтимъ, 

что для эллиптической орбиты вообще 



177 

а (1-е8) 

1 -(" С-СОЭ V 

Въ лерпгеліи ^ — ^ и ѵ = 0, поэтову для эллиптической орбиты <у = а(1— е) 

и уравненію (261) можно дать видъ 

ки-Т)(1-е$ 
---= « — о» 8Ш и 

К{1 — Т) |/і — е и е.віии 

Г 

что легко представляется въ видѣ 

К (і — Т) |/і — е 9 и , и 9 е. зіи и е. $іи и 
10* 10(1 — в) 

Придадимъ и вычтенъ во второй части этого уравненія сунну 

9 с.и , зіи « 

101-С + 10 (1 —в) 

тогда все уравненіе приведется къ виду 

=*±-» + ^ 

К(і — Т)Ѵ\ — е 10_, 1 + 9е Г и — аіп и 1 
I 9іс —зіа ^ 1 — е |_€и-|-и ] 

или еще 

К {і — Т) \/1 — е 20 __ ^ , _1 1>+9е ^ и — зіп и 

І 9г* —|— зіа « 3 5 (1 — е) [9и + зіп и. 

Полагая здѣсь 

- „ и — зш и . 
15 -7Г—;—:— = А 

9 и + 9 т м 

умножимъ обѣ части предыдущаго уравпедія на \Гау тогда пайдснъ 

К(1— Т)ѴТ=~е 20 ]/А ,,-т , Г 1 + 0« 1 ■< 
п.| ' ви + яіии ~ѴА + [5(1 —е)] 3 

9и + зіи ц 

20 /А = в’ ^Га=Т)л = ‘"4 (263) 
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тогда предыдущее уравненіе обращается въ 

К{Ь 

225. в 
ІГ 1"в5 й 

Раздѣливъ обѣ части этого уравненія па 
г/"ПІ-е) 
у 1 + 9с ’ 

получимъ 

(264) 

1Г 1±$е 
К (і — Т) ѵ_10_ 

1/8. в1 в 
Если бы В была извѣстная величина, то вычисливъ посредствомъ нея н элементовъ 
первую часть этого уравненія, мы приняли бы найденную величину за аргументъ н съ 
шшъ пзъ таблвцъ Баркера нашли бы соотвѣтствующее значеніе ю. Чтобы пользо¬ 

ваться упомянутыми таблицами, мы умножимъ все предыдущее уравненіе па 75 н 
примемъ 

(265) ЛГ = 
1ЬК{І-Т)Ѵ Ц~' 

я 
/2 д\ В 

Досмотримъ прежде всего па основаніи какихъ соображеній можетъ быть вычислена 
функція В. 

Извѣстно, что 

положимъ 

тогда 

(266) 

или 

яш и = 
2 іапе ^ 

1 + ЬапГ (й 

іапг (^) = й 

2 ]/(і 
■т»“ф 

(267) яІпи = 2/0[і—0 + Ѳ* —6* +.] 

Согласно съ сдѣланнымъ озаачсаісмъ 

и = 2 агс. ((ли§ — ]/0) 

ио взвѣстно, что 

(/о’)» , И-)6 агчг. (іапе = Ѵь) = |/ѳ 
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поэтому 

и = 21/(Г 1-~ + - + 7 ^ 

посредствомъ этого и выраженія (2157) легко составляемъ 

15 (а - аіц и) = 2 /О [ю.О - 6е + 0= _ М 04 _[_ . 

Эн-Ніи» = 2]/г[і0 — +у 02 — -у-йа + * ' 

] 

] 

(268) 

(269) 

Еѳли первое изъ этихъ выраженій раздѣлимъ на второе, то при означеніи (262) 

найденъ. 

л = о-іо’ + !о* 
2625 Г 

_78856_ 6. 

144375 
(270) 

Обратимъ этотъ рядъ и разложитъ Ь по степенямъ А, Для этого допустимъ, что 

ъ = а + *.а' + $.а*-\-і.а* +. 

Если бы мы ют'Іші ограничиться четвертою степенью А, то для опредѣленія іеооф- 

фпціентовъ а, (3 и у составили бы посредствомъ этого: 

= *\Л* + 2а..А*+2р.А* 

0» <= А3 + За . Аі 

В ‘ = 

Внося эти выраженія степеней 0 въ рядъ (270), представит его въ формѣ 

А = А -| 
1 V О / • V 

4 

“ - 4) +■ (р - ■! *+й) 

, , * , 8 0 . 72 15Э2\ ,4 , 
4-(у 5* 5^ + 35 * 2825^^ 

Слѣдовательно для опредѣленія коеффиціентовъ сс* р, у, и т. д ннѣеиъ уравненія 

й_1 = О 

р-!“+И=° 

4 , , 8 0 . 72 1592 - 
7 — Т “ + Т Р + ^ = 0 35 2325 

и т. д, 

_ _4 104 _ П12 

5; Р~175 ’ У “ 2625 
и т. д. 

откуда 
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Такимъ образомъ 

(271) 0 = Л + і^+]^- + У|л‘ + 

Слѣдовательно рядъ (270) ложно представить въ видѣ 

78856 

+ Ш875 
А* 

пли 

(272) 
А _ і 
ТГ — 1 ” 5 А + 175 т 525 

А' 
1806 

336875 
Л* -I- 

Раздѣливъ все выраженіе (270) па 0 и извлекая затѣмъ изъ лого легка на¬ 

ходимъ 

104 

525 ] 
Посредствомъ этого и втораго ивъ выраженій (269) но первому изъ выраженій (263) 

составляемъ наконецъ 

о 2 471 

(273) ■В“1+Ш^* + Ш'4а + 830875 Л' +. 

Этотъ радъ показываетъ, что В мало разнится отъ единицы и оелн будемъ 
считать А за величину перваго порядка» то В разнится отъ единицы величинами 
втораго порядка. Ва основаніи всею этого разсматриваемый теперь вопросъ можогъ 
быть рѣшенъ послѣдовательными приближеніями въ слѣдующемъ порядкѣ. Въ первомъ 
приближеніи примемъ 5=1, тогда первая часть урацаепіи (264) будетъ содержать 
одав только извѣстныя величины; поэтому принимая 

(274) 
/а / = мв 

съ этой величиной какъ аргументомъ изъ таблицъ Баркера вычислимъ цриблнжошюе 

звачеоіе гѵ1 которое озвачимъ чрезъ щ. Пусть 

во—)дДУ 
1+9е 

тогда второе изъ уравненій (263) принимаетъ видъ 
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откуда посредствомъ найденнаго приближен наго значенія іо можетъ быть вычислено А; 

съ нимъ по выраженію (273) плп посредствомъ особой таблицы, расположенной по ар¬ 

гументу Л, опредѣлится соотвѣтствующее значеніе Д при полощи котораго будетъ 
затѣмъ вычислена величина ЪІ по выраженію (265). Эта послѣдняя нослужптъ въ 
свою очередь аргументомъ для опредѣленія изъ таблицъ Баркера болѣе точваго зна¬ 

ченіи ѵ. Въ случаѣ надобности на этой ислнчинѣ гѵ нож&тъ быть основано третье 
нрвблнженіе. По но большей части двухъ приближеній вполнѣ достаточно дли удовле¬ 

творительно точнаго рѣшеніи вопроса. Какъ скоро гѵ найдено, то но трудно вычи¬ 

слить главпую неизвѣстную величину—истинную аномалію свѣтила. Въ самомъ дѣлѣ, 

если положимъ 

А__1_ 

«Г Съ 

то для опредѣленія С имѣемъ но выраженію (272) 

1 = 1-1Л + 1ЦЛ*+Ь2ЬЛ‘ +. (275> 

посредствомъ эт<чо выраженія можетъ быть составлена для нычпеленіи С особая та¬ 

блица, расположенная по аргументу А. При помощи значенія А найденнаго въ по¬ 

слѣднемъ приближенія возмснъ изъ этой таблицы соотвѣтствующее зпаченіе С. 'Такъ 
какъ мы приняли 

іаие| = У0 

то при сдѣланныхъ теперь означеніяхъ уравненіе (31), представляющее зависимость 
между истнпной и эксцентрической аномаліей, обращается въ 

\^А.С 
1 - С 

2 

или внося сюда вмѣсто А ого впличину взятую изъ второго уравненіи (263), имѣемъ 

іА 
б(і + в) . 

(276) 

Какъ скоро О и гѵ вычислены, то изъ этого выраженія опредѣлится искомая истин¬ 
ная аномалія ѵ. 

Для рѣшенія обратнаго вопроса, т. о. для опредѣленія времени прохожденія 
черезъ перигелій яо данной истинной аномаліи, удобно поступить слѣдующимъ обра¬ 

зомъ. Мы приияли б = Іаи?2 слѣдовательно 

О = 

Вычисливъ посредствомъ этого величину 0, примемъ въ нервенъ приближеніи 0 = А 
и съ этой величиною А изъ выше упомянутой таблицы, расположенной по аргументу 
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А найдемъ соотвѣтствующее з шпек іо функціи 0> посредствомъ котораго изъ выра¬ 

женіи 

л= б'МГ+7) Ьа"Е" (2) 
получимъ болѣе точной значеніе Л; съ намъ снова иозэіемъ изъ таблицъ величину 
фу раціи С п т. д. до тШъ поръ, нона дна послѣдовательно вычисленныя значенія 
С будутъ разниться между собою желательно мало. 

Изъ уравненіи (276) имѣемъ 

іѵ 1 1 + 0е . ѵ 

І-аве 2= О У 5(1+7) Ш*І 

Отсюда по найденпой величинѣ С вычислимъ и\ съ нимъ изъ таблицъ Баркера по¬ 

лучимъ но выраженію (265) величину и наконецъ искомое 

(277) .М.В. 
10 

І + 9л 

что касается до В, то мы знаемъ, что величина этой функціи берется изъ особой 
таблицы, раскол окопной но аргументу А. 

34. При вычисленіи кометныхъ эфемеридъ въ случаѣ параболической орбиты 
выраженіямъ (223) геліоцентрическихъ координатъ свѣтила можно дать другой видъ. 

Для параболы 

2 

сок 
ѵ 
г 

а потому для разсматриваемаго случая 

хг = Иі.д.ш (Ло ѵ).ж* 
/ ѵ\ 
І2/ 

Ух = Ьі .3.8111 (Во + ѵ).зес2 

= с^с^.т (О0 + ѵ),ж2 0^) 

Вычисленіе этихъ выраженій для всякаго времени приводится къ вычисленію по эле¬ 
ментамъ истинной аномаліи кометы для избранныхъ моментовъ. 

Выраженіе (198) приводится къ виду 

(278) 
П.К(і-Т) 

Ѵ*.<} 

= 75.1ан(5 
ѵ 
2 

+ 25Лаі>ва 

Первая часть этого уравненія можетъ быть иычнелепа по элементамъ непосредственно 
н должна служить аргументомъ, но которому изъ таблицъ Баркера найдется истинная 
аномалія. Если пѣтъ подъ руками этихъ таблицъ, то предыдущее уравненіе п ему 
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подобпыя могутъ быть рѣшены слѣдующимъ простымъ способомъ. Сократилъ предыду¬ 

щее уравненіе па 75, дадимъ ему видъ 

■ *5г ’г “ *“* («)+І•”'* б) <278*> 
12 . ^ 

По ломкихъ здѣсь 

Іапд 
ѵ 
2 

= 2.ССІ8 2у (279) 

откуда легко находимъ 

іапг 
ѵ 
2 
= соіе У — Іапе у 

Поэтому 

Іапе3 ( о ) — у — Іапз3 у — З.соіе уМъ$ у [соу — іанеу] 

или 

Ьаое* ^ + З.іапд | — соіе3 у — Іапг3 у 

Внося это въ натальное уравненіе, получимъ 

- --— со!*3 у — Іапвгу 

Ѵ*-<? 

Пусть 

со*? у = УГсо!.? (280) 

тогда предыдущее приметъ видь 

3К{і — Т) , й 
-- а " = С0^8 Р (281) 

(2а)'1 

Изъ этого уравненія мы можемъ вычислить ?, ибо первая часть совершенно извѣстна 
ирп данной системѣ элементовъ. Съ пайдеипымъ значеніемъ (5 по выраженію (280) 

опредѣлимъ у, посредствомъ котораго изъ выражепія (279) легко можетъ быть вы¬ 

числена искомая нстннвая аномалія. 

35, Если истионая аномалія по величинѣ близка къ 180°, что легко можотъ 
встрѣтиться, даже при наблюденіяхъ по времени по очень далекихъ отъ прохожденія 
черезъ перигелій, оъ случаѣ малаго д, то вычислсяіо встипной аномалія по изложен¬ 

ному способу пли посредствомъ таблицъ Баркера представляетъ вѣкоторое затрудненіе; 

для избѣжанія его Бессель предлагаетъ слѣду ют) й искуственпый пріемъ. 
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Представимъ уравненіе (278*) въ видѣ 

Помноживъ п 

ложымъ 

ы=!ІЮ8*(|)[1+з,^ 

раздѣливъ вторую часть этого уравненія на [і+..(*■ (!■)]’ ПО* 

(282) 

1 + 3.со**а(^) 

[і + соід3 (у)]' 

н тогда найдемъ 

'I-,5 
1/2.25 1 1 

НЛП 

(283) 
Кіі—Т) Ъ ѵ , , і.-]8 

і'-Ѵг 4 ] 

ИЛИ" 

К{1— Т) 8.5 

8.**, 

откуда 

і/б К(і—Т) 

Пусть 

(284) 
2 У 2а 

зт го = т|-*- 

|/в Е(і—Т) 

Такъ какъ по выраженію (282) видно, что Ь можетъ разниться отъ единицы только 

величинами четвертаго порядка относительно соІ$ который при ѵ близкомъ къ 

180° есть во всякомъ случаѣ палая величина, то заключаемъ, что %ѵ мало разнится 
отъ ѵ. Пусть 

V = V) •«(- $ 

гдѣ | ость слѣдоватсльпо малая дуга, которую теперь и опредѣлимъ. Мы приняли 

8 
зіпа го 

8 « — Г) 

у/г.і 
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ио по уравиявію (273*) 

— = З.йпд (|) + іаче* (I 
і/2.а* 2 

илп 

8ІП3 іѵ — З.ішв (—+ Іап$* (285) 

но мы зпаемъ, что толсдоствеішо 

8 

ИЛИ 

или наконецъ 

= [ьп? ■'! + соій |] 

ЙТГ. = ‘“'Ч?)[1+м1*,(?)] 

[і -4- іа«в{ 

зіи3 м> 

*ап*3 (I 

Сравнивая по съ вы рвеніемъ (285), имѣемъ 

[і + 13112* 
го 

іо 
^ Іі 

Положимъ, для краткости 

ЗЛііпд + Іаііе3 * 

Іаи§ *2 = ®» йИіВ 2~х 

и замѣтивъ, что при зшъ озиаченіягь 

(ап? 
іо + | 0 + х 

2 1 — 8.: 

иродставимъ уравивиіс (286) въ видѣ 

й±л - ч °+* , г і 
О3 —31—Ѳ.*"П1—О.ЯІ 

(286) 

или 

[1 _|_ 30* 4- ЗѲ4 + 0е] [1 — 30. ж + 30*. ®2 — 03.,т3] = 

3 [О4 + ®.03] [1 — 20.* + О3.*2] + О3 [О3 + 30*.* + 30.*! + я»] 

Располагая это по степевяиъ *, нищемъ 

1 + 30* „ , , О* Г2 + 60* + ЗѲ4 + 0*1 , 

30 [1 +4Ѳ*+ 204 + 00] Тз'[1 +4Ѳ3 + 204 + О«]а: 
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Ивъ этого кубичнаго уравпопія и можетъ быть опредѣлена искомая величина х. Однако 
прививая во вниманіе малость величивы ху Воссель предлагаетъ болѣе простое рѣше¬ 

ніе вопроса. 

Положимъ 

_1 + 30*__ 

39 [1 +4Ѳ2 + 204 + 0*] •* 

и ограничиваясь вторыми степенями малой величноы имѣемъ изъ предыдущаго 

у = х — Ь.х2 

Довуствмъ, что 

х^у + Ау2 

Воося это въ предыдущее и удерживая только вторыя степени у, имѣемъ 

у = у + А.у2 — Ѳ.уа 

Слѣдовательоо 

А — Ѳ = 0; А=Ь 

поэтому 

Х = У+ 0-у* 

Мы приняли іал8 -т- = х, 
о 

слѣдовательво 

$ 
2 

= агс (1ап8 = х) 

или 

е х” . хи 
1 = “-Т + Т 

Но такъ какъ мы условились ограничиться только вторыми степенями х, то можемъ 
принять 

или 

(287) $=2у + 2ву 

На основаніи этого выражеоія Бессель составилъ особу» таблицу, изъ которой 
можемъ брать | по аргументу го, Такимъ образомъ вычисленіе ѵ будетъ теперь со¬ 

стоять въ слѣдующемъ. Непосредственно по элементамъ ивъ выраженія (284) вычи¬ 

слимъ сначала щ съ номъ какъ аргументомъ изъ особой таблицы найдемъ поправку 
$ в тогда искомая аномалія ѵ получится какъ сумма ѵ — іѵ -)- 

36. Изложенные способы вычисленія координатъ по элементамъ пояснимъ те¬ 
перь на нѣкоторыхъ частныхъ примѣрахъ. 
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Въ с° 9 мы ушли по тренъ близкимъ между собою Московскимъ наблюденіямъ 
систему элементовъ орбиты’ кометы Энке. Чтобы видѣть достоинство этой системы, 
вычислимъ посредствомъ нея положевіе кометы, соотвѣтствующее какому либо 
наблюденію во времени отдаленному отъ принятыхъ въ основаніе вычисленія орбиты. 

Одни изъ послѣднихъ наблюденій кометы во крема прошлаго ея появдеоія были сдѣ¬ 

ланы въ Австраліи въ Виндзорѣ. Вычислимъ положеніе кометы соотвѣтствующее вре¬ 

мени одного изъ этихъ наблюденій, напр. времени наблюденія 7 Мая. 

7-го Мая въ Виндзорѣ положевіе кометы опредѣлево для ’17* 17°* 50* сред¬ 

няго мѣстнаго времени и изъ наблюденій найдено, что въ этотъ моментъ видимое 
склоневіе и прямое восхожденіе кометы были 

ЛИ = 1* Г 14*. В; 8 = — 10° 53' 45", О 

Посмотримъ на сколько положевіе вычисленное по упомянутымъ выше элементамъ со¬ 

глашается съ этимъ наблюдавшимся мѣстомъ кометы. 

Для вычислепія истинной аномаліи оо элементамъ примѣнимъ методу Гаусса. 

Прежде всего по элементамъ изъ выраженій 

М 
4 = «(1~й); 

Г 

вычислимъ разстояніе перигелія кометной орбиты отъ Солнца и время прохожденія 
кометы черезъ перигелій. Мы видѣли, что для разсматриваемаго случая 

Іо* а = 0.3304385 ; Іо? о = 0.9265148 

Слѣдовательно 

Іо? и = 0-5226295 

Вычислимъ время прохожденія черезъ перигелій по временамъ перваго и третьяго 
осоовнаго наблюденія. Мы видѣли, что 

і = 9.311233; М = 348° 55' 11". 03 = —11° 41 48". 97; 

$"=23.344121; Ж"= 353 20 14 . 78 = — 6 39 45 . 22; 

Посредствомъ этого цдходнмъ 

1ов*і. = 8,0643488 

Ж М" 
— = — 35.19687? — = — 21.16386 
р. Н- 

Слѣдовательно » 

Т= 44.507981; Т = 44.508042 

За время прохожденія черезъ перигелій мы примемъ средвюю изъ зтихъ двухъ вели¬ 

чинъ, т, е. будемъ считать 

44,508012 

Въ выраженій (274) подъ і мы разумѣемъ данное время наблюденія, въ разсматри¬ 

ваемомъ случаѣ это есть 7 Мая, 17л 17* 50* ср. Вивдз. вр. Восточная долгота 
Виндзора отъ Москвы есть 7я 32* 588.74, а потону среднее Московское время на- 
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блюдсігія есть Нарта 68.402972. И такъ лъ пашемъ случаѣ 

і — Т= 23.89-1960 

Посредствомъ всего этого изъ выраженія (274) находимъ 

1о§ Мо = 2.0217135 

Съ этой величиной какъ аргументомъ изъ таблицъ Варкора паходннъ ?г0=91° 53' 36".81; 

посредствомъ чего по выраженіямъ 

(288) ' N=^1^1 А = ЯЛЖ2 (!) 

вычисляемъ 

Іод А = 8.9854233 

Съ этой величиной какъ аргументомъ изъ таблицъ приложенныхъ къ сочпвепію Опполь- 

цера „ЬеѣгЬисЬ гиг ВаііпЬезІіштип^ йсѵ Кошеісіі шіЗ РІапеиИ паю динъ 

1ое В = 0.0000712 

М« 
имѣя это, по выраженію получимъ 

)о§Ж— 2.0216423 

И съ этой величиной какъ аргументомъ изъ таблицъ Баркера выводимъ 

«,= 91* 53' 14м. 74 

Слѣдовательно болѣе точное значеніе А вычисляемое по выраженіямъ (288) будетъ 
1о$ А =г 8.9853305. Понятно, что этимъ вторымъ приближеніемъ слѣдуетъ ограни¬ 

читься, ибо съ этой величиной А получаемъ тоже значеніе В какъ прежде. Съ най¬ 

денной теперь величиной А какъ аргументомъ изъ упомянутыхъ выше таблицъ на¬ 

ходимъ 

)о? С= 0.0173758 

Посредствомъ этого и величины го полученной въ послѣднемъ приближеніи изъ вы¬ 
раженія (276) находимъ 

Іо? | — 0.0468654; ѵ = 96° 10' 15". 28 

Такъ какъ вообще 

У = -і—^-; к = а4-о 
1 + е.соа ѵ 1 1 

гдѣ* р = а (1 — с2) и йодъ и разуиѣемъ аргументъ шпроты свѣтила, то заключаемъ, 
что въ пашемъ случаѣ 

1о§ р = 9.7884693; )о$ г = 9.8297915; и = 280° 46' 47". 32 

Соотвѣтствующая времени наблюденія долгота Солнца приведенная къ среднему рав- 
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ооденствіш начала 1874 года, и видмші наъ Ьюи$ Йсіюв оЪттакіопів, а также ло- 

гарионъ разстоянія упомянутой сейчасъ точки отъ центра Солона суть 

X = 46° 47' Г. 85 ; Іо* В — 0.0042070 

Имѣя псѣ эти данпыя, изъ уравоонШ (228) находилъ 

а = 10° 47' 18''. 45; 0 = — 15’ 47' 30". 46 

Если по приведеннымъ выше склооеиію и пряному восхожденію кометы сычи- 

сливъ ея широту и долготу, освободимъ эти координаты отъ вліянія оберраціи и 
нриввдеыъ ихъ къ среднему равноденствію начало сода, то получимъ 

а — 0° 44' 34". 71 \ & = —16’ 3' 32 \ 68 

Сравнивая эти координаты выведенныя изъ непосредственныхъ наблюденій, съ коор¬ 

динатами вычисленными по элементамъ орбиты, вайдеоньшъ въ п° 9, видимъ, что 
разность вычисленной и наблюдаемой долготы достигаетъ одного градуса, а разность 
широтъ болѣе четверти градуса; такое несогласіе наблюдаемыхъ в'вычисленныхъ ко¬ 

ординатъ ооказываеть, что найденные элементы орбиты весьма далеки отъ истинныхъ, 

самая же неточность элементовъ объясняется тѣмъ, что наблюденія принятия въ осно¬ 

ваніе вычисленія отдѣлены между собой незначительными промежутками времени и 
обнимаютъ только малую дугу разсматриваемой орбиты. 

Вычисленіе но элементамъ положеній такихъ кометъ, которыя движутся по па¬ 

раболическимъ путямъ, весьма просто. Опредѣленіе истинной аномаліи свѣтила для 
даннаго времени въ этомъ случаѣ не представляетъ никакихъ трудностей. Чтобы по¬ 

яснить ва частномъ примѣрѣ ходъ такаго вычисленія, опредѣлимъ во эленеятакъ ор¬ 

биты кокеты Содеіа, пайдепоымъ изъ наблюденій 27 Мая, 18 Іюня в 10 Гюля, по¬ 

ложеніе кометы соотвѣтствующее времена средияго наблюденія. Считая отъ начала 
года, мы видимъ, что среднее Гринвичское время наблюденія есть 1874 года, Ян¬ 

варя 169.35102. Мы нашли, что при такомъ же счетѣ время прохожденія черезъ 
перигелій было Января 189.89184. Слѣдовательно пъ уравненія (278) для нашего 
случая і — Т = — 20.54082. Мы приняли 

Ѵ^. 
Такъ какъ въ нашемъ случаѣ іор; $ ~ 9.8205813, то 

ЫМ==: 1.5283736,, 

Съ этой величиной какъ аргументомъ изъ таблицъ Баркера находимъ 

ѵ = ~46° О' 39", 93 

Мы знаемъ, что для параболы г а а потому въ разсматриваемомъ случаѣ 

ІО0 г » 9.9015648 
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Мы пашлв по упомяпутынъ выше наблюденіямъ, что для колеты Со&ра разстояніе 
перигелія отъ узла, т. о. о =152° 23' 58". 18, слѣдовательно для времени средняго 
наблюденія аргументъ широты есть а = 106° 23' 18". 25. Имѣя все это и помня, 

что для времени средояго наблюдевія і = 87° 21' 0". 90, Іод В — 0.0070442, по 
уравненіямъ (228) легко находимъ 

а =99° 36' 7". 20; 0 — 45° 5Г 1". 85 

Разности этихъ коордиоатъ отъ координатъ выведенныхъ иэъ непосредственныхъ на¬ 

блюденій суть: въ долготѣ + 12". 48 и въ широтѣ + 281'. 72. Мы беремъ эти раз¬ 

ности, вычвтая вычисленныя координаты изъ наблюдаемыхъ. Значительная часть этихъ 
оставшихся разностей должна быть объяснена тѣмъ, что путь разсматриваемой кометы 
по формѣ уклоняется отъ параболы н долженъ быть представленъ эллипсисомъ съ 
весьма большимъ эксцентриситетомъ. 

37, Въ эфемеридахъ малыхъ планетъ кромѣ коордиоатъ дается еще время оп¬ 

позиціи планеты, т. е. указывается то время, въ которое геліоцентрическая долгота 
разсматриваемаго свѣтила равна долготѣ земли. Опредѣлить это время ое трудно. 

Вели означимъ какъ прежде чрозъ 2, 6, «, і геліоцентрическую долготу пла¬ 

неты, долготу восходящаго узла орбиты, аргументъ широты в наклоненіе орбиты къ 
эклиптикѣ, то для опредѣленія I имѣемъ 

Іавд (2 — Ѳ) = іаод; и,ті 

вычисливъ посредствомъ этого выраженія для нѣсколькихъ моментовъ отдѣленныхъ 
одинъ отъ другаго напр. на 10 двей величины 2, найдемъ взъ таблицъ для тѣхъ 
же моментовъ долготы Солнца Ь. Предположимъ, что для времепн і и і' мы вычи¬ 

слили гѳліоцѳитричеспія долготы I и V плаоеты и пашли для тѣхъ же моментовъ дол¬ 

готы Солнца іи Е. Соотвѣтствующія долготы земли будутъ і + 180°' и І + 180°. 

Озпачвмъ искомое время оппозиціи планеты чрезъ и чрезъ 20 и Ь0 -{- 180° ге¬ 

ліоцентрическія долготы планеты и земли для времени оппозиціи. Тогда 

г»=г+<(^1('-ад 
180° + і0 = 180“ + Ь + (і - іу 

Слѣдовательно 

1+^ <* - = ъ+18°°+тЕт <( - ^ 
откуда искомое 

Мы предполагаемъ въ этомъ вычисленіи, что геліоцентрическія долготы измѣняются 
оропорніонально времени, по такое допущеніе соотвѣтствуетъ той степени точности 
съ которою опредѣляется время оппозиціи. 
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38. Въ связи съ рѣшеніемъ трудпаго соороса о вычислеціи истинной аномаліи 
свѣтила для даннаго времени во элементамъ находится изысканіе той величины, зна¬ 

ніемъ которой объусловливается возможность перехода отъ истиннаго времени къ сред¬ 

нему и обратно. Въ главѣ о времени и его измѣреніи мы дали понятіе объ уравне¬ 

ніи времени; теоерь представляется возможность развить болѣе оодробоо тѣ сообра¬ 

женія, которыми мм руководствуемся при намѣреніи времени пакъ въ общежитіи, такъ 
и при рѣшевіи извѣстныхъ астрономическихъ оонросовъ. 

Мы называемъ уравненіемъ временн разность прямыхъ ьосхождопій аствяиаго 
и средняго Солица, т. е. воображаемой точки равномѣрно движущейся по экватору. 
Величина уравненія времени легко можетъ быть опредѣлена примѣненіемъ предыду¬ 

щихъ общихъ соображеній къ изученію движенія земли. 
Мы зваемъ, что видимое угловое движеніе Солнца равно угловому движенію 

земли около Солнца; поэтому мы получимъ истинную долготу Солнца, если къ истивной 
аномаліи земли ѵ придадимъ долготу П Солнца, которую имѣетъ это послѣднее въ 
то время, какъ земля находится въ перигеліи своей орбиты. Точно также, если оз¬ 

начимъ чрезъ С средоюю аномалію зеилв, то сумма С 4~ П представитъ долготу пер¬ 

ваго средняго Солнца, т. ѳ. той точки, которая ровоомѣрно движется по эклиптикѣ, 

или другими словами, среднюю долготу Солнца, И такъ если означимъ чрезъ X истин¬ 

ную долготу Солнца, чрезъ Ь среднюю долготу этого свѣтила, то будемъ имѣть: 

X = ѵ + П, і = С + П, откуда X = і + ѵ — С; оо ѵ — С есть ничто иное 
какъ уравненіе центра для земной орбиты, которое можетъ быть вычислено па осно¬ 

ваніи общаго выраженія (258), если примѣнимъ его къ земной орбитѣ. Эта послѣдняя 
въ началѣ 1850 года имѣла эксцентриситетъ в = 0.0167712, а потому внося эту 
велнчиоу экецентриеитета въ общее выраженіе (258) и представляя все въ секуодахъ 
дуги, получимъ 

ѵ — С= 0918м, 87 йп ? + 72г. 52.8га 2? + Г'. 05 віп ЗС +., 

Слѣдовательно 

X = і + 6918". 87.8ІП С+ 72\52.8ііі 2С + Г. 05.зілЗС +. 

но такъ какъ $= і — Я и П =: 280° 21' 40".О, то 

X = Ь + 1244". 31 віо Ь + 6805". 56 сов Ъ 

— 67 . 82 аіп 2Ь 4- 25 . 66 ш 21 
(А) 

— 0,54віо8і — 0.90 соя ЪЬ 

когда X такимъ образомъ вычислена, то не трудно опредѣлить истинное прямое вос¬ 

хожденіе Солнца, ибо мы знаемъ, что 

іап§ А = 1ап§ Х.соа © 

гдѣ подъ А разумѣемъ истинное оряное восхожденіе Солнца, а подъ $ наклоненіе 
эклиптики къ экватору, такимъ образомъ по даоному X изъ это^ уравненія опре¬ 

дѣлится А. Такъ какъ мы прививаемъ, что прямое восхожденіе средняго Солпца, 

движущагося равномѣрно по экватору, равно долготѣ Солнца, равномѣроо движущагося 
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по эклиптикѣ, то пооятоо, что прямое посхожденіе Солица движущагося равиомѣрио 
но экватору будетъ равно і. Если назовемъ наконецъ урявиеиіе времови чрезъ іо, 
то иредставляя его во времени, будемъ имѣть 

Л — 1 

10 ~ 15 

II такъ мы вндияъ, что опредѣленіе уравненія времени приводится къ о вредѣ- 

леиію средвей долготы Солнца. Посмотримъ на осповаоіо какихъ соображеній можетъ 
быть майдева эта координата. Означимъ чрезъ Ь, 31 л тс среднюю долготу, среднюю, 

аиомалпо и долготу перигелія какой бы то не было планеты для времени і% пусть 
I/ н ЛГ будутъ средняя долгота и средняя аномаліи плапеты для времени і\ Если 
время обращенія плаоеты выраженное въ дояхъ есть Т, то 

360° 
— = И* 

представитъ собою суточное измѣноніо средней долготы планеты, слѣдователи 
+ но такъ какъ 31=Ь—тс; і/ —і'—тс, то Мд—Ь'—Ь 

ил* ЗГ = М+{Ь' — 

Средняя долгота считается относительно той точки, отъ которой считаются 
долготы вообще, т. е. отъ точки весенпяго равноденствія, по отъ прецессіи и путаців 
эта точка перемѣщается въ пространствѣ и такимъ образомъ |х не представляетъ су- 

точваго движенія планеты, имѣющаго мѣсто относительно какой либо неподвижной 
точки неба. Время обращенія плапеты относительно такой неподвижной тонко, напр. 

относительно какой либо неподвижоой звѣзды называется звѣзднымъ обращеніемъ 
планеты, тогда какъ время обращевіи относительно движущейся равноденственной 
точки называется троптеетмъ обраіцепіемъ. По одвому не трудно однако опре¬ 

дѣлить другое. 

Въ новыхъ солнечныхъ таблицахъ принимается, что длиоа звѣэдиаго года, или 
то время, которое употребляетъ центръ Солица, чтобы сдѣлать полный оборотъ отно¬ 

сительно неподвижной звѣзды, есть 365е* 6* 9'“ О8, 35, пли 365й. 2563582. Слѣдо¬ 

вательно въ 365 25 среднихъ сутокъ Солнце проходитъ дугу въ 360° — 22". 617656. 

Равцодеиственнал точка движется по обратному направленію съ Солнцемъ, поэтому 
тропочесшй годъ короче звѣзднаго и при толъ короче иа столько времеои, сколько 
Солнце употребляетъ для прохожденія малой дуги равной годичной прецессіи. Величина 
годичной прецессіи есть 50". 2235 + 0". 000244361.*, гдѣ первый членъ представ¬ 

ляетъ годнчпую прецессію для 1800 года. Тикъ какъ въ сутки звѣзднымъ движеніемъ 
Солице проходитъ дугу 

360° — 22". 617656 

365.25 * 

то попятно, что дугу равную годичной прецессіи оно пройдетъ въ 

50". 2235 + 0" 000244361.6 

Г3600 — 22". 6176561 

[_ 365.25 ] 

долей дня, что составляетъ 
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0.014154 + 0.000000068848.* 

долей дня. На такую величину тропическій годъ короче эвѣэдваго. Слѣдоватольио ве¬ 

личина тропическаго года есть 

305г2. 242220027 — 0‘г. 000000068848.* 

ИЛИ 

З65'г 5* 48'“ 46'. 42 — 0*. 00505 (* — 1800) 

Если назовемъ чрезъ Т продолжительность тропическаго года, то среднее суточное 
тропическое движоніе Солнца представится чрезъ 

360° 

— Т 

гдѣ цршйеіп* 

Т— 365й. 242220027 — 0.0.0000008885.* 

Слѣдовательно 

р, = 59' 8". 3302 + 0м. 0000006902.г 

Десятичныя доли сутокъ, содержащіяся въ году, по легко могутъ быть приняты 
во вшшиіе при лѣтоисчисленіи въ общежитіи. Если отпертомъ эти десятичныя доіи 
н будемъ считать круглимъ числомъ за продолжителькость года 365 сутокъ, то про¬ 

исходящая отъ того погрѣшность въ лѣтоисчисленіи для короткаго промежутка вре¬ 

мени, «апр. для нѣсколькихъ десятковъ лѣтъ, будетъ невелика, ио въ теченіи илогяхъ 
столѣтій накопившаяся отъ этого погрѣшность дѣлается причиною совершенно инаго 
расположенія во мѣсяцахъ временъ года. 'Сакъ, если въ извѣстную эпоху весеннее 
равноденствіе и начало весны совпадало съ началомъ Марта мѣсяца, то черезъ 500 

лѣтъ начало весны будетъ въ Октябрѣ и тогда мѣсяцы Октябрь, Ноябрь и Декабрь 
будутъ составлять весну, а Іюль, Сентябрь и Августъ—зилу. Это неудобство вызнало 
особое постановленіе Юлія Цезаря, который по совѣтамъ Александрійскаго астронома 
Созигена составилъ калсидарь, предппсавъ считать годъ въ 365 среднихъ сутокъ я 
вмѣстѣ съ тѣмъ увеличивать годъ одними сутками, т. е. считать его въ 366 дней 
черезъ каждые четыре года. Годъ состоящій изъ 365 дней пазваиъ простымъ, а годъ 
заключающій въ себѣ 366 дией названъ высокосішнъ. На такомъ основаніи за 46 

лѣтъ до Р. X. Юліемъ Цезаремъ былъ составленъ календарь, который п былъ потомъ 
принятъ христіаоского церковью по постановление перваго Никейскаго собора. 

По Юліапскому календарю годъ заключаетъ въ собѣ 365,25 сутокъ, точная же 
его продолжительность, какъ мы видѣли, есть 365.24222. Слѣдовательно при лѣ¬ 

тоисчисленіи но Юліапскому календарю погрѣшность въ принятой длинѣ года доходитъ 
до 0^, 00778. Если умножимъ ото число на 1257, то ъъ произведеніи получимъ 
9,78 сутокъ. Отсюда заключаемъ, что черезъ 1257 дѣтъ оослѣ Никейскаго собора, 

или въ 1582 году по Р. X. счетъ времени сдѣлался повѣренъ приблизительно ва десять 
дией. Въ самомъ дѣлѣ тогда считали по Юліанскому календарю иа десять дней менѣе 
оротивъ надлежащаго, Чтобы исправить эту погрѣшность папа Григорій ХШ въ 1582 г. 
предписалъ всѣмъ католикамъ считать вмѣсто 5-го Октября 15-е число того же мѣ- 

Мб 



слца; кронѣ того, чтобы устранить погрѣшность и в а будущее время, овъ хотя ц 
оставилъ Юліанскій высокосный годъ, но всѣ года, которыхъ двѣ послѣднія цифры 
суть нули, предписалъ ечвтать простыми, за высокосные же изъ вѣковыхъ годовъ— 

считать тѣ, которые дѣлятся на 400 безъ остатка; таквмъ образомъ 1700, 1800, 

1900 по Григоріанскому калеодарю суть простые годы, а 2000, 2400, 2800—высо- 

косные« По этому правилу въ 400 годахъ заключается ве 100 высокосныхъ, а только 
97. Слѣдовательно по Григоріанскому календарю 400 лѣтъ заключаютъ въ себѣ 
400.365 + 97 доей или 146097 доей; раздѣливъ это на 400, получимъ въ част¬ 

номъ 365,2425, что слѣдовательно и принимается по Григоріанскому календарю за 
длину тропическаго года. Эта ородолжительиость болѣе истинной на 0.00028 долей 
сутокъ и лишній десь по Григоріанскому счету оротивъ истиннаго накопляется только 
въ 4000 лѣтъ. 

Послѣ этихъ замѣчаній не трудно уже доказать какимъ образомъ можетъ быть 
вычвелепа средняя долгота Солнца для какой угодно эпохи по извѣстной средней 
долготѣ данной эпохи. 

Мы условимся называть эпохой среди ей солнечной долготы величвоу средней 
солнечной долготы соотвѣтствующую началу опредѣленнаго года. Мы знаемъ, что въ 
перигеліи истинная и средняя долготы Солнца равны между собою, ибо въ этой точкѣ 
ист но пая и средояя апоналія обращаются въ нули; ооэтолу, звав время прохожденія 
Солвца черезъ перигелій и долготу этой точки, не трудно вычислить среднюю долготу 
Солнца для всякаго другаго времеои, для этого къ долготѣ перигелія должно придать 
число гдѣ есть сроднее суточное тропическое движеніе Солнца, и какъ мы ни- 

дѣлв {1=59’ 8". 83, а і есть число дней протекшихъ отъ уномяпутаго времени 
прохожденія черезъ всригелій до разсматриваемаго момента. Если такимъ образомъ 
найдена одна какая ни будь эпоха, напр. вайдепа средняя долгота Солпца для 0Л 
перваго Января 1800 года, то не трудно вычислить всякую другую эпоху. Такъ если 
по эпохѣ 1800 года хотимъ вычислить эпоху 1900 года, то къ первой должны при¬ 

дать произведеніе числа двей, заключающихся въ этомъ столѣтіи, па средоее тропическое 

движеніе. Число дней можно представить такимъ образомъ: 365.100 —1, 

Первый членъ представляетъ число дней въ столѣтіи, ори чемъ каждый годъ счи¬ 

тается въ 365 дней, второй члѳвъ есть число добавочныхъ дней равное числу высо¬ 

косныхъ лѣтъ въ разсматриваемомъ промежуткѣ времеші; по Григоріанскому календарю 
1900 годъ не есть высоко сны й, поэтому въ разсматриваемыхъ ста годахъ только 24 

нысокосныхъ и это число представляется чрезъ — 1. И такъ разсматри¬ 

ваемое число дней есть 

865.100 + Е — 1 = 36524 

Слѣдовательно если означвмъ эпоху 1800 года чрезъ Е0і а эпоху 1900 чрезъ Ех, 

то 

Е, = + 36524. р. 

гдѣ подъ разумѣемъ среднее суточное тропическое движеніе Солнца. Точно тавже 
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эпоха Е1 для 1876 года представится чрезъ 

Е,— Е6 + 76 (365.кН- 19.(х 

ибо 

Если означимъ чрезъ А эооху начала простаго года, то эоохн начала каждаго 
мѣсяца будутъ: 

эпоха О Февр, (1-го Февр. 0А)^ЛІ + 31, р. 

„ 0 Марта (1-го Марта 0А) = А + 59. ц 

„ 0 Алр. (1-го Апр. 0А) — А -)- 90. р. 

* 0 Мая (1-го Мая 0А) = А+120.р 

„ 0 Іювя (1-го Іюня 0А) =2 А + 151. р. 

„ 0 Іюля (1-го Іюля 0А) = А -{- 181. р. 

я 0 Авг. (1-го Авг. 0А) А -}- 212. р. 

„ 0 Сент. (1-го Сент. 0А) = А -{- 243. р* 

я 0 Октб. (1-го Октб. 0а) = 4 + 273.[х 

„ 0 Ноябр. (1-го Ноябр. 0А) = А + 304. р. 

„ 0 Дек. (1-го Дѳк. 0А) = А + 334.р 

Вели означимъ каждую изъ этихъ эпохъ чрезъ В, то эпохи 1-го, 2-го, 3-го,. 

п-го числа каждаго мѣсяца будутъ В + р.; В + 2р*. В + п|л. Вели годъ 
високосный, то за эпоху 0 Января привимацтея обыквовенно А + р. и потому эпоха 
каждаго двя въ двухъ вервыхъ мѣсяцахъ высокоенаго года вар.менѣе соотвѣтствую¬ 

щихъ эпохъ простаго года, по такъ какъ Февраль високоснаго года имѣетъ однимъ 
днемъ болѣе чѣмъ Февраль простаго года, то разиость между эпохами дней веѣхъ о стал ь- 

иыхъ мѣсяцевъ, начиная съ Марта, въ простыхъ и високосныхъ годахъ уничтожится. 

Для удобства вычисленія энохъ завѣтниъ, что такъ какъ р. = 0° 59' 81'. 33і 
то измѣневіе средней долготы 

въ 365 дней есть.... 359° 45' 40,;. 40 

„ одинъ часъ. О 2 27 .85 

„ одну минуту. О 0 2 .46 

„ „ секунду .... О О 0 .04 

Кромѣ того замѣтимъ, что приращеніе средней долготы отъ эпохи високоснаго годн 
до 0 Февраля есть 29° 34' ІО1'. Подобное асе приращеніе для простаго года е.сть 
30° 33' 18". Приращеніе средней долготи отъ эпохи до 0 Марта есть 58° 9’ 11/; 

въ томъ и другомъ случаѣ. Такимъ образомъ для обоихъ случаевъ и-рв ращеніе средней 
долготы отъ энохи до 0 Апрѣля есть 88° 42' 30'' и т. д. 

Бъ основаніи этихъ соображеній вычислимъ для примѣра среднюю долготу Солвца 
для 1845 года, 12 Іюля 0А 42т 24* средняго Готскаго времени. Эпоха начала 1800 

года, т. е. средняя долгота Солнца для 1800 года, 0 Января средняго Готскаго 
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времени есть , 270® 52' 45,;. 43 

45 (365. ц) = 349 15 18.00 

10 50 31 .63 

Эпоха начала 1845 года . . . . 279° 58' 35" 06 

, Ч) Іюня или 151. (а. . . . 148 49 57 83 

Измѣненіе долготы въ 12 дней . . И 49 39 96 

„ . „ 42"‘ . . 1 45 00 

е . . 24' . . 0 96 

Искомая средняя долгота . . . . 80е 39' 49" 96 

Въ нѣкоторыхъ случаяхъ, оапр. ори редукціяхъ видимыхъ полоасеогй звѣздъ къ сред- 

оимъ или обратно астрономы считаютъ за начало года тотъ моментъ, въ ко торы б 
средняя долгота Солнца равна 280®. Такъ какъ средняя долгота Солнца равна его 
среднему прямому восхожденію, или, что все равно, звѣздному времеои въ сродяій 
полдень, то воаятно, что упомянутое начало тода относится къ счету времени подъ та¬ 

кимъ меридіаномъ, на которомъ средній полдень случается, въ то мгновеніе, когда 
средаяя долгота Солнца есть 280®. Въ таблицахъ Вессоля (Таігаіа Керіошопіапа), гдѣ 
даны коеффиціеаты А, В, 0\ 25, Е служащіе для приведенія видимыхъ положеній 
звѣздъ къ среднимъ *), долготы считаютсся отъ Парижа. Чтобы пользоваться этими 
таблицами, необходимо знать долготу 7с, считаемую отъ Парижа для упомянутаго выше 
меридіана, подъ которымъ средняя долгота Солаца въ пачалѣ года равпа 280°. Если 
означимъ чрезъ Ъ среднюю долготу Солнца соотвѣтствующую тому моменту, когда въ- 

Парижѣ считается начало года, то пооятоо, что 

I — 280® 

I* 

гдѣ |і сотъ суточное нриращеніе средней долготы Солнца, т. е. ц = 59' 8’'. 83. 

Если найдемъ, что к есть положительная величина, то меридіанъ, подъ которымъ въ 
началѣ' года средаяя долгота Солвца равна 280®, лежитъ къ востоку отъ Парижа, 

въ противвомъ случаѣ—къ заоаду. Такъ какъ тропическій годъ содержитъ не ровно 
365 среднихъ сутокъ, а это число сутокъ съ дробью, то к въ разные года имѣетъ 
разныя величины, Эти величины даны Бесселемъ для всѣхъ годовъ отъ 1750 до 
1850 года въ его Тоіга)* ІЦрогаопІаоЯі. Вольферсъ даетъ въ Таіліію гейідеііопига 
оЪзѳ г ѵаѣіопи т ааЬгопотісагпт аппіа 1860 и эре ай 1880 гезротіеиѣѳа величины к 
для всѣхъ годовъ отъ 1860 до 1880, Въ тѣхъ и другихъ таблицахъ величина к вы¬ 

ражена въ доляхъ сутокъ. 

Въ тѣхъ же таблицахъ даются величины логариемовъ коеффиціевтовъ А, 23, 

01 23, для калдаіъ десяти дней года, считая отъ начала его подъ тѣмъ меридіа¬ 

номъ, долгота котораго отъ Парижа есть й. За начало года подъ этимъ меридіаномъ 
принимается 18* 40м (ибо 280® = 18* 40*) звѣзднаго времени 0-го Января для 
просгаго года и 18* 40* 8вѣздпаго времени 1-го Января для каждаго високоснаго года. 

*) См. Т. I., стр. 342. 
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Коли прп помощи упомянутыхъ таблицъ хотимъ вычислить логарнемы А, В, 

О, Б, для звѣзднаго времени 0, считаемаго подъ тѣмъ ж иеродіаноиъ отстоящимъ 
на долготу к отъ Парижа, то къ аргументу слѣдуетъ прибавить величину 

О — 18А 40™ 
24 

которая должна быть всегда положительна и моиѣп единицы. Такимъ образомъ аргу¬ 

ментъ будетъ 

к + О — 18* 40’ 

24 *+2І"'а778 

Если же 6 менѣе 18* 40**, то къ 6 должно придать 24*, и тогда аргументъ пред* 

ставится въ вид I; 

6 + 24* — 18а 40й* . . О + 5а 20й* 

* +-24-= С ~ 24- 

если послѣдній члепъ ость цѣлое шло съ дробью, то пооятно что это цѣлоо число 
должно быть опущено. 

Такимъ образомъ мы видимъ, что счотъ дней принятый въ упомянутыхъ выше 
таблицахъ отличается отъ счета принятаго астрономами, которые за вачало дня счи¬ 

таютъ время кульминаціи Солица; въ таблицахъ же принимается за начало дня тотъ 
номеотъ, когда кульминируетъ точка экватора, имѣющая прямое восхождсвіс 18А 40,л. 

Слѣдовательно если прямое восхожденіе Солнца болѣв чѣмъ 18* 40”*, то упомянутая 
точка .будетъ кульминировать прежде Солнца п тогда табличный счотъ дной мѣсяца 
получимъ, придавая единицу къ обыкновенному счету дней имѣющихъ начало въ полдень, 

Если хотимъ вычислить коэффиціенты А% В, (7, Б для звѣзднаго времени 
считаемаго водъ мерндіаоомъ, долгота котораго отъ Парижа ость X, то къ давоому 
числу дней мѣсяца слѣдуетъ прибавить величину к + X, которая называется при¬ 

веденіемъ дня (гшіисііо Діеі), а сумма даннаго числа дни и величины к + X на¬ 

зывается приведеннымъ числомъ дня (Діоз гсйисінз). Такимъ образомъ если пазо¬ 

вомъ полный аргументъ таблицъ чрезъ то 

/ = оіез геаисіиз Н-тг- 

или для другаго выше упомянутаго случая 

^'=^ йіеь тІисЬиз + 
а -I- 5* 20й 

24 

оба эти выраженія аргумента представимъ въ формѣ 

3 = йіоз геДисІиз -(- 
18^_4СГ 
24 

условившись считать і = 0 отъ начала года до того времени, когда пряное восхож¬ 

деніе Солпца дѣлается равнымъ Ѳ. Послѣ же этого слѣдуетъ лрианмать + 1. 

Деоь принятый въ таблицахъ за 0 лвваря считается подъ меридіаномъ таблицъ съ 
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того момента, когда звѣздное время въ средній полдень равно 18* 40м. Тв звѣзды, 
пряныя восхождевія которыхъ менѣе 18* 40м, кульминвруюгь прежде этого полудня 
п слѣдовательно не въ день 0-го января, во въ предыдущія день. Поэтому заклю¬ 

чаемъ, что въ общемъ выраженіи аргумента I слѣдуетъ принимать і— 1 съ начала 
года до того дня, въ которыя прямое восхождепіс Солнца сдѣлается равнымъ прямому 
восхожденію звѣнды, а послѣ того слѣдуетъ считать г — 2. 



Измѣненія координатъ свѣтила объусловливаимдіяся измѣненіями эле¬ 
ментовъ его орбиты. Опредѣленіе вѣроятнѣйшихъ орбитъ планетъ и 

нометъ изъ сочетанія многихъ наблюденій этихъ свѣтилъ. 

39. Если бы координаты свѣтилъ, выводимых изъ астрономическихъ паблюдсоій 
и другія величины взятыя изъ астрономическихъ эфемеридъ для вычисленія орбиты, 
были совершенно точны, то и элементы, пайденвыя по тренъ наблюденіямъ, точно 
представляли бы другія наблюдаемыя положенія свѣтила, но крайней мѣрѣ близкія 
къ основнымъ, взятымъ для вычисленія орбиты, При такихъ условіяхъ дальнѣйшими 
наблюденіями свѣтила найденная система элементовъ могла бы только повѣряться, а 
нс поправляться*, оо такъ какъ изъ всѣхъ нашихъ наблюденій мы получаемъ вели- 

чнвы только въ извѣстной степени приближенныя къ истинѣ, то неточность величинъ, 

лежащихъ въ основаніи вычисленія орбиты, извѣстныхъ образомъ вліяетъ ва резуль¬ 

татъ, и найденными но тремъ наблюденіямъ элементами будутъ представляться всѣ 
другія наблюденія того же свѣтила болѣе пли менѣе неточно. 

Принимая это во взиманіе, слѣдуетъ разсматривать систему элементовъ, вайдеиг 
ныхъ по тремъ наблюденіямъ, ое какъ конечный результатъ вычисленія орбиты, а 
какъ одпо изъ средствъ къ достижепію этого результата. Если изслѣдуется орбита 
вновь открытаго свѣтила, планеты илн кометы, то найденвая по тремъ наблюденіямъ 
система элементовъ прежде всего должна служить для вычисленія приближенной эфе¬ 

мериды свѣтила, посредствомъ которой можно было бы слѣдить за движеніемъ свѣ¬ 

тила при развитіи дальнѣйшаго ряда его ваблюдевій. Какъ скоро изъ многочислен¬ 

ныхъ наблюденій вычислены координаты свѣтила, соотвѣтствующія опредѣленнымъ мо¬ 

ментамъ времени, то на основаніи приближенной системы элементовъ, найденныхъ но 
тремъ наблюденіямъ, должны быть вычислены положенія свѣтила для тѣхъ же мо- 

мевтовъ, для которыхъ получѳвы координаты изъ вепосредствеввыхъ наблюденій. Раз¬ 

ности наблюдаемыхъ н соотвѣтствующихъ вмъ вычисленныхъ координатъ послужатъ 
данными для исправлевія найденной системы элементовъ, Поправки зтнхъ послѣднихъ 
должны быть опредѣлены подъ тѣмъ условіемъ, чтобы сумма квадратовъ разностей 
между оаблюдаемыми положеніями н положеніями вычисленными по невравленной си¬ 

стемѣ элементовъ была наименьшая. 
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Бели по трепъ наблюденіямъ вычислена орбита свѣтила, т. е. найдена оѣко- 

торая система элементовъ этой орбиты, то дальнѣйшими наблюденіями свѣтила слѣ¬ 

дуетъ пользоваться для исправленія этой первоначальной системы, т. е. для опредѣ¬ 

ленія такаго конвческаго сѣчоніл, которое наиболѣе близко подходило бы къ той 
части дѣйствительно опыеаипой свѣтиломъ кривой, въ которой расположены иаблю- 

давпгіяся положенія свѣтила. Такую кривую наиболѣе представляющую извѣстный 
рядъ паблюдевій, мы будемъ называть вѣроятнѣйшей орбитой^ элементы же ея— 

оскулирующилш. 
Предволожинъ, что Ф ость координата свѣтила отиосеиная къ той или другой 

системѣ осей и плоскостей координатъ. Какъ иэвѣстоо всякую координату можно 
представить въ функціи элементовъ и времени, а слѣдовательно координату Ф молгво 
представить въ видѣ 

$ = /■(0, я,»,®, Ж0,|і, I) 

Предположимъ, что вычисляя во этому выраженію для извѣстнаго времени ве- 

личиоу Ф на оспованіи извѣстной системы элемептовъ, мы находимъ числовое зпаченіе 
этой коордиваты, которое означимъ чрезъ ф0. Допустимъ, что изъ непосредственный 
наблюденій для того же самаго момента времени пайдена величина разсматриваемой 
координаты и эту величниу означимъ чрозъ ф'. Понятно, что для того, чтобы полу¬ 

чить систему элементовъ, которая въ предѣлахъ погрѣшностей оаблюдспій представ¬ 

ляла бы разсматриваемое наблюденіе, другими словами, чтобы согласить вычисленіе 
съ наблюдепілмп, необходимо къ найденнымъ первоначально элементамъ предать по¬ 

правки, которыя мы означимъ чрезъ ДО, Дя, Дг, и т. д. Если первоначальная си¬ 

стема элементовъ блвзка къ искомой, то иаблюдаемое н вычисленное положеніо свѣ¬ 

тила будутъ мало разниться между собою, а потому искомыя поправки элементовъ 
будутъ на столько малы, что квадратами и высшими степенями ихъ можпо прене¬ 

брегать. 
Предположимъ, что взиѣпешшл величины элементовъ, будучи внесены въ пре? 

дыдущее общее выраженіе коордиваты, удовлетворяютъ ему и что наблюдшее поло¬ 

женіе свѣтила соотвѣтствуетъ времени т, тогда 

Ф' = І (0 + ДО, к + Д*т-?) 

Мы предположили, что съ помощію первоначальной системы элементовъ для того же 
времени т найдено частоое значеніе разсматриваемой коордиваты, которое мы озна¬ 
чимъ чрезъ Ф*, Такимъ образомъ 

Фо = І (е. ГС, і, . . . т) 

Разлагая предыдущее выраженіе ф' въ рядъ по строкѣ Тейлора и ограпнчв- 

оаясь первыми степенями малыхъ измѣненій ДО, Д* и т. д., найдемъ 

(290) *'-фО = |гд0 + ^-д* + +ткш- 
Вели будемъ знать числовыя величины ороизводоыхъ входящихъ сюда, то ноль- 

вуясь разностями значеній координатъ выоодииыхь изъ иаблюдевій и значеній ихъ 
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вычисленныхъ по извѣстпой системѣ элементовъ, составимъ столько подобныхъ услоп* 

пыхъ уравненій, имѣющихъ линейную форму относительно неизвѣстныхъ Д9, Д* в 
т. д., сколько будетъ сдѣлано отдѣльныхъ сравненій. 

Изъ каждаго отдѣльнаго наблюденія надъ положеніемъ свѣтила выводятся 
обыкновенно двѣ его координаты, соотвѣтствующія времен в наблюденія, а слѣдооа- 

тельно, если будемъ пользоваться п наблюдаемыми положеніями свѣтила, то будемъ 
имѣть 2п условныхъ ураовеній для опредѣленія шеста неизвѣстпыхъ величинъ въ 
случаѣ эллиптической орбиты и пяти въ случаѣ орботы параболической. Составовъ 
изъ этихъ условныхъ уравненій по способу ваииепьшнхъ квадратовъ окончательныя 
уравненія, рѣшимъ ихъ и пайдекъ вѣроятнѣйшія величины поправокъ Д6, Дгс п т. д. 

Таковъ общій плапъ рѣшенія вопроса объ опредѣленіи вѣроятнѣйшей орбиты изъ со¬ 

вокупности многихъ наблюденій. Что касается до производныхъ 
гіО5 Ак 

и т. д., то 

понятпо, что ими представляется вліяніе измѣненія элементовъ па нзмѣпеоія коорди¬ 

натъ свѣтила. 

40. Опредѣлимъ прежде всего видъ этихъ производныхъ для координатъ отяо- 

сеппыхъ къ экватору, ибо изъ пепосрсдствеппыхъ наблюденій выводятся чаще всего 
склоненія в прямыя восхожденія свѣтила. 

Если озпачимъ чрезъ а в р прямое восхождсиіе и склопевіе свѣтила, чрозъ 
х, у, г его геліоцентрическія координаты отнесенныя къ экватору, то вообще можно 
Припять 

* = {(х, у,*)-, Ь — Р [х, у, г) 

тогда разумѣя подъ Ѳ, л, г и т. д. элементы орбиты, будемъ имѣть 

Аа Аа Ах . Аа Ау . Аа Аг 
ЙО Ах ЙО Аи АЬ Аг йб 

Й8 (Й Ах . АЬ Ау « й$ Аг 
(20 ~ Ах ЙО Ау йб ' Аг АЬ 

(291) 

и такъ далѣе для каждаго изъ элементовъ орбиты. 

Примемъ плоскость экватора за плоскость хуі начало коордипатъ расположимъ 
въ центрѣ земли, ось х поправимъ въ точку весеппяго ровнодопстсія. Назовемъ ко- 

ординаты свѣтила относительно такой системы осей чрезъ % С Предположимъ, 

что чрезъ цептръ Солнца проведены оси параллельныя этикъ. Вазовомъ координаты 
свѣтила относительно этихъ осей чрезъ я?, у, г. Пусть наконецъ X, X, 2 будутъ 
координаты центра Солнца относительно центра земли и упомянутыхъ оыше осей про¬ 

веденныхъ чрезъ этотъ цептръ. Тогда 

гдѣ 

§ = Д.С08 5.С08 а; ч\ = Д.С08 <?.зіп а; С = Д.эІи 3 

если подъ Д разумѣемъ разстояніе разсматриваемаго свѣтила отъ центра земли. Слѣ¬ 

довательно 
и 
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х -)- Х=г Д.СОЗ 5.С08 а 

у У = Д.соз 8.зіп а 

2 2= Д.5Ш 5 

Величины X, Г, 2 вычисляются еа основаніи данныхъ получаемыхъ иаъ общихъ 
астропомичоскихъ эфемеридъ, или прямо могутъ быть взяты иаъ Каибісаі ЛІтаішс, а 
потому при дифференцированіи предыдущихъ уравненій для той цѣли, которую мы 
имѣемъ теперь въ виду, эти величины долягсы быть разсматриваемы какъ постоянныя. 

И такъ 

йх = ш а.со$ 8,йд — Д.зіо 8.соз а.й& — Д.соз 8. зіп а.йа 

йу = зіи а.со$8.йд — Д.8Ш 8. зіп а,Й8 + д.соз 6. соз л.сіа 

й$ = зіп 8, йД -|- Д, соз 8, й8 

Послѣднее изъ этихъ уравненій даетъ 

йД = — Д.соіе 8.й8 
зш 8 

Внося это въ два первыя изъ предыдущихъ уравненій, ииѣемъ 

йа? = соз а.сок 8.Д*-*соз а,й& — Д.зіп а.соз 8.йа 
* зш 8 

д 
йѵ = зіо а.соіе Ь.Зг-г • зіп а.й8 + д.соз а.соз 8.йа 

* зш 8 ' 

откуда легко находимъ 

(292) 

* , соз а , 
С05 8.да = —2— сіу 

„ соз 8 , 
Й8 = —— (12 

зш а 
йя Д 

соз а,зіп 8 
йх 

8ІП а, зіп 8 
% 

Поэтому заключаемъ, что 

(293) 

, йа 
ШО-г=' 

ах 

* Йа 
СОЗ 8 — = 

йу 

«8^=0; 
йг 

ЗІП а 

Д ’ 

іі 

З
І41 

соз а. зіп 8 
Д 

соз а сІЬ Зіп а.зіп 8 
Д ’ 

*>_ Д 

Л _ соз 8 

3,2 Д 

Такнмъ образомъ изъ уравеевій (291) мы видимъ, что для составленія производныхъ 
координатъ а и 8 взятыхъ по элементамъ, необходимо найти производныя лннейпыхъ 
координатъ х\ у, г по этимъ элемевтамъ, ибо остальиыя производныя входящія въ. 

выражевія (291) тепорь составлены и имѣютъ форму (293% 

41, Иивя въ виду составить производныя прямоливейвыіъ координатъ но эле¬ 

ментамъ, опредѣлимъ относительно экватора положеніе - плоскости орбиты свѣтила. 
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Помощію такаго преобразованія значительно упрощаотся вычисленіе коеффиціептовЪ 
въ пыраженіяхъ представляющихъ зависимость между азмѣневіемъ координатъ н из¬ 

мѣненіемъ элементовъ. 
Пусть Д? (фиг, 8) представляетъ собою пересѣченіе сферы небесной плоскостію 

эклиптике, пересѣченіе той же сферы плоскостію экватора и РР'— пересѣченіе 
ея же плоскостію орбиты. Если назовемъ чрезъ *' паюіовевіѳ орбиты къ экватору, то 
1^3'= і'. Означимъ чрезъ 9' прямое восхожденіе восходящаго узла орбиты надъ 
плоскостію экватора, тогда ѵа = Ѳ', Если въ $ находится разсматриваемое свѣтило, 

то дугу ра будемъ называть аргументомъ широты свѣтила относительно экватора. 

Положенъ Ъа~о0. Положеніе плоскости орбиты относительно экватора опредѣляется 
величинами 9' и г'. Чтобы вычислить ихъ по даннымъ Ѳ и і, обратимся къ треуголь¬ 

нику ѵ&а, стороны котораго суть: ѵЬ — Ѳ; ѵя=*Ѳ'; а&=2іэв; имъ противулежатъ 
углы: ѵаЪ « 180° — і‘\ ѵ5д = і; Ьѵа==е; гдѣ подъ с разумѣемъ паклоиеэіе эклип¬ 

тики къ экватору. Примѣняя къ рѣшенію этого треугольника уравненія Гаусса, имѣемъ 

і* . 0' -4- Юл .6 і — г 
соз 2 8111 — 

1 V 

2 

і1 V -4- о>л 0 $4- с 
СОЗ 2 С08— 

1 V 

2 
» сов ^ сов —^— 

. г , г — . 9 . і — $ 
ЗШ 77 аш — 

& 2 
= 8Ш 2 8Ш —— 

. іг ъ> — б>ф Ѳ . і -|- б 
8Ш - С08 — 

а 2 = са82ЗШ 2 

посредствомъ этихъ ныражевій по данпымъ і, 9 я з легко ваходвмъ і\ Ѳ' и ь>0. 

Имѣя эти послѣднія, представимъ геліоцентрическія координаты свѣтила въ зависи¬ 

мости отъ і\ Ѳ' и ©о* 

Проведемъ чрезъ цептръ Солнца плоскость параллельную плоскости экватора, 

Предположенъ, что эта плоскость пересѣкаетъ сферу описанную произвольнымъ ра¬ 

діусомъ около центра Солнца по кругу Щ (фиг, 9). Пусть сѣчепіе той же сферы 
плоскостію орбиты предстонляотся кругомъ рр' н въ Р пусть проектируется изъ 
центра Солнца на упомянутую сферу разсматриваемое свѣтило. Тогда дуга Ра, ко¬ 

торую означимъ чрезъ и, будетъ представлять аргументъ широты свѣтила относи¬ 

тельно экватора, а уголъ Рс$ » і\ Проведемъ въ плоскости Щ изъ центра Солнца 
нрипимаѳиаго за начало координатъ линію параллельную пересѣченію экватора съ 
эклиптикой и эту ливію примемъ за ось х; за положительный конецъ оси будемъ 
считать ту часть, которая направлена въ точку весенняго равноденствія; ось у про¬ 

ведемъ перпендикулярно къ оси х такимъ образомъ, чтобы положительный конецъ этой 
оси пересѣкался со сферой нъ я очкѣ прямое восхожденіе которой есть 90°. Назо¬ 

вёмъ координаты свѣтила относительно такихъ осей чрезъ х, у, г. Тогда 

х = г,со8 (г, х)\ у — г.с08 (г, у); е = г.соа (г, *) 

Изъ треугольника хРа, въ которомъ Ра^щ = хоР — 180° — і\ имѣемъ 

С08 (г, $) = С08 Ѳ'. СОВ и — 8ІП 810 «*,С08 і* 

Изъ треугольника аРу, въ которомъ сщ~ 90° — Рау = і\ получаемъ 
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СОЗ (**, у) ~ 8ІП О'. СОЗ и + С08 б'. зі|1 И.С08 і' 

в наконецъ нзъ треугольнвка гаР, въ которомъ га — 90°; гаР = 90° — 

ходамъ 

слѣдовательно 

соз (г, г) = 8Іп и. зіп і' 

А* = У,[с08 «.СОЯ 0* — 8І11 «. ЗІП б'. С08 І'] 

у = *\[ш «,$ІП б1 + ЗІП «.СОЗ б'. 008 І*] 

г — г.зіп к.зіп і' 

откуда заключаемъ, что 

, Ах , . Ах , . Ас ... . Ах 

ЙР 

(295) *=Г*+&*+**+3-* 

, Аг 7 , Аг 3 . Аг ,ЛГ , Й5 
с?г=+ + +17г^' 

й»’ й1 

по предыдущемъ выраженіяхъ к о орда натъ составляемъ 

— = — г [зіп «.соз 0' + зіп б', соз і\ соз и] 

~~ == — »• Геі у [зіп и. зіп 0' — соз б\ соз г’, сое и] 

г. зіп г’. С08 и 

соз и,соз Ог— зіп «.зіп 0', соз і 

сое «. зіи 0' соз «.соз 0'. со8 г 

Аг_ 
Аи 
Ах _ 
Аг 
Ау _ 
сіу ~ 

Аг 
Ат 
Ах 
"де? = — у [соз «.зіп Ог зіп «-С08 *'.С08 Ь‘] 

Ау 
до? — — У [8111 И. С08 1. зіп 0' — соз «.соз V] 

= Зіп п. 8ІП ѵ 

(ІЯ 

АЛ 
Ах 
АГ 

т =® О 

— у. зіп и, зіп Ь\ $|п і 

Ау 
Ах 
Аг 
Аі' 

7, — у.зіп «.соз ѲГ,8ІП і' 

Ь на- 

у.зіп «.соз і} 
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Повернемъ систему осей координатъ около оси & на уголъ Ѳ' и ори томъ такъ, чтобы 
ось я прошла чревъ восходящій узелъ орбиты надъ экваторомъ. Такое преобразо¬ 

ваніе приведется къ тому чтобы уменьшить углы считаемые въ плоскости экватора 
на уголъ Въ предыдущихъ выраженіяхъ входитъ одинъ только уголъ считаемый 
въ плоскости экватора! именно уголъ Ѳг, а потону дли видъ выполнимъ упомянутое 
преобразованіе, если положимъ въ нихъ 3' = 0. И такъ при указанномъ теперь по- 

имѣемъ 

Ля 
Ли 

— г. зіп и. 

§
?!

§
■ 

II 1 •**, ЗІП «.С08 І1 

іі Г.С08«.С08г' II г.соз и 

Ля_ 

Ли 
Г.соз «.ЗІП і' 

%
!&

■ 
II с

> 

Ля 
Лг “ 

СОЗ « 

о
 Іі 

и зіп «.соз і1 1 II •г.зіп «.ЗІП і' 

іі 1 >. 
^5 і^

З 

зіп «.зіп $ II Г. ЗІП «.СОВ і' 

(296) 

Эти выраженія суть состаииыя части дифференціаловъ Ясс, йу, Ля, которыя должны 
быть внесены въ выраженіи (292), а потому въ этихъ послѣднихъ ори упомянутомъ 
выше положенія оси я уголъ а считаемый въ .плоскости экватора также должевъ 
быть уменьшенъ га велич вву Ѳ'. Такимъ образомъ выраженія (292) обращаются те¬ 

перь въ 

соз 5, Ах = — 8*п -в—— Ля 
сов (си — Ог) 

Лу 

,в , .« зіп 8 , . , . й, 8ІП 8 , , соз 5 7 
ЛЬ = — соз (а — Ь) —Ля — віп (а — В) ~д- • Лу + —~ Ля 

(297) 

Принимая во вниманіе выраженія (296), легко вриводииъ уравненія (295) къ виду 

Лх *•= соз и.Лг — г.зіп «,Ли — г.эіп «.соз і[. ЛЪ* 

Лу — 8]п и.т гЛг -|-г.С08 сое і\ Ли Ц-г.со8 и,ЛЬ' — г.віп «.зіп і\ іі' 

Ля = ЗІП « . 8ІП Лг Г. С08 и .8ІП і\ Ли -}- г. зіп «.сов іЛі 

Внося это въ выраженія (297) в полагав для краткости 

сов (А — 0'). соз'И = а', віп 4' і 8іп (а — Ь1) = а\ соз А' 

зіп і' — т\ зіп Ш; — віп (а — Щ сов і\ — *»'. соз Ж' 

тК зіп (Ж' + 8) = Ъ\ зіп &; соз (си — Ѳ) зіп 8' = V. соз Я' (298) 

соз (а — 6') = ё\ зіп С; зіп (а-— Ь') сок і* = с\ соз С 

соз і* — й'. зіп ТѴ; зіп (а — б') эіпУ = соз К' 



206 

ваходинъ 

(2Щ 

сов Ь.йос =* 
а*_ 

Л 

+ 

ІЬ 

д 

ь 
л 

г.а' 
Д 

сое {А! -)- и).йг + вк (А' -1" и).йи 

зш (О' + к).с№---сое (а — о') 

со8 (В' и).с2г 8Іп (В' -)-и)>йи 

г Ь1 
8іп 5-соз {А' и) № + ^ 5ІП и,8ій № + «М*' 

Коли означимъ чрезъ о' разстояніе оеригеліа орбиты отъ ея узла надъ экваторомъ, 

разстояніе считаемое по орбитѣ, то очевндво, что и = ь>' + ѵ, гдѣ подъ ѵ разу¬ 

мѣемъ вставную аиомалію н принимаемъ «’=*'— 0*. Что касается до т:', то мы 
считаемъ эту величиву слѣдующимъ образомъ. Отложимъ по орбитѣ отъ точен а 
(фиг. 8), т. е. отъ узла за экваторѣ дугу ай = У, тогда, предполагая что въ { 

находится перигелій орбиты, принимаемъ /3 = **, слѣдовательно *' = (Ь + &а-|-ай, 

ио такъ какъ (Ь = х — О, то іс' = іс — 9 + + в', й такъ мы видимъ, что 
= йѵ 4* &>', а потому если внесемъ въ предыдущія уравненія (209) вмѣсто <2и 

эту его велнчнпу, то увидимъ, что упомянутыя уравненія будутъ содержать въ себѣ 
дифференціалы: йгі <&, йи', 36' и йг'. Чтобы пользоваться этими ураввеяіпми для 
рѣшевія вашего вопроса, опредѣлимъ измѣненіе координатъ г и ѵ въ зависимости 
отъ измѣненія элементовъ орбиты, т. е. представимъ йт и йѵ въ фувкціи дифферен¬ 

ціаловъ элементовъ. 

42. 'Гакъ какъ коордиватаим ѵ и г опредѣляется осложепіе свѣтила въ ор¬ 

битѣ, то эти координаты могутъ зависѣть только отъ трехъ элементовъ <р, Мо и р.; 

поэтому 

йг ■*р-} 
йт 

(Ш0 
‘ йМ$ -\- 

йг 
й\к Ф 

- _^йѵ , , йѵ ,,, , йѵ 

Разсматривая же прямолинейныя координаты какъ фушпдін уоомявутыхъ трехъ эле¬ 

ментовъ, имѣемъ 

йх _йх *■ 1. йх йѵ 
ф йг ф *+* йѵ ф 

йх _йх йг 
4* 

йх йѵ 
йМ0 йг йМ0 йѵ йМ0 

ХІХ йх йг 
+ 

йх йѵ 
ф ~ йт ' ф йѵ ф 

и подобныя же выражевія для производныхъ двухъ другихъ координатъ. Видъ част- 
йх йх йу йу 

ныхъ производныхъ У2 й т* Д' опредѣляется первыми шестью ивъ вы- 
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ражспій (296), а потому остается опредѣлить видъ производныхъ 'т^г \ 
Дѵ Дг Дѵ „ іт? ^ ^ 

7—, . Назвавъ эксцентрическую аномалію чревъ Д а среднюю—чрезъ ш, 
СЦкі(5 и|А 

имѣемъ 

М= Е — о.зііі Е 

откуда, полагая *«яіп<р, походимъ 

ИМ — [1 — зш р.соз Е] ДЕ — соз ?.8іп Е,Д<? 

Но мы знаемъ, что 

г = а (1 — зіп ср.со8 Е); т.8іп ѵ =? а.т ?.зіп Е 

поэтому 

откуда 

Но такъ какъ 

ДМ = - ДЕ — - • зіп ѵ,Д<? 
а а 

ДЕ = -• ДМ + зіп ѵ,іу 
г 

іпив - » Іаое (45° + |), іап? ~ 

(300) 

то пзявъ отъ обѣихъ частей этого уравненія логариомъ, а потомъ 
получимъ 

Дѵ ДЕ , й<р + 
2.аіп ^ • С08~ 2, зіп ~ • соз у 2.8ІП ^45° + |)-С08 + 2. 

что приводится къ виду 

, ЗІП V . ЙП V , 
Дѵ = -г—==, • ДЕ 4-Ду 

8Ш Е 1 соз у 

Внося сюда вмѣсто ДЕ выше найденную его величину, послѣ замѣны зіп Е чрезъ 
Г.8іп ѵ 
- получимъ 
а, соз <р 

Дѵ = .соя <р »ДМ -4- |-соз2<р -)- 11 й<р 
\гУ т ” соз у іг ^ 

Но мы внаемъ, что ^ = д,со82<р, а потому предыдущее обращается въ 

- , а у , зш ѵ 
аѵ =з — .соз ѵ,ДМ4-- 

ѵ г/ ' соз <р 7+1]*? 

Извѣстно также, что 

р 
^ = 1 + ш <р.соз ѵ 
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поэтому 

с&= ^ .соз <ММ4- Г“—1-іаид<?.со8^ віп ѵЛу 
\г/ г ІС08 <р ' Л 

Чтобы окончательно развить йі>, остается исключать в замѣвить ого дифферен¬ 

ціалами элементовъ. 

Мы знаекъ, что 

Я= ль+ (*.(*-Лі -Ч—1 
СV 

гдѣ Т ость эпоха а ей соотвѣтствуетъ средняя аномалія М$. Прв дифференцированіи 
перваго изъ этихъ выраженій для вашей дѣли мы должны разсматривать і какъ по** 

сто я иную величину, вбо это есть данное время, для котораго по элементамъ вычи¬ 

сляется та нлн другая координата. Кромѣ того изъ двухъ величинъ М<, н Т по 
смыслу вопроса только одна должна быть разсматриваема какъ леремѣвная, нмѳвво 
та нзъ пахъ, которую мы считаемъ за элементъ. Принимая все это во вниманіе, бу¬ 

демъ дифференцировать предыдущія выраженія, но отъ втораго нзъ нихъ предвари¬ 

тельнаго возмемъ логариѳмъ. И такъ 

(301) Ш=Ш0 + {і—Т)йн 
р- л О/ 

Внося это въ послѣднее выраженіе <2г>, находимъ 

(302) .совср.йМо-)-^ (і—Т)со8<р.йр4'[^^Н-^пг?.с08^віці;.а!? 

Перейдемъ къ опредѣленію производныхъ г по элементамъ. Изъ выраженія 

т= а (1 — 8іп 9.С08 Е) 

находимъ 
у 

йгЬ= — Ла а.ш ф.зіп Е.йЕ — а.сов «р.сов ЕЛ<р 

Внося сюда вмѣсто ЛЕ его величину нзъ выраженія (300), имѣемъ 

й? • йо-|-а.8іп9.8іп Е^ • — а.сов<р,со8.Е.йф 

Но такъ какъ 

8Іп\Б=г 
г 
а 

8Ш V 

СОВ <Р 

то предыдущее можно представить въ видѣ 

йо> с.іаііз <р.8Іп ѵЛМ 4“ [а,8Ш ф.віп ѵ.бій1 Е —: сс. сов ф.С08.Е] й<р 

Но мы знаемъ, что 

тЕ = 
С08 ф,8Ш V 

1 + в. сов V 9 
С 08 Е 

008 V 4" б 

1 4- в, С08 V 
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а потону вес выраженіе легко приводится къ виду 

у 
йг • йа + аМпяу.хЫ ѵлІМ— а.т <?,сов ѵ.йу 

Исключал отсюда ііа н ііМ по ер ед стволъ выраженій (301), логко находивъ 

йг =? а. Ьад 9. віп ѵ. (ІМ9 

а (I — Т). бане: 9. зіп ѵ — ^ ^ (1\и — а. сов 9. соз ѵ. с?9 
(803) 

Такъ какъ р. вред полагается выраженнымъ въ секундахъ дуги, то для однородности 

иъ послѣдискъ членѣ ироішодиЦ при р. слѣдуетъ ввести множителя зіп 1", 

Помня, что (1и~(Іѵ-\* йіь\ внесемъ найденныя теперь выраженія и йг 
въ выраженія (200), положимъ при этомъ 

Л зіп Р' — Іапе 9. зіп ѵ 

/'.соз Р1 = соз 9 

</. зіп (}' — — [а (і ~ Т) (гапе 9, зіп ѵ 

</. соз (г1 = -- (Ь — Т). соз 9 

/Л зіп Нг = а. соз 9, соз ѵ 

ір., зіп I"] (304) 

Л\ соз іГ — 
8Ш V 

соз 9 
[2 + й» 9. соз ѵ] 

(305) 

и тогда найдемъ 

соз 3. йа = ~ а', зіи {А1 + 2Р' -)-и) еШ*0 + *д* «г. зіп (А' + С?' + «О • ф. 

+ а'. зіп (Л' + -Н’ + и) ^9 + ^ а', зіп (А! + «). 

+ с1, зіп (С1 + іе). Л8' — ^ $іц #«8іп і\соз (а — О'). йі' 

«В = ~ V.зіп (5’ + г + и) сШо +1- V.зіп (Б1 + <?' + «)• 

+ ~ V. зіп {В1 4- Я' 4- м) <2? 4- ^ зіп {В’ 4- и). *>' 

— X зіп 5, соз (А14- «) йО' 4- 8ІІІ и. 8іп (Я-' 4“ 5). сН1 

Въ такомъ видѣ представляются измѣненія склоненія и прянаго носхол«денія свѣтила 
въ зависимости отъ изцѣленія элементовъ его орбиты. 

43. Какъ скоро изъ совокупности подобныхъ уравненій соотвѣтствующихъ каж? 

дому отдѣльно разсматриваемому положенію свѣтила, будутъ найдены поправки <?6\ 

йю1 и (I% то по отимъ послѣднимъ не трудно опредѣлить исправленныя величины 

27 
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элементовъ 0 и 0, считаемыхъ относительно эклиптики. Въ самомъ дѣлѣ, иг* треу¬ 

гольника (фиг. 8) имѣемъ 

(306) 

. О 4- о>0 . і . і' 4'е .6' 

Ь 4- 6) л . і . і 
С08 —2 * 8іа = 81П - 

2 ~сов2 

.6 — о0 і і; + е . ®; 
8іі] —^- 008 2 = 008 ~2— Ш 2* 

О * ѳ СІ> л ^ ’і $ 
СОЗ-г—- • СОВ -г = СОЗ - *-СОЗ ѵ- 

а а и о 

Коли означимъ чрезъ 4' и V наклоненіе орбиты къ экватору и прямое вос¬ 

хожденіе узла этой орбиты надъ экваторомъ вычисленный по тремъ наблюденіямъ, 

то болѣе точныя значенія тѣхъ же элементовъ будутъ 0' 60'-|~ Дй' и і ~ 

гдѣ подъ ДО' и Да' разумѣемъ тѣ поправки, которыя найдены при рѣшеніи услов¬ 

ныхъ уравненій (305). При помощи этихъ точныхъ значеній і’ и 0' изъ уравненій 
(306) найдутся точныя значенія элементовъ 0, і и <о0* Какъ скоро эти послѣднія 
будутъ извѣстны, то точная долгота перигеліи опредѣлится по выраженію 

іс=(*'-ао)-(Ѳ'-0) 

Такъ какъ элементы относительно эклиптики при рѣшеніи разсматриваемаго во¬ 

проса приближенно извѣстны, то вмѣсто опредѣленія самыхъ 0, і и тс удобнѣе опре¬ 

дѣлить ихъ поправки въ зависимости отъ поправокъ Д«г и Д0'. 

Изъ треугольника ѵаЪ (фиг, 8) имѣемъ 

С08 І = С08 І. С08 Ѣ -|— 5111 І. 8X11 €. СОЗ 0' 

откуда 

— ахи і ,йі = — [зіп і\ сов$ — с08 гѴзіц с, сов .0'] Лі' 

— ай і'. 8іп е, 8іп 

Ивъ того же треугольника имѣемъ 

зіп г. сов ь>0= ецз *.8іи і' — ап $,соз і'.соз V 

8іи 0‘. зіп е зіп і. зіп о* 

слѣдовательно 

(307) Лі = сое о0 + зіп «о віи і', ЛЬ' 

Тотъ же треугольникъ тЬ даетъ 

откуда 

<308 І' = — СОВ 4 СОЗ в -)- 8ІП г.ЯІЦ С.СОЗ 0 

5ІД І\ ЛІ — [зіп І.С08 € -|- СОЗ І, 8111 «.СОЗ 0] й— :8ІиІ,ЗІП е.зіп б.йѲ 

но 

8ІП ІС08 = Зіп І.С08 С -|— 008 І. ЗІИ С»СОЗ 9 

8ІП І'. ЗІП й>о = ВІП «* 8111 0 
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поэтому 

&і* = соз <л0.бК — 8Іп г.зііі 

исключая отсюда Аі посредствомъ уравненія (307), находимъ 

ІѴ ЗІП О о = С 08 6>0.8І11 І\ Й6Г — 8ІП І.&Ъ 

по такъ какъ 

ЗІП ег. 811) V = 8111 г. зііі О 

то 

810 О 

зііі О' 
а° = =гті-ем *>0.до' — 

31(1 

откуда 

во 

Изъ треугольника Ъаѵ имѣемъ 

ш «о = с08 6. соз 0' + діа Ѳ.віа О1, сое г 

— 8111 6>и.Л>* = [со8 Ѳ.8І11 Ог, 008 6 — 8111 6.С09 9'].сМ 

+ [соз О'. 8ІІ1 0. СОЗ 5 — ЗІЦ О*. С08 0]. <Ш 

— 8111 С>о«Ш і' — С08 ѳ .8111 0'— 8ІВ 0 , СОЗ СОЗ € 

ЗІІІ <0о.С08 І = С08 6'. 8ІЦ о — 8Іа О'. С 08 о .008 6 

слѣдовательво 

= СОЗ і. ЙѲ — соз I'. СІѴ 

Исключая отсюда <76' посредствомъ выраженія (808), находимъ 

Да® =5 [зіп Ѳ.соз <о0.соз г — сов г\8ід ОН соз і.Ш1 
1 зііі Ѳг ши г 

ио 

поэтому 

ЗІО 9.С08 Сі>0.С08 і — зіп бг, СОЗ І — СОЗ О.віп 61* 

, С09 Ѳ ЗІІІ «о . 
№ о гг: -г—г-т 8Ш у0,аО' — СОЗ %, ОЛ 

8іа 0 8111 

(308) 

Такимъ образомъ для вычисленія поправокъ Да>0і ДО, Д% и До по вайдеооымъ по* 

правкамъ Ы> и Дбг имѣемъ выраженія 

. соз О . хйі 8Ш о0 . д 
Дь>0 = -II-а, 8Ш Юо . До-С08 %А%* 

Зіп О' 8111 % 

,л 8ІП 0 ДЛ, 8ІП Оо ж 
ДѲ = -—а?соа °о. ДО-:—г Дг' 

8Ш Ог зіп г 

Ц г= зш со0, зіп і'. ДѲ' соа ь>0. Аг1 

Ду = Ду'— Ду0 

(309) 



212 

Что касается до величинъ г, 0 и ы0 входящихъ во вторыя части этихъ уравненій, 

то для этого вычисленія должны быть употреблены тѣ ихъ значенія, которыя перво¬ 

начально найдены по тремъ наблюденіямъ. 

44, Мы нашли форму коэффиціентъ въ уравненіяхъ представляющихъ зави¬ 

симость между измѣненіями координатъ п измѣненіями элементовъ, но при этомъ имѣли 
въ виду исключительно эллвптвческія орбиты съ небольшими эксцентриситетами. Слѣ¬ 

довательно уравоенгя (305) примѣнимы только въ случаѣ изслѣдованія планетныхъ 
орбитъ. Кометы движутся въ большинствѣ случаевъ по иараболамъ или же въ такихъ 
эллиптическихъ орбитахъ, эксцеатриситеты которыхъ близки къ единицѣ. Въ этомъ 
послѣднемъ случаѣ вычисленіе коеффіщіеитовъ при Лер, йМ0 н ф но выраженіямъ 
(304) можетъ сдѣлаться весьма неточнымъ, ибо для эксцентриситета близкаго къ 
единицѣ о не много отличается отъ 90°, а потому сову близокъ къ нулю, а 6ап$<р 
ость большая величина, по какъ видно, сову входитъ дѣлителемъ въ выраженіе 
Ь\ соз 

Имѣя это въ виду, найдемъ выраженія для вычисленіи вѣроятнѣйшихъ орбитъ 
свѣтилъ движущихся по эллипсисамъ съ большимъ эксцеитрвевтотомъ, а равно и для 
вычисленія вѣроятнѣйшихъ параболическихъ путей. Шачионъ съ рѣшенія этого послѣд¬ 

няго вопроса. 

Параболическая орбита опредѣляется пятые элементами: 0, а, а, д и Т, гдѣ 
йодъ д разумѣемъ разстояніе перигелія отъ Солнца, подъ Т. время прохожденія черезъ 
перигелій. Если элементы 0, і и о отнесенные къ эклиптикѣ замѣнимъ соотвѣтствую- 

щннв элемситаіш относящцмвся къ экватору, то въ выраженіяхъ (299) дифференціалы 
ДО', &$ и (Іо* сохранятъ тоже значеніе какъ прежде, сохранятъ свою форму и коэф¬ 

фиціенты находящіеся при анхъ, но диффероиціалы Ди и йг будутъ имѣть теперь 
другой составъ. '1'акъ какъ сіи = йѵ + Д«У, то нзмѣціітся только та часть, которая 
относится къ іЪ. 

Для опредѣленія йѵ обратимся къ выраженію (198), которое прв дифференци¬ 
рованіи даетъ 

Ѵ2 ]/2 
Г)-й \ = - 

йѵ 
+ іапе2 

соз*! т- 

но для параболы 

г й 

Слѣдовательно предыдущее можно представить въ видѣ 

нто легко приводится къ формѣ 

С08 ЛІ* 
— 1 (ІѴ 

Ѵ2 \/І Ѵй 
йа = Л йѵ 
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Слѣдовательно 

г' Ѵ 1 Г1.)/2а 
(310) 

Опредѣлимъ теперь для разсматриваемаго случая величину сіг. Дифференцируя поляр¬ 

ное уравненіе параболы, имѣемъ 

7 (Іа , 8іпі> - 

*г=а—7?л + 2:—77?-Дѵ 
1 а 2. соз41 к 

.2 

нлп внося сюда вмѣсто сіѵ его предыдущую величину, получимъ 

І + ЫВД-^)— с гг = 
2.8ІП2-С092 2К((—Т\ 

соз \ѴЧ СОЗ 4 * 

ио такъ кодъ по уравненію (198) 

К{і — Т) _ 

Ѵ2І ' ' 
і 1' I 1, « / ь 
іапе^ + г-іапг* 

то коеффнціонтъ при (1% въ предыдущемъ выражсвіа монетъ быть представленъ оъ 
видѣ 

1 ^ (I)■ 1а,,ё © + *аі18# (Й [СіШ* I + 3- ^"в8 (і 
или 

или 

1 + іапв* (|) - 8Іп* (Л) [і + 2. ша (|)] [і + *М8а (§ 

|)[і+*апв*(|)]-2-.Віг'(| 

Что наконецъ легко приводится къ соз ѵ, Слѣдовательно 

(Іг = соз ѵ, <% — —* іТ 
Ѵч 

(311) 

Внося найденныя выраженія йѵ и <1г въ уравненія (299) и полагая 

ЛГ.-аІц ѵ 

Ѵ%і 

К.\/Ид 
Г 

= У. соя Ь1; 

:= V. зш V \ 

3 .К(і—Т)_ 

.ѴГа 
$$П № 

(312) 
СОВ V 

8ІП 1" 
= п\ сон № 

легко получимъ 



214 

ш 5.сЫ = ~~ аіи (С' и) ЙѲ' — ^ 8Ши. 8іпі'. ш (а —"О')Л‘ 

а(п (уі Ч- м) Ч- С08 ЛТ-\—д—со$(,4Ч_-^Ч-м).^2' 

(313) , ' 

гі§ = — * ~ - 8іп 8.сов {А!4-мИ9' "Ь'8Іа “■ + «)• $' 

+ -^'вт(В'4-80^'+^сов(В'4-І'^ОйУ+^-со8(В'-|-№-)-м).й2 

Этими уравненіями н представляются измѣненія координатъ а и 8 объуслооливаюіціяся 

измѣненіями элементовъ параболической орбиты. 

45. Найдемъ уравненія представляющія подобныя ванѣиеоія для случая такой 
эллиптической орбиты, эксцентриситетъ которой близокъ къ единицѣ. При изслѣдованіи 
подобныхъ орбитъ удобнѣе всего по трепъ ваблюдевіямъ вычислить параболическую 
орбиту и затѣмъ на основаніи иногпіъ наблюденій искать поправки полученной си¬ 

стемы элементовъ вмѣстѣ съ тою поправкою гЦ которую слѣдуетъ вычесть изъ еди¬ 

ницы, для. того чтобы отъ параболической орбиты, у которой эксцентриситетъ равенъ 
единицѣ, перейти къ эллиптической орбитѣ. 

Для орбитъ съ эксцентриситетовъ близкимъ къ единицъ мы удержимъ тѣ же 
элементы какъ в для параболическихъ орбитъ, прибавивъ только эксцентриситетъ. 

Такимъ образомъ за систему элементовъ эллиптической орбиты съ большимъ эксцен¬ 

триситетомъ будемъ считать О', о', і\ д, Т и е; гдѣ элементы опредѣляющіе поло- 

жевіб орбиты отпосятся къ экватору. Попятно, что при этомъ должно быть 

Л- =~- ■ + %■ <ІТ+% ■ йе 

Для эллиаснса 

1 ііѵ , „ ііѵ згс , дѵ , 

й*’в=ЗГ‘й + ЗГ'*/+*,Л 

Р Г = —-Л- 
1 0 . СС8 V 

но въ перигеліи ь да 0 и соотвѣтствующее значеніе радіуса вектора будетъ 

Р 
« = Т+~е 

Слѣдовательно полярное ураввѳніе эллипсиса въ зависимости отъ д имѣетъ видъ 

г да Д 0 + ^) 
1-}“й'С08Ѵ 

С051> = 

1 —ІйП^- 

Нс такъ какъ 
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то 

«О + О) [і -)- Іаиц2 (^)] 

1 + Ы$" (|) + й 1 — Ыв2 (®)] 

ИЛИ 

С08* 

і-' + іг+і 

Мы внаемъ, что удвоенная гглощлдь сектора описаннаго радіусомъ вектородъ отъ пе¬ 

ригелія до кикой либо точки орбиты, жиір. точки занимаемой сиѣтмомъ во время (, 

можетъ быть представлена пг видѣ 

К{І—Т)\/р 

съ другой, стороны тажв площадь по полярпыаъ коордшіатаиъ мродтвляется въ 
формѣ 

• у>.* 

Предполагается, что интегралъ берется ао ѵ отъ ^ = 0 до того значенія которое 
соотвѣтствуетъ вренени И такъ 

^^г. йѵ = К{і — Т)Ѵр 

Внося сюда приведенное выше выраженіе >\ получимъ 

/ш‘ 
йѵ 

но такъ какъ 

і) I1+Ьр 1“8' (!)] 

йѵ л, /. ѵ 
ѵ^-Ы (іапвІ 

ш- ^ 

то предыдущее дожпо представить въ видѣ 

['+ 
«айв1 о ЗЛ 

і + '*"*■ (і 
Л (іап8 ^ — ЯГ (< — ^ 

Положимъ здѣсь 

. V 1 — б 

^Г11 Т+1=='1 
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И такъ какъ 

_1>_ 

і+« 

то предыдущее приведется къ виду 

(315) (і^ ІГ.Я 

Ери большомъ эксцентриситетѣ ч есть шалая величина, а потому для выполненія 
интегрированія удобпо лодъиптеграль»ув> функцію ршомнть въ рядъ расположен¬ 

ный по степенямъ ч. Мы внаемъ, что 

—-і—да = 1 — 2с. йа + 3«*. г* - 4о3.+ 5а*. г8 -. 
(1-\- Ч ,8 ) 

поэтому 

= 1 + ^& ^ + За3(** + *6) - 4в* (*• + **) +. 

Слѣдовательно /1 + ** . *3 0 /** , *»\ . 0 5 , *ѵ 
а* - * + з - ат и + 5) + * (5-+7 

Положимъ 1 —е=|3, гдѣ 0 есть для разсматриваемаго случая малая величина, 

тогда 1 е = 2 — |3. И такъ 

„»?«! + !!+!! +. 
2 — (3 2 ^ 4- ^ 8 ^ 

^Т-+*? + 8^+. 

*3=Л" + 3І+.: 

• Внося это въ предыдущій рядъ и располагая его по степенямъ (3, найдемъ 1 

ГЦ + *) * _ „ , *3 й Г*9 і *С1 дс Г*3 *б в*П 
у + + “Чз+Т-М І1Г 20 28\І . 

внося это въ выраженіе (315), получимъ 

(І^[3+?-(і (! + ?)-.] = *((-Г) Кр 

по _р = з (1 4- в) = §■ (2 — й, слѣдовательно 

2р» = За,(2-М* 
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а потону предыдущее принимаетъ водъ 
А 

%!^[’ + Т-*(* + т)- ] = 

или 

К{Ь — Т) 

Ѵз |^і_ .н 
, ** 

*+т 

Но такъ какъ 

(*-|) = и-!+&'»'+я-Р + 

ТО 

К{і-Т) „ г8 (г ** *<\ 

і.ѵі " +а+?и * *> 

+ 32 

7 о , 3 я 

'' + 2в*'’ 82 

] 

(816) 

Мы приняли іаи{5~ = *> гдѣ подъ ѵ разунѣенъ истинную аномалію соотвѣтствующую 
А 

эллипсису. Такъ какъ мы имѣемъ въ виду такія эллиптическія орбиты» которыя нале 
отличны отъ параболическихъ, то понятно, что ѵ будетъ мало разниться отъ истин¬ 

ной аномаліи го соотвѣтствующей параболѣ. И такъ если положимъ ѵ = іѵ -)- X» то 
X будетъ малая величина, Опредѣлимъ эту разность X подъ тѣмъ условіемъ, чтобы 
вычисляемая вѣроятнѣйшая эллиптическая орбита имѣла одивакія ^ и Т съ вѣроят¬ 

нѣйшей орбитой въ параболической гипотезѣ. 
Мы приняли 

, ѵ , іѵ + X 
Ьт 2 ——~2— 

Разлагая это въ рядъ по строкѣ Тейлора, имѣемъ 

а 
, V . ѵ> , . 
Ьап? ^ = 1ап§ > ~ 

но 

і іапе - 
Хі> 

1 + іап?2 ѵ 
10 

йю 2 

а потому» ограничиваясь первыми степенями X, находимъ 

2 = іщ -2+2 [і + і«дв*(|)] 

2* = іаад* (^) +1х ■ ^“8* (іО [г +(т)1 

18 
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Впося это въ выраженіе (316), получитъ 

—!= “”5 ©+і ь"в' (I) +©1 + ‘>пеІ (?)] 
1/2 

+ *'І 
ІО 

Но въ членѣ зависящемъ отъ (3 пряло можно принять * = іап§; тр тогда 

К{і— Т) , (го\ . 1. а/«Л , X 
-у-~- = *апе Іаі + 8 *“в* Ы + « 

]/2 
2 [. 

1 + іап д2 
гѵ 

+ р [у Ьие (I) -у *ие8 (|) - у (|)_ 
Такъ какъ мы хотѣли опредѣлить X подъ тѣмъ условіемъ, чтобы Т и $ въ эллип¬ 

сисѣ и параболѣ были одинаковы, а для параболы, какъ мы знаемъ, существуетъ 
соотношенія 

(317) 
К{і—Т) , го , 

іап? + 
1 

3 

то вычитая это изъ предыдущая, получимъ для опредѣленія X слѣдующее уравненіе 

" = -р [т ‘“81 -1,шв! (I) -1 ‘“8‘ (I)] ^[і+Івпг 

откуда 

ц« 
2. 

а[і+■*“*• (?)Г 

Полагая 

* ѵ> * іао? — = Ь 

имѣемъ 

гі- 0*= ѳз — о' 
х ~ !-29»‘©Г4Р‘'-]_ 2- 

или выполнивъ дѣленіе, имѣемъ 

или 

>+!»> 

2%4 + 48* + 2 
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. а., » 9 Г5 '“8’ ©+ “пе (ІЛ 

но посредствомъ уравненія (317) проводимъ это къ виду 

„ 9?.К(і — Т) 
. 2 . IV Ь ' . / ю 
А = =-(і.{аие о—-• —совМр 

,2 2г'/а ^ 

такъ какъ 

то 

9 Ъ.К(і — Т)ѴЧ 
20 ѵг 

Мы урин я ли 

г> =•• ^ + X * р=і_я 

(818) 

СлѢдовательпо можемъ разсматривать X какъ нзмѣпспіс истшшой аномаліи обуслов¬ 

ливающееся измѣненіемъ эксцентриситета отъ единицы до е и такъ какъ имѣется въ 
виду переходъ отъ параболы къ эллипсису, то эксцентриситетъ дѣлается меньше оди- 

ницы, измѣненіе его должно считаться отрицательнымъ. И такъ если У.^йѵ, то 
0 = — йех а слѣдовательно 

йѵ  X 

йе Р 

что посредствомъ уравненія (318) приводится къ веду 

Оѵ _ 9 К (* 

йе 20 
— |іан§| (319) 

остается опредѣлить производную -р. Мы знаемъ, что 
иб 

!Г(1 +с) 
І-^^-Оовг? І+я.соаѵ 

Во такъ какъ мы предполагаемъ» что для эллиптической и для параболической ор¬ 

биты д одииаково, то при дифференцированіи предыдущаго вираліешя аы долями 
разсматривать только тѣ измѣненія г, которыя объуслозливаются измѣненіями е и ѵ. 

И такъ 

а — Д (1 —- сов ѵ).йе . ед (1 4- с).зщ ѵ.йѵ 
Г ~ (1 + С-СОЬ V)2 (1 + 0.СО8 ѵ)2 
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умноживъ в раздѣливъ послѣдній плевъ па % (1 -(- о) и обращая ввншаиіѳ иа на¬ 

чальное ураввеий, легко приводивъ это къ виду 

, — сов г) , гКе.зіпѵ.йѵ 

+ + д(1 + в) 

Такъ какъ имѣется въ ввду переходъ отъ параболы къ эллипсису и поправку эк¬ 

сцентриситета придется придавать со знакомъ къ с — 1, то въ коеффиыіентѣ при 
іо в йѵ слѣдуетъ считать 6 = 1, ѵ = щ тогда 

і(|/ г 
йг —-- $е 4- -- 8іи %о. йго 

. (и>\ . і 2а 
2 , соз4 г 1 * 

Но при е= 1, г =35—%-^Гі слѣдовательно 
?р 

сог и; 

- г2 . 2 /іѵ\ 2 , Г2 . , 
й** =* — зиі ^ яи М’ <**> 

Вставивъ сюда выше найденное ззапеаіо производной ^ вмѣсто получимъ 

йг 9 К(Ь — Т) . 1 г іѴ 

или 

(320) 

— =:-\——1 8]і) іо А-Н1В- [ - 

йе 20 Ѵч Ю 2 ^2 

йг 9 К(2 — Т) . , у 2 (%ѵ 

йе 20 /2г 10 ^2 

- Такъ какъ мы имѣемъ въ ввду опредѣлить поправку йе подъ тѣмъ условіемъ, что 
элементы Т и ^ сохраняютъ толке звачеиіо какъ въ вѣроятнѣйшей параболической 

. /г, * іѵ йѵ йѵ йг йг 
орбит®, то въ выраженіяхъ (314) для производныхъ т» 7г> должна 

од оМ (&$ 
быть удержаиа та же форма, какая можетъ быть выведена для нихъ изъ выраженій 
(310) и (811), аайденныхъ въ томъ, предположеніи, что орбита свѣтила имѣетъ па¬ 

раболическую форму. 

Такимъ образомъ по выраженіямъ (314) составляемъ теперь: 

(321) 

йг — 

_ 

.ЙГ.8ІП V 

л = + ГЛ ^ фе 
г*. У2? [20 г2 У * 5 6 2] 

^•яіи« , г , I г 9 К{1— Т)втѵ , г , ,/і>У , 
--гіі _^со5і».йг+ — ——7^--іаив*(-) йе 

Ѵ2і 420 \/2ц ^10 8 V] 

Вноееиъ эго въ выраженія (200), удержимъ воложеаія (312) и кроиѣ того 
примемъ 
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[|0 Х(і-Т) ѵ'к - -§- (ші8 ] - р', ш Р' 

9 К{Ь—2')вші' . ѵ „/Ѵ> , 

20 |/2й 10 '2^ 

послѣ всего этого получимъ 

сов Б.йа = 8іп (С -[- м).йО' —^ 8іи «. зіп г1. соз (а — О') &і' 

(322) 

+ 
г. а1 
А 

зіп (А* + и). До' + соз (А ' + Х' + «).ЙГ 

+ 
а\п’ 
А 

003 + У + со8 (Л' -(- Р' -)- и). йе 

ѣ = - 
г .а' 
А 

8111 і. сов (А1 + и), ДО' + сіи и.8Ііі (К' + и).йі’ 

+ 
г.Ѵ 
А 

5ІП (5і + «).Й0)'+^-С08(В и). ИТ 

+ 
а\ п* 
А соз •* ф' + хг' + «).ёа-^- С08 (Я*+ Р'-{-»).* 

(323) 

Въ типомъ видѣ удобно представить измѣненія склоненія и лрямаго восхожденія 
кометы, о бъу ело влипающія с я измѣненіемъ элементовъ ея орбиты, имѣющей большой 
эксцентриситетъ, Опредѣляя поправки элементовъ изъ совокупности подобныхъ урав¬ 

неній, составленныхъ для каждаго наблюдаемаго или иормальпаго мѣста, мы имѣемъ 
въ виду придать эти поправки къ элементамъ параболической орбиты, найдѳнпой по 
тремъ наблюденіямъ, при этомъ поправка сіе придается съ получена имъ знакомъ къ 
единицѣ, ибо эксцентриситетъ первоначальной орбиты какъ параболической равенъ 
единицѣ. 

46. Найдемъ наконецъ форму измѣненій долготы и широты свѣтила объуслов- 

ливающихся измѣненіемъ элементовъ орбиты. При этомъ положено плоскости орбиты 
мы будемъ относить къ эклиптикѣ. 

Если примемъ эклиптику за плоскость яу, начало координатъ помѣстимъ въ 
центрѣ Солнца, ось х направимъ въ восходящій узелъ орбиты по линіи пересѣченія 
орбиты съ эклиптикой, то назвавъ, какъ прежде, чрезъ г, и и г радіусъ векторъ 
свѣтила, его аргументъ широты и наклоненіе орбиты къ эклиптикѣ, представимъ ге¬ 

ліоцентрическія координаты хи уи вх свѣтила въ формахъ (134). Назовемъ чрезъ 
А, р, X разстояпіо свѣтила отъ земли и его геоцсптричоскія широту и долготу; Пусть 
II и X будутъ разстояніе земли отъ Со лица и геліоцентрическая долгота земли. Тогда 
располагая плоскость <су въ плоскости эклиптики и направлял ось х въ точку ве¬ 

сенняго равнодовствія, представимъ геліоцеитричоскія координаты у\ в> свѣтила, 

отнесенный къ такимъ осямъ, въ формѣ 

х' = В. С08 Ь А. сов р, ш X 

у' = В , 8ІП Ь + А. сое Р. віи X 

4 = А .зіп (5 
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а слѣдовательно геліоцентрическія координаты, отнесенный къ осямъ выше упомяну¬ 

тымъ, т. е. къ тѣмъ, у которыхъ ось х направлена по линіи узловъ орбиты, будутъ 

— В. СОЗ (і — 6) •+" А . СОЗ Р. СОЗ (X — Ѳ) 

ух = В. зіп (і — 6) 4- Л, сов р. 8іа (X — Ѳ) 

^ = Д. 8Іи (3 

Сравнивая эти выраженія съ выраженіями (134), получимъ 

г, сов и = В. сов (і — б) 4- А. сов [3. соз (X — 0) 

(324) г. зіп и. соз і = В. 8Іп (Ь — 0) + Д. со8 Р. 8Іп (X — 6) 

Г, 8ІП «. 8ІИ І = Д . 8ІП Р 

гдѣ нодъ б разумѣемъ, какъ прежде, долготу восходящаго узла орбиты надъ эклиптикой. 

Если положимъ Д' — Д . соз & X — 0 = ^ и означимъ чрезъ % % геоцен¬ 

трическія лнпойиыя координаты свѣтила, отнесенныя къ такой системѣ осой, въ ко¬ 

торой за плоскость ху принята плоскость эклиптики, а ось х проведена параллельно 
линів узловъ орбиты на эклиптикѣ, то 

(325) $ = А'. соз со; т} = А'. 8Іп ь>; С = А'. Ьап§ Р 

откуда 

= сое ы. ЙД' — А'. зіп «. йсо 

ЙТ) = 8ІП О . ЙД( 4" Д\ С08 а, йсо 

Исключая изъ первыхъ двухъ дифференціалъ йД', получимъ 

(320) со8 и. йт] — зіп со. й$ = А'. йсо 

Исключая тотъ же дифференціалъ изъ послѣднихъ двухъ уравненій, найдемъ 

8іп |5. й>] — ап и, сое Р. йС = А', соз р. зіп (3, й«> — Д\ зіп со. йР 

Внося сюда вмѣсто йсо его величину изъ предыдущаго уравненія, легко получимъ 

(327) ,7й — Со$ Р пу ЗІП Р . СОЗ СО зіп В.8іи <0 - Ф-7- • #-4-« — - • Ч- 

уравненія (324) посредствомъ выраженій (325) приводятся къ виду 

I = г. соз и — В.соз (Ь — Ѳ) 

у\ = ѵ, зіп и. ш і — В зіп (і — Ѳ) 

С = г. віп и. 8ІП і 

Иы уже замѣтили, что В в X при рѣшеніи разсматриваемаго вопроса должны быть 
принимаемы за постоянныя величины, поэтому 
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й| = саз и, йг — г. зіп и. йи — Д. віп (і — 6). ЙО 

йг\ — $іп и>со$і.(Іг г. со$ и. сое і. йи — г. зіп и. зіп г.йг 4- В.соз (Ь — Ѳ).йО 

« = зіп и. віп г, йг г. сов и. зіп і. йи 4“ »’• зіп «.соз і.йі 

Внося эти величины дифференціаловъ въ выраженія (326) и (327), легко приведешь 
ихъ къ виду 

Йо = А. сП 4“ В. сѴі 4- С. йи + В. йг 

йр = Л', й* 4- В'. Й9 + 0\ йи 4- В\ йг 

гдѣ, какъ легко видѣть, 

В' 

С' 

йы Г 
~~ сП Д' 

Й<0 л 
~<го — д> 

йы Г I і 

д? 

йь> і 
~'Аг~ д' 

ЙР - г 

1 1 

д 

.йр л 
~ да ~ д 

_ 7* 
сіи д 

, й? і. 
ЙГ д1 

д7 [соз О. ЗІП «• СОЗ і — 8ІП о. соз и] 

(328) 

-д [$іп р. С08 о. зіп и — зіп р. віп о. соз и. соз і + соз Р. соз и. зіп і] 

Чтобы упростить вычисленіе этихъ коеффиціевтовъ, положимъ 

«к віп К == в іи о) п. зіп У =5 зіп о>. зіп г 

т. сов М = соз «о. сов і п. соз N = соз і 

Сумма квадратовъ двухъ первыхъ уравненій даетъ 

т2 =г зіп3 и 4*0038 и •сов* і 

Сумма квадратовъ двухъ вторыхъ приводится къ 

п* = віп2 о . зіп2 і 4- соз2 і 

откуда легко убѣдиться, что ін = п. И такъ ариденъ 

№. зіп М = зіп о т, зіп зіп б>. зіп * 

№ , С08 М * СОЗ 0) , СОЗ І № * С08 У я= СОЗ і 
(329) 
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Посредствомъ этого могутъ быть уирощепы выраженія коѳффиціептовъ С, А! и С\ 

Коеффиціентъ С чрезъ введеніе въ пего этихъ вспомогательныхъ величинъ прямо 

припвмаетъ форму 

- Г.М /ЧіГ ч 

С = -^г да (Ж — и) 

точно также коеффиціентъ А' преобразовывается въ 

А! = сов (1^ — р) 

Чтобы упростить коеффиціепть 0\ внесенъ въ его выраженіе вмѣсто и вели¬ 

чину Ж— (Ж— и), тогда, отдѣляя члены съ множителемъ зіп (Ж— и) отъ членовъ 

съ множителемъ соз(Ж—пайдемъ 

^^ = со8 (Ж—м)[$іп|3.со$ы.8іп Ж— дтр.діпо.созі.шЖ+созр.зіпі.созЖ] 

— зіп (Ж—м)[8іпР<со8о.содЖ-]^8іп^8Іп«.со8І.аіпЖ— соз^.зіп і.тЩ 

Раздѣливъ первое азъ уравненій (329) на второе, имѣемъ 

ЗІП Ъі. 008 <0. С08 І = 8ІП <0 « СОЗ Ж 

Внесемъ это въ тождественное выраженіе 

С08 6) . 8ІП Ж = С082 І . 008 6), ЗІП Ж -}- 8ІПа І . С08 СО . ЗІП Ж 

и полученъ 

СОЗ О 8ІП Ж — 8ІП <|). С08 М, СОЗ І -}- СОЗ 6>. ЗІП Ж. 8ІП2 і 

Внося это въ первый членъ множителя при да (Ж —«), приведемъ этотъ коеффи- 

ціенть къ виду 

8ІП І [зІП Р , С08 0> . ЗІП І. ЗІП Ж + С08 Р . СОЗ Ж] 

Раздѣливъ первое изъ уравненій (329) па третье, а потомъ второе на четвертое, 

найдемъ 

8ІП і. зіп Ж = 8ІП СОЗ Ж = СОЗ 2Т. С08 о 

Если внесемъ это въ предыдущее выраженіе коеффпціента, то легко приведемъ его 
КЪ видуі ЗІП І, С08 и . С08 (Й*— Р), в такъ 

ДС; 
-7- = С08 (Ж — «) 8ІН І, С08 6). С08 (# — 0) 

— ЗІП (Ж — и) [8ІП Р.С08 Ь>.С08 Ж-{” 8ІП р,5ІПО.С08,І.5ІП Ж— С08р,ЗІПІ,8ІпЖ] 

Преобразуемъ теперь коеффиціентъ при зіп (Ж — и). Дѣленіе перваго изъ урав¬ 

неній (829) на четвертое и втораго на четвертое даетъ 

ЗІП <0, С08 — С08 І . зіп М\ с08 И , СОЗ = С08 Ж 

Внося это въ тождество 

сое # =» зіп2 о, сое # + соз2 о. сод # 



получимъ 

СОЗ 2У = 8ІП О. С08 1. ЗІП М + СОЗ а • С08 Ж 

Посредствомъ этого коэффиціентъ при зіп (М — «) легко обращается въ 

зіп Р. соа 2У — соз р. зіп і. зіп М 

Но ни уже видѣли, что 

зіп г. зіп М = зіп N 

поэтому предидущій двучленъ приводится къ виду —віп (У — р). И такъ 

АО’ 
— » зіп і. соз ы. соз (& — р) сов (Ы — и) + 8іп (2^ — Р) зіп (М — и) 

Положимъ здѣсь 

р,со8 Р в зіп 4- соз и. соз (М — м) 

р. 8іп Р в зіп (М — и) 
(330) 

тогда 

С‘=^&-т(Я—$ — Р) (331) 

Упростимъ теперь остальные коэффиціенты. При сдѣланныхъ означеніяхъ урав* 

пешлмъ (324) можво дать видъ 

А'. соз о г= г. со8 и — Л. соз (X — 0) 

А'. діп ы = г. зіп «. со8 г — Іі. зіп (X — 0) (332) 

А', іап§ р да г. зіп и. зіп г 

Исключая изъ этихъ уравненій А', найдемъ 

О = г [зіи и. соз і, соз 0 — соз и. зіп и] — Л [зіп(Х — &)соз ю — ш(Х— 0) зіп и] 

ИЛИ 

В , ІТ лч 
зш и. сое %. сое о) — соз и. зіп со « — зш (X — Л) 

Слѣдовательно 

Д=^8Ш (X— >■) 

Умножимъ первое ивъ ураввеній (332) на соей, второе—на зіп о, сложилъ 
произведенія и тогда найдемъ 

г . . . А' В 
СОЗ СОЗ 0 +- ЗІП и , С08 8Ш ы = —— соз [Ь — Л) 

1 г г 

поэтому 
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оо такъ какъ 

8іп и. зіп і = — Ідад Р 
г 

то 

ТУ 
8Ш р Б 

Д г 
т (Ь — X) 

Й такъ мы привели разсматриваемые днффбренціалыше косффиціеаты къ формамъ 

А — - - соз со <іап$ р Л’ = 
Г ,ш . гХТ 
—зш и. с08 (Л — Р) 

в — 
В (Т л, 

-дГ СОЗ {І4 — X) в* = 
Б.віпВ . /т ,ч 
-- 8111 (і ~ X) 

0 = т.т {М—ѵ) с = С08 (2Г- Р - Р) 

Д, *(/--!) ѵ= - 
8Ііі ВБ ,г ч, 
—1-С 08 (Ь — X) 
Д г 

Мы приняли 10 = >і — 0 п кромѣ того шелъ, что ?< = ѵ-[-7с, если подъ ѵ разу¬ 

мѣемъ истинную аномалію свѣтила п подъ тс разстояніе перигелія отъ узла. Слѣдо- 

нательно йо = — <Й, <1и = (Іѵ -|- Атс. Пеотону уразпепіямъ (828) можно дать 
видъ 

(334) 
й\ = А . сП {В 4- 1) <?0 С (Аѵ Ах) 4- Б. сіг 

=5 Л\ йі + IV. № + О' (<к +• <?*) + В', сіг 

гдѣ Аѵ ц сіг для плаиетпой орбиты, пли вообще для эллиптической орбиты съ се¬ 

бе льшимъ зксцеатриситедаъ имѣютъ форму (302) и (303). Для параболическихъ ко¬ 

метныхъ орбитъ 9тп дифференціалы представляются въ видѣ (310) п (311). Нако¬ 

нецъ для эллиптической кометной орбиты съ эксцентриситетомъ весьма близкимъ къ 
единицѣ за форму дифференціаловъ сіг и йѵ слѣдуетъ принять выраженія (321). 

Разовьемъ вполнѣ предыдущія уравпенія для одного какаго иибудь случая, 

папр. для случая эллиптической орбиты съ сравнительно небольшимъ шцептрпспте- 
томъ, Полагая для этого въ выражопілхъ (302) и (303) 

Е = 

о 
а~ 

: —«соз ? *•=(*—Т)(і)*.сов <Р 

0 = 
Іт?+Іас^,шв! 

зід ѵ; И = а. 9»зіп ѵ 

К — (^ — Т) а.іы$ ф . зіц ѵ — 
%• 

(Т = —я, соз о.сеза 
ар., ап Г1' 

примемъ 

Е*е*С.Е + В. Я; 

с\Е+V. В \ 
Р^С.Р + ПК- 

Р"= С'.Р+В’.К* 

Ѳ'^С.в+В.17 

&'=(}',6 4-БМ7 
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при этихъ означеніяхъ условпыя уравненія (334) представятся въ формѣ 

4 = А. (К + 1і\ ЙО + С'.сік + Е’\ <№0 + Р,!. 4 + в". сЦ 

17. По первоначальной системѣ элементовъ можетъ быть зычиглоио соотвѣт¬ 

ствующее времени каждаго отдѣльнаго наблюденія положеніе свѣтила, Сравнивая па- 

блюдаемыя положенія съ соотвѣтствующими имъ вычисленными мѣстами свѣтила, мы 
составимъ столько паръ условныхъ уравненій, сколько имѣется наблюденій. 

Если есть большой рядъ наблюденій свѣтила, то чтобы не вычислять для каж¬ 

даго отдѣльпаго наблюденіи коеффіщіепты условиыхъ уравненій, удобно поступить слѣ¬ 

дующимъ образомъ, Но первоначальной системѣ элементовъ найдемъ для каждаго 
отдѣльпаго наблюденія ршость а а блюда оаі аго и вычисленнаго положенія свѣтила. Та¬ 

кимъ образомъ для каждаго отдѣльпаго времени наблюденія мы опредѣлимъ соа&.йа 
и <?& пли соз р.Л и 4. Раздѣлимъ всѣ эти разиоети иа грушш такимъ образомъ, 
чтобы въ каждой группѣ заключались рази ост и соотвѣтствующія наблюденіямъ близ¬ 

кимъ между собою л о в реме пн. Послѣ этого въ каждой группѣ воз мемъ арпеиетичс- 

скіп средины изъ разпостей. Эти среднія арисметвчоскія величины примемъ за 
соотвѣтствующія сродному арией етпческому изъ временъ наблюденій въ каждой от¬ 

дѣльной группѣ и для мои сит а пр едет а влепи аго этпмъ срсдпииъ ар помет ическ имъ изъ 
временъ вычислимъ коеффиціеиты условныхъ уравненій. Таккмъ образомъ получимъ 
для рѣпіепія вопроса столько условныхъ уравиепій, па сколько группъ былъ раздѣ¬ 
ленъ весь имѣющійся рядъ наблюденій. 

Коеффіщіенты условныхъ уравненій могутъ быть весьма различны между собою по ве¬ 

личинѣ и ихъ слѣдуетъ но возможности уравнять. Предположимъ папр., что при 4 коеф- 

фицішітъ приблизительно въ Іс разъ болѣе другихъ коеффиціеитовъ, которые между собою 
разнятся пел по го, въ такомъ случаѣ вмѣсто 4 введемъ въ условпыя уравненія 4\ 

({и,1 
иаходяідійся съ 4 въ соотношеніи <?р. =. Такая подстановка приводится къ 

Л 

тому, чтобы во всѣхъ условныхъ уравненіяхъ коеффшцеитъ при 4 раздѣлить на к 
Когда изъ совокупности окончательныхъ уравненій будетъ найдена величина 4\ то 
по ней легко опредѣлится искомая поправка 4‘ 

И такъ предположимъ, что для опредѣленія вѣроятнѣйшихъ элемоптовъ состав¬ 

лены липейпыя уравпепія вида 

а . # 4” й ,у 4е с . * -|- /* * і* 4“ # • «у 4“7г — іь 

а1. х 4“ V. у 4- с> • * 4" Л и 4" 9* •гѵ +.А' * і = 
дм. х 4- ъ". у 4- с\ * 4- Л« + д\ * 4- Ъ". * — «г' 

Число зтихъ уравиопій будетъ равно удпосшюну числу отдѣльныхъ па блюдо пІй или 
удвоенному числу тѣхъ группъ, на которыя былъ раздѣленъ весь имѣющійся рядъ 
наблюденій. Въ этпхъ уравненіяхъ йодъ мы разумѣемъ искомыя поправки 
шести первоначальныхъ элементовъ,.йодъ а, Ь, с, ? и т. д. дифференціальные коеф- 

фиціоиты, представляющіе вліяпіе пзмѣшія элементовъ па цзмѣиенія координатъ и 
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«одъ п' п\ пи и т, д*— разности между наблюдаемыми и вычисленными коордвватами 

свѣтила, или же ариѳметическія средины азъ этпхъ разностей раздѣленныхъ па группы, 

Езъ этихъ условныхъ уравненій, помножая сначала каждое уравненіе па коэф¬ 

фиціентъ при х и взявъ сумму всехъ уравненій, потомъ на коѳффаціентъ пра у и 

взявъ сумму и т. д(, получимъ окончательныя уравненія вида 

{а1) х + (аЬ) у 4“ (<*с)9 "Ь (*Я и 4 {(V) ^ 4 (<А) (= (ап) 

(аЬ) х 4 (і*) у + (Ьс) 0 4 (і/) « 4 (Ар)4 (Щ і = (Щ 

{ас) х 4- (Ьс) у 4- (с2) * + (Ф и 4 (сд) и) 4 (сА) Ь = (с») 

(аП 4 <6Я V 4 («Л * 4- (И « + Ш п + (Л) * = (/») 

И) а? + (Ьу) у 4 (<Ѵ) * 4 Ш « 4 (Л «» 4 (в*) < 8=8 (у«) 

(аіь) х 4 (ІА) У 4 (*А) л 4 (Щ « 4 № ^ 4 (А1) * = {А») 

И = а* 4 а*1 4 ^ 4. 

(аА) = «й+ а'5'4 *'ЪН4. 

(^6?) = ас 4 л'^'4 Лм4. 
и т. д. 

Такимъ образомъ мы пнѣомъ шесть уравненій для опредѣленія шести неизвѣстныхъ 

величинъ, Рѣшая первое уравненіе относительно х, полученъ 

(339) 
* = - 

(аЬ) _ 

И2' 

(ас) 

СП5)' * (я3) 
« — И!г 

(я2) № 
(<А) 

(я3) 
■г + 

Ввося зто во всѣ остальныя уравневіл и полагая 

(Ъг) 
(ай) 

И 
{аЬ) = (V); (М 

(аб) 

(а3) 
(»«) = (М 

(ЬГ) 
(аЬ) 

(я2) 
(«/) = (ЬЛ); М 

(«5) 
,(«3) 

(<*)■= (й<?,) 

т 
ш 

(а2) 
(ай) = №)і ІН 

(ай) 

(а2) 
(а») = (Ь»() 

(340) 

(ас) 

И 
(ас) = (с,1); № 

(ас) 

(я2) 
(а/) — ■(с/1) 

ы 
(ас) 

(я2) 
(ед) = (с&); № 

(ас) 

(я2) 
(оЛ) = №) 

М — 
(ас) , 
И М ‘ = («»») 

(/“) іаО — (?*); і(д) — Щ (ед) ~ (йч) 

№ - ^ И = №); (^») - (ш) = (/«,) 
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ОТ - Щ Ы = №); ОТ) -Щ М) = ОТО 

ОТ) ОТ) = ОТО 

ОТ - Ц ОТО = (V); ОТ) - Щ Ы = ОТО 
найдетъ 

(64) у + ОТО г 4 ОТ) и -Ь (6р,) -го 4 (6Л,) 4— (ОТ) 

ОТ) у -|- ОТ) 2 -|- ОТ) и + (ср,) го + (еА,) і = (ОТ) 

ОТ) г/ 4 ОТ) е 4 (/4) « + ОТ,) «< 4 №) І ~ ОТ,) (341) 
ОТ.) 2/ 4 ОТ) * 4- ОТ) И (р,*) го + ОТ,)* = ОТ,) 

ОТ)«/ 4 ОТ) * 4- ОТ,) и 4- ОТ) го 4- (Л,2) * = (&«,) 

уравненія такого зкѳ вида какъ первоначальныя, но число ихъ единицею меньше. 
Рѣяшіъ первое ш уравненій (841) относительно у н, внося оту величину у 

во псѣ остальныя уравненія (841), положимъ 

(С,1) - 
(6с,) 
(6.*) ОТ) = = (*>); ОТО - 

ОТО 
(60) ОТО = ОТО 

ОТ)- (ОТ) 
(ОТ) ОТ,) = = ОТ)! ОТ) - (6сО 

(6/) ото = ОТ,) 

ОТО - (Ѵ)(6іц) = ото 

(ЛѴ ото (V) ОТ) = = (/4); ото — 
ото 
(V) ото = (Ы 

ОТО- ОТО 
ОТ2) ОТ)- = (№4 ото - ото (V) ото — ото 

От2) - ОТ) 
ОТ2) ото = = (ОТ); ото — ото 

(64) ото = ОТО 

ото - ОТО л» 'і 
(г>4)(Ьи,) = ото 

ОТ*) - ОТ) 
" ОТ) ото = = (ОТ); ОТ,) — ОТО 

(64) ОТО =ото 
е тогда получимъ 

(V) * 4- ОТ) и 4- ОТ») ю 4- ОТ) <. = (я*0 
ОТ*) ^ 4“ (А2)11 4 (/І7я)10 4 (ОТ) ^= (ОТ) 
ОТ) * 4- (ОТ) <• + (р4) гс 4 ОТ) < = ОТО 

(ей*) г 4 от,) « 4 ОТ) го 4 (V) і = ОТ) 

(342) 

(343) 
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Четыре уравненія съ четырьмя ишвѣстльш. 

Рѣшимъ первое изъ предыдущихъ уравненій относительно з и найденное выра¬ 

женіе для г внесемъ въ остальныя три изъ предыдущихъ уравненій. Тогда полагая 

а?) - Щ т =-- ед2); (ы - Щ ш ---- сад 

ш ~ Ш ш = иК); с/%) _ Щіт,і) = с/"з] 

(344) ( 

(з%) — [~|] Сяі») = (?%) 

(V) - = (А.8); сад ■сад - сад 

получимъ 

С/а8) « + С/І7а) ІО 4- С//»з) І = (/%) 

(345) С/І/з) «« + (032)№ 4- №) / = (0»з) 

сад«4- сад »4-са*ч 4 = сад 
Рѣшая первое изъ этихъ уравненій относительно и9 внесемъ полученную валивапу 

въ два остальныя уравненія и, полагая при этомъ 

оь") - Щ с/і/з)=с?,8); ш - Щ сад=сад 

С346) С?«з) — щ С/Ц) = Сі7’Ц) 

сѵ) - Ш сад - сѵ); сад - Ш сад =сад из з с/з з 
яолучиыъ 

(347) (Л2) ^ + №3 < = С дпд 

(дК) ю + (К1) і = (ЛО 

Опредѣляя накопецъ по первому пзъ этихъ уравненій го> внося найденную величину 
во второе уравненіе а полагая при атомъ 

(348) (V) - = СѴ); сад(^,) = СЬ4 

получимъ 

СѴ^ = (ЬГ>) 
откуда 

(349) 
ЧА»8). 



281 

Какъ скоро величина і извѣстна, то но первому изъ уравненій (347) имѣемъ 

«' = (І/Ю, і ((/Г 
(.!)**)г ' (оГ 

(350) 

Этимъ выраженіемъ будемъ пользоваться для вычисленія втораго пеизвѣстипро іо. 

Если гѵ вычислено, то по первому изъ уравненій (345) имѣемъ 

и с/ы 
(ГГ) 

10 
(/?) +1гГ 

Этимъ пользуемся для вычисленія и. Первое изъ уравпеиій (343) даетъ 

г = 
(с/',) (сдл) (сК),, (енл) 
(с/) и г ю ‘г. гчі і о л (с2*Гѵ (<**Г 1 (с22) 

По этому выраженіе опредѣлится я. Первое изъ уравненій (341) даетъ 

У (V) 
СЬ/і.) (%)_ №). , (й»і) 

Гр У ^-гТТ5< + <7>,аУ (ЬМ 

(351) 

(352) 

(353) 

Что служить для вычисленія у. Накоиетѵь х опредѣляется по выраженію (339). Та¬ 

кимъ образомъ будутъ найдены всѣ поправки элементовъ. Исправленными элементами 
псѣ разсматриваемыя положенія свѣтила должны представляться въ предѣлахъ по¬ 

грѣшности наблюденій. 

Довольно значительную часть работы опредѣленія поправокъ элементовъ изло¬ 

женнымъ способомъ составляетъ вычисленіе косффиціеитовъ окончательныхъ уравненій 
но' косффиціестаиъ условныхъ уравненій. Имѣя это въ воду, .считаемъ не лишнимъ 
указать способъ повѣрки вычисленія коеффнціеитояъ упомянутыхъ окончательныхъ 
уравненій. Сложимъ кооффиціептн при неизвѣстныхъ оъ каждомъ отдѣльномъ уравне¬ 

ніи и положимъ 

а Ь с # 4~ Ь = в 

(і 4-Ьр + е'+Г4-і/ + V = $' (354) 

»•'+* Ь”+ с!*+ Г+ </+ ъ"= 

Если умножимъ первое изъ этихъ уравненій на «, второе па п\ третье па пи и т. л* 

и возыомъ сумму произведеній, то получпмъ 

(лп.) + ІЬп) 4- С«0 + ((п) + (р«) -|- №0 — ОО 

Слѣдовательно если вычисленіе косффнціеитовъ, входящихъ въ первую часть этого 
послѣдняго уравненія вѣрно, то сумма ихъ должна равняться суммѣ {$«), составлен¬ 

ной посредствомъ всѣхъ значеній 8 и всѣхъ значеній п. 

Для повѣрки вычисленія другихъ коеффиціептовъ составимъ по вѣрительныя 
уравненія слѣдующимъ образомъ. Умножимъ первое изъ уравненій (354) па а, вто¬ 

рое на а>\ третье па а" и т. д. п возмемъ сумму произведеній. Умножимъ первое 
нп уравненій (345) на ѣ, второе на Ъ' третье на Ь'* я т. д. н опять возмемъ сумму 
произведеній и т. д., тогда будемъ имѣть 
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(а2) + (<Й0 + О<0 4- 0*0 + 0*9) 4- (<*) — («) 

сад 4- сад 4- сад 4- с6/1) + (ад 4- сад — сад 
(лс) 4- (ад 4- С<4) 4- ОЛ 4- (ад) 4- (<*) — Сад 

Если вычислимъ ио выраженіямъ (354) суммы $, з\ $" и т. д. и составимъ посред¬ 

ствомъ анхъ суммы (ад, (6$), (ад и т. д-, то при вѣрности вычисленія эти послѣд¬ 

нія должны равняться первымъ частямъ предыдущихъ выраженій составленныхъ по 

вычисленнымъ уже коеффивіе'птамъ окончательныхъ уравненій. 
Для поправки рѣшенія окончательныхъ ураввеній удобно произвести вторичное 

исключеніе изъ нихъ неизвѣстныхъ въ обратномъ дорядкі При вѣрпости рѣшенія 

величины неизвѣстныхъ найдеппыя тЬиъ.и другимъ путемъ должны быть между со¬ 

бою согласны. 
Что касается до вычислены коеффиціентовъ условныхъ уравненій, то для йог 

вѣрны его можно предожить только одно, имепво повтореніе вычисленія всего ряда 

коэффиціентовъ. 

48. Вопросъ о вычисленіи орбиты по тремъ наблюденіямъ рѣшается послѣдова¬ 

тельными приближеніями. Удовлетворительно быстрая сходимость приближеній имѣетъ 

мѣсто только тогда, когда промежутки времепи, отдѣляющіе наблюденія, ве велики и 

приблизительно равны, во и при а тихъ условіяхъ ве всегда получается удовлетвори¬ 

тельный результатъ. Въ в* 36 мы видѣли между прочимъ, что система элементовъ 

орбиты шоты Эпке найденная по тремъ близкимъ между собою наблюденіямъ совсѣмъ 

не представляетъ движенія свѣтила. Не смотря на то, что упомянутая система эле¬ 

ментовъ вычислена по точному способу предложенному Гауссомъ,—ова такъ двлека 

отъ истины, что вовсе нс можетъ быть употреблоиа для вычисленія по способу наи¬ 

меньшихъ квадратовъ поправокъ элементовъ изъ сочетанія многихъ иаблюдеэій. Эта 

первопачальпая система элементъ, какъ увидимъ сейчасъ, можетъ привести только 

нѣкоторую малую пользу при вычисленіи новой системы по наблюденіямъ болѣе отда¬ 

ленныхъ одно отъ другаго. 

Вторую, болѣе точную систему элементовъ мы вычислимъ по тремъ наблюденіямъ, 

изъ которыхъ перное произведено 2-го Марта 1875 г. въ Лейпцигѣ, второе 4-го 

Апрѣля въ Крсмсмюпстерѣ н третье 7-го Мая въ Виндзорѣ. Евъ этихъ наблюденій 

пайдены слѣдующія видимыя прямыя восхожденія и склоненія кометы *) 

АЛ # 

1875 г. 2 Марта, 7А 25* 57*. ср. Лиц. вр. . О* 29я* 56*. 68 

4 Апр., 8 13 14.8 ср. Кроме, вр. 2 12 5 . 71 

7 Мая, 17 17 50 . ср. Вивдз. вр, 1 1 14,30 

Пей. 

4-10* 47[ 33”. О 

4- 17 16 42 .5 

— 10 53 45 .0 

Приведемъ времена ваблю де вій къ Грипвнчскому меридіану, обратимъ склоненія и пря¬ 

мыя восхожденія въ широты и долготы, освободимъ зти , координаты отъ вліянія 

аберраціи и приведемъ ихъ къ средпему равноденствію начала 1875 года; ваковедъ 

*) См. Ш. КасЬг. Ю 2051, 2040, 2054» 



для временъ наблюденій вычислимъ координаты финт ив пыхъ цТ;стъ наблюденій. Вы¬ 

полнивъ все это, составамъ слѣдующія данныя для вычисленія орбиты: 

1875 года< I а \ $> \ I I Ь$ Д 

Марта 2.205350(11° в‘ ІГ.ЗЯІ-Н 0° 50' 22''. 70 101° 48' 10". 22 9.9064398 

, 35.297029 36 38 59.29І+ 3 44 40.54І194 36 32 . 10! 0.0005133 

„ 68.298611 9 44 34.7х!— 16 3 32.68,226 47 6 .85! 0.0042070 

Мы удержимъ здѣсь всѣ тѣ означенія, которыя сдѣлали при изложеніи Гауссовой 
методы вычисленія орбиты по трепъ наблюденіямъ. Замѣтивъ еще, что но времеиа на¬ 

блюденій уже включены поправки зависящія отъ аберраціи свѣтилъ имѣющихъ соб¬ 

ственное движеніе. Для ішчислонія этихъ поправокъ разстоянія кометы отъ зомли 
опредѣлены по приближеннымъ элементамъ. 

По этимъ даннымъ изъ уравненій (57), (58) и имъ подобныхъ находимъ 

у = 166» 3' 14". 93 

у'= 170 6 24 .57 

У’= 334 27 32 , 30 

А’В = 311 41 20 .18 

А"І> = 17 18 44 .04 

АВ = 264 4 58 . 80 

А"В'^ ~33 46 45 .14 

АВ"= 43 44 30 .15 

А'Ѵ= 75 53 46.97 

5 = 149° 54' 42\ 10 

5'= 157 39 32 . 12 

140 б 20 . 92 

6 = 162 5 37 ,06 

л'= 156 52 16 .64 

б"= 7 44 14 .80 

Послѣ этого изъ уравненій (О і) н (62) выводимъ для риземитриваомаго случая; 

5 = + 0.02767682 і = 266° 33' 12".47 

Іо%Т= 9.0121000,, « = — 26 18 57.08 

Замѣтивъ, что ы представляетъ отступленіе средняго геодеитрическаго положенія свѣ¬ 

тила отъ большаго круга проведеннаго черезъ дна крайнія геоцентрическія мѣста; 

но большей части это отступленіе ость малая величина, ве превышающая нѣсколькихъ 
минутъ, теперь же ш видимъ, что опа достигаетъ десятковъ градусовъ. 

Имѣя все это, но выраженіямъ (41), (03), (45) и (49) находимъ 

іог а = 9.9071105,, х= + 0.5450262 

Іое Ъ = 9.7954341да *"= _ 0.6750048 

іод; с = 1.3109587,, 

1оей = 8.8153446,, 

1г>5 с = 9.4646664 

Теперь слѣдуетъ перейти къ1 вычисление послѣдовательными приближеніями 
радіусовъ векторовъ свѣтила, но чтобы сократить при этомъ работу вычисленія, мы 
воспользуемся элементами орбиты найденными въ п° 9. По этимъ элементамъ мы вы¬ 

числимъ радіусы векторы и истинныя аномаліи кометы для времепъ трехъ наблюде- 



т 
шй. Сначала по ураввевію Ж ~ Ж» -К*-I) ^ опредѣливъ среднюю-авоиалію для 
каждаго изъ трехъ моментовъ наблюдс-оіпі Въ найденной системѣ злементовъ за эпоху 
принято \ Марта С* ср Моек, нр., такъ такъ теперь счетъ времени относивъ къ 
Гринвичскому меридіану, то въ этомъ случаѣ слѣдуетъ принимать 2' =0.805630, а 
потому среднія аномалія соотвѣтствующія понтамъ трехъ разсматриваемыхъ наблю¬ 

деній будутъ 

Ж = 346° 44' 4"; Ж'— 357е 7' 59"; Ж" = 7° 31' 2Г 

за тѣмъ изъ ураввѳвія М—В — с.вій Е находимъ для разсматриваемыхъ временъ 
трехъ ваблюдевій 

В— 809° 17' 55"; В‘~ 342е 56'37"; В" — 35° 52' 51' 

. , » і/~ 1 -Ь е 
арн помощи пхъ изъ уравненія ІЯ)іетг= у ,- 

у = 243° I1 16"; Ук*== 305° 23' о(Г; 

имѣемъ 

90° 10г 28’ 

затѣмъ уравневіе 

для вашего случая даетъ 

іод г — 9.9982145; 

І? 
1 4“ е. сов ѵ 

Ь? г'= 9 6155532; Іо? г"» 9.8298164 

имѣя все это, для вычисленія функцій Р ц обратимся къ выражешамъ (116). 

Такъ каш въ пашѳмъ случаѣ 

2/ = ѵ" ~<»г = 150° 46г 38"; 2{' = ѵ’ — ѵ = 213° 9' 12''; 

2Г = ^ = 62° 22* 34"; Ъ$р = 9.7884695 

то упомянутыя сейчасъ выраженія даютъ 

Іое Р = 0.4272331; 9.5204296* 

Ташъ образомъ вы видимъ, что въ настоящемъ случаѣ фуіщіп <2 есть отрицатель¬ 

ная величина, а потому заключаемъ, что при атомъ вычисленіи совсѣмъ нельзя при- 
Ѳ" 

лять въ первомъ приближеніи Р = ибо дѣлая такое допущеніе, мы 

имѣли бы для функціи б впачевіе не только яе вѣрное по величинѣ, но даже и 
по злаку. 

Принимая за основаніе первой гипотезы пайденныл теперь значенія функцій 
Р и б, сдѣлаемъ три иослѣдовашьвыя приближенія ц въ томъ порядкѣ, который 
подробно объясненъ въ п* 9, вакоднмъ 
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ВЪ 1-МЪ ПРИБЛИЯС. ВО 2-ИЪ ПРИВЛИЖ. ВЪ 3-МЪ ТІРИВЛИЖ. 

1о?Р 0.4272331 0.4331485 0,4383750 

Іодб 9.5204290,, 9.5242637* 9.5270337» 

Іо? М 0.1414578 0.1475785 0.1523304 

г 66° 48' 11". 00 66° 17' в". 18 65° 53' 21". 12 

1 144 8 4.11 143 58 45 .66 143 49 17.20 

Іо? г | 9.9980809 0.0001270 0.0022229 

3° 8' 44". 77 3° 16' 2". 30 3° 21' 40". 17 

Іо? г" 9.8370027 9.8373292 9.8375875 

2 {' 212° 59' ЗЗ7. 56 : 213° 2' 15", 10 213° 6' 32". 10 

2 Г 151 35 46 .48 151 59 54 .00 152 18 10", 97 

2(" 61 23 47 .30 61 2 21,04 60 48 21 . 70 

Іо? у 0.5193375 0 5234288 0.5265464 

ІО? Т)" 0.0865849 0.0854497 0.0844871 

Если бы мы вычислили по выраженіямъ (69) и (72) значеніи функцій ? и ф при по¬ 

мощи величинъ найделныхъ въ третьемъ приближеніи, то получили би 

1о?Р = 0,4424552; Іо? — 9.5284024 

Мы видикъ, что сдѣланныя три приближеніи почти по представляютъ сходимости; хотя 
ни и нашли четыре системы значеній Р и (2, но вычисленіе по иннъ болѣе точныхъ 
значептй етвхъ функцій посредствомъ того интерполяціоннаго пріема, который реко¬ 

мендуетъ Гауссъ и который изложенъ нами въ коицѣ п° 13, въ расматрнлаемомъ 
случаѣ также мало примѣнимо, ибо измѣненія числовыхъ значеній функцій Р и ф 
отъ одного приближенія до другаго еще весьма значительны, Во всякомъ случаѣ 
примѣняя упоминаемый теперь илтерполяціонвый пріемъ, ны увидимъ, что истинныя 
значенія функцій Р и <2 мевѣе тѣхъ, которыя приняты въ основаніе первой гипо¬ 

тезы. Такимъ образомъ мы должны заключить, что примѣненіе способа Гаусса къ 
вычисленію орбиты но набраннымъ тремъ наблюденіямъ если не прямо невозможно, 
то представляетъ большія трудности. Замѣтимъ лакопецъ что при вычисленіи вели- 

чипы въ разсматриваемомъ случаѣ мы не ноженъ пользоваться ви таблицами Гаусса, 

ви непрерывной дробью Гансена, а потому остается для опредѣленія т) рѣшать 

пробами извѣстное кубичное уравненіе *)*(**}— 1) Ь. 

И такъ мы виданъ, что для вычвелевія разстояній кометы отъ Солвца въ раз¬ 

сматриваемомъ случаѣ нельзя идти тѣмъ путемъ, который указываетъ Гауссъ, а не¬ 

обходимо употребить какой либо нскустненный пріемъ. Примѣненіе Гауссова интер¬ 

поляціоннаго пріема убѣждаетъ, что І«? Р и Іо? <2 менѣе тѣхъ, которыя проняты 
ванн въ началѣ первой гипотезы; имѣя это въ виду, вычислимъ четыре гипотезы; за 
освовавіе одиой примемъ Іо? Р = 0.40, Іо? 6 — 9.50,м въ основаніи другой гипо¬ 

тезы Іо? Р примемъ нѣсколько отличнымъ отъ предыдущаго, а Іо? б оставимъ тотъ же; 

третья гипотеза пусть основывается иа такихъ величвиахъ Іо? Р и Іо? <2, изъ ко¬ 

торыхъ только послѣдняя разнится отъ величины Іо? (2 принятаго въ основаніе пер¬ 

вой произвольной гипотезы. Навопѳцъ основаніемъ четвертой произвольной гипотезы 
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пусть служатъ величины 1о§ 2“ и Іод отличные отъ соотвѣтствующихъ величинъ 

ирцнвтыхъ въ началѣ первой произвольной гипотезы- И такъ притомъ 

II | Ш 

Іод р= 0.400000 Ьд Р'= 0.400000 :1ое Р" = 0.410000 

іое 9 - 9.500000,, іо* <? = 9.490000,,'іод С'1 = 9.500000 

IV 

Іод Г" = 0.410000 

Іо* Я'" = 0.490000,, 

Выходя изъ такохъ положеній, но извѣстному способу Гаусса находимъ 

і і II III IV 

Іо? М 0.109876 0.099876 0.114104 0.104104 

я 69° 89' 22". 4 70° 37' 42’. 9 69“ 14' 56". 8 70° 12' 17'. 3 

% 144 43 44.9 ! 144 22 18 .9 . 144 15 31 .6 143 54 22 .7 

Іо? г 9.090356 9 994973 9,996450 0.001094 

Ч' 2° 30' 12". 3 і 2" 18' 43". 0 : 2° 36' 38". 5 2° 25' 15". 6 

ІО? >•" 9.835314 І 9.834823 0.835592 1 9.835102 

2? 212° 58' 53", 6 : 213° 30' 45". 6 213° 21 14". 3 213° 52’ 44". 0 

2/ 149 21 25 . 7 148 34 9,4 149 39 45.0 1 148 53 21 ,4 

2Г" 63 37 30 .7 64 56 38 .0 63 41 30 .5 | 64 59 24 .5 

Іидт, 0.497482 0.490063 0.500309 1 ! 0.492061 

Іо* У' 0.092224 0 092766 . 0.090464 0.090976 

Іо* Р 0.405654 0.397693 0.410241 0.402381 
| 

1*8 0 9.505650» 0.488731» 0.500195,, 1 1 9.483369 

Если возмемъ разности ноиіду этими величинами Іо? Р, Іо? ф в і соотвѣтствующими 

инъ начальными, то получимъ, вычитая вторыя изъ первыхъ 

Хх = Іо? Р —Іо? Р0 ~ — 0.005654; Г3 = Іо? <2 — Іо? & = — 0.005659 

Ха = Іо? Р' — Іо? Рх = + 0,002307; Га = Іо? $ — Іо? <}1 = + 0.001269 

Х> = Іо? Р' — 1о?Р2 = — 0.000241; Г8 = Ю? — Іо? <2* = — 0.000195 

Л* = ІО? Ри— Іо? ?* = + 0.007619 ; Уй = Іо? ф"— Іо? & = + 0.006631 

отсюда заключаемъ, что 1і>? Р1- и Іо? 6м наиболѣе близки къ истинѣ, ибо разности 
мощу ними я соотвѣтствующими величинами функцій Р и <3 вычисленными но шшъ 
суть паписпынія, другими словами, разности Ха и Г3 суть наименьшія изъ всѣхъ 
найденныхъ значеній X и У. Кронѣ того водимъ, что Іо? Р' и Іо? О' ваиболѣе да¬ 

леки отъ истины, ибо въ первой изъ четырехъ произвольныхъ гипотезъ Іо? <2 тожде¬ 

ственно съ Іо? б’1 отличаются же между собою только Іо? Р и 1о?Р"; въ четвертой 
изъ произвольныхъ гипотезъ Іо? Рѵ' тоидествеішо съ 1о?Р" и только Іо? О'" отли¬ 

чается отъ 1о?<2''; во второй же произвольной гипотезѣ какъ \щР\ такъ п Іо? б' 

отлечны отъ соотвѣтствующихъ игъ величинъ третей гипотезы. Принимая это во вни- 

иаіііѳ. въ дальнѣйшемъ вычисленія мы совсѣмъ не будемъ пользоваться величинами 
второй гипотезы. 

Опредѣлимъ теперь кооффіщіепты представляющіе собою вліяніе измѣненія вс- 

лнчивъ Іо? Р и Іо? <2 па измѣпепія разпостсй X и Г. 

Переходя отъ первой гипотезы къ третьей мы измѣняемъ только Іо? Р ца 10000 

единицъ шсотаго десятичпаго знака, н какъ видимъ при этомъ функція X азмѣ- 
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няется на 5413 единицъ шестаго знака, ибо Ха—Хх = 0.00б413< Слі;доиатольно 
при измѣненія Іод Р иа одну единицу шестаго знака X измѣнится на 0.5413, кромѣ 
того видимъ, что при возрастаніи Р возрастаетъ X, а слѣдовательно производная 
АХ 

~—т; должна быть положительна, и такъ 
А Іод Р 

__ ах 
(ЦІоІР) 

4-0.5413 

При переходѣ отъ третей гипотезы къ четвертой Іод V остался безъ перемѣны, 
а Іод уменьшился на 10000 единицъ шестаго десятичпаго знака, ври атомъ пе¬ 

реходѣ X измѣнилась на 7860 единицъ шестаго знака, ибо Х< — Хя = 0.007800, 

и такъ какъ уменьшенію Іод У соотвѣтствуетъ возрастало X, то производная -гіг~Л\ и (іод У) 
должна быть отрицптрльна, слѣдовательно 

АХ_ 
5 (Іод У) 

— 0.7860 

ири переходѣ отъ первой гипотезы къ третьей Іо? Р измѣненъ на 10000 единицъ 
шестаго знака, при этомъ разность У измѣнилась на 5464 един и цы и положитель¬ 

ному приращенію Р соотвѣтствуетъ такое же прпращеліо X, ибо Ір1<2га, слѣ¬ 

довательно 

•Г,Г--т* = + °-54°4 А (Іод Р) 1 

При переходѣ отъ третей гипотезы къ четвертой Іод Р остался безъ перемѣны, но 
напѣнился Іод У на 10000 единицъ шестого знака, при этомъ разность X измѣни¬ 

лось на 6826 единицъ того жо знака л съ уменьшеніемъ перемѣннаго Іод У функція 
У возросла, ибо УН<^У^, слѣдовательно 

_аг_ 
А (ІОВ У) 

— 0.6826 

Посмотримъ какимъ образомъ при помощи пайденпыхъ числовыхъ значеній иронзвод- 

пыхъ можно опредѣлить попрании Д Іод Р и ДіодУ, которыя должно придать къ 
Іод Р" и Іод (^'! для того, чтобы получить значенія функцій Р и У возможно близ¬ 

кія къ истинѣ. 

Предположимъ, что мы имѣемъ нѣкоторыя величины функцій Іод Р и Іод У; 

пусть эти приближенно извѣстныя значенія будутъ и у<,* Въ нашемъ случаѣ 
х0 = Іод Р" и уо = Іод У", Пусть искомыя точныя значенія функцій Р и У будутъ 
х и у. Такъ что 

х = іг0 + ; V — Уо + Ду 

Если, разсмотримъ два послѣдовательно найденныя зиачонія х<, и хх функціи Іод Р 
(гдѣ йодъ Хь разумѣемъ воли чип у Іод Р принятую въ началѣ гипотезы, а подъ хх 
величину по ней вычисленную, т, о. полученную въ концѣ гипотезы), то разпость 
хх — бу дотъ тѣмъ мопѣе, чѣмъ ближе къ истиннымъ принятыя въ началѣ гипо¬ 

тезы неличины х0 и у^. Такъ что вообще 
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пли 

откуда 

ж, — л-о = ((•''о, Уо); 2/і — У* = & (*о, Но) 

»•, — а-о ~1'{х-Ьх,у — Ьу)-, Уі — Уо = Р(х — Ьх,Ѵ — д2/) 

Или по едѣлаипымъ выше означеніямъ 

х = - ЙГр' 4 ’“6 Р “ <!ТІ 0' *105 ® 
ЙГ ИГ 

х=^.»)-ет^р'4,"'р-ліо-4,“8« 
Но если подъ х и у разумѣемъ точныя значенія функцій Іов Р и Іов то необхо¬ 

димо /’(я,у) = О и Р(л;,?/)= 0; слѣдовательно 

(В) 
~Х = і оЦр)'4 (І"! Р) + Й(Г(| 0'4 (1°в ® 

-г = ^'4^рч-г||в)'4^« 

Такъ какъ въ ппшеьгь случаѣ Іов Р" и Іовб" наиболѣе близки къ истинѣ и число¬ 

выя величины производныхъ опредѣлены относительно ихъ, что въ разсматриваемомъ 
случаѣ за X и У примемъ разности Х3 и Г9. И такъ для опредѣленія поправокъ 
Д (Іов Р) в Д(1ов<3) имѣемъ два уравненія 

+ 0,000241 = + 0.5431. Д (Іов Р) — 0.7860 . Д (Іов О) 
4-0.000196 — 4-0.5464. Д (Ьв Р) — 0.6826. Д (Іов б) 

Рѣшая эти у равненія, находимъ 

Д Іов Р= — 0,000204; Д Іов <3 = — 0,000447 

придавая со знакомъ отп поправки къ величинамъ Іов В" и Іов бгі имѣемъ 

Ьв Р(|,)= 0.409796; Іов б(‘Ѵ)= 9.499553я 

Проникая эти величины за основаніе повой гипотезы, по способу Гаусса находивъ 

1о§Ж= 0,1135640; ^ = 69° 17' 59".50 

144° 15' 9'1.08; $"= 2 36 0 .34 

Іов г = 9 9966326 ; 10§ г = 9,8355636 

2/' = 218» 22' 12",06; 2{= |49° 37' 18",58; 2/!'= 63° 44' 53".85 

Іо? 1 = 0.4999211; Іов V = 0.0905228 

Іов ?*= 0.4097942; Іод = 9.4995466,, 
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Хотя Іод Р а Ьд ($ полученныя въ концѣ этой гипотезы мало разнятся отъ началь¬ 

ныхъ, по для вычисленія болѣе точпыхъ значеній функцій Р и <2 еще разъ примѣ¬ 

нимъ изложенный интерполяціонный пріемъ. Удерживая тѣлсе числовыя значенія про- 
(іѵ) 

изводпыхъ какъ прежде, будемъ считать за X и У разности Іод Р' —Іод 1\ и 

Іодв^—1од(Э4; такимъ образомъ уравненія (В) примутъ теперь видъ 

— 0.0000018 = + 0.5413. Д Іод Р— 0,7860. Д Іод ($ 

— 0.0000064 = 4- 0.5464 , Д Іод Р — 0.6826. Д Іод $ 

откуда 

Д Іод Р = — 0.0000649; Д Іод $ = — 0.0000424 

Придавая со зпакомъ зти величины къ Іод Р^ н Іод $ІУ\ получимъ 

І08 Р(ІѴ)= 0.4097311; Іое 9.4995100,, 

Примемъ эти величины за основапіе повей гипотезы и съ ними находимъ 

Іо* ЛГ=* 0.1184947; * = 69° 18’ 23" 00 

|= 144° 15' 14". 76; §"= 2 35 55 .06 

]од г = 9.9965119; Іод г = 9.8855598 

2/*= 213° 22' 11" 11; 2/* = 149° 3Т 0". 14; 2{п= 63° 45' 11", 35 

Іод ц =г 0.4998724; Іод V' = 0.0905378 

Іод Р5= 0.4097805 ; Юд <26 = 9.4995106,, 

Эти величины такъ мало разпятся отъ принятыхъ за основаніе этой послѣдней гипо¬ 

тезы, что можемъ считать опредѣленіе радіусовъ векторовъ оконченнымъ и перейти 
къ вычисленію элементовъ орбиты *). 

Хотя три наблюденія выбранныя для вычпелепія орботы отдѣлены такими проме¬ 

жутками времени, которые возсѣ не могутъ считаться большими, ио тѣмъ не мэпѣе 
значительный эксцентриситетъ орбиты является причиною такихъ значительныхъ труд¬ 

ностей при вычисленіи радіусовъ векторовъ, который никогда не могутъ встрѣтиться 
прп вычисленіи орбитъ малыхъ планетъ, а потому тѣ примѣры, которые выбираются 
обыкновенно въ трактатахъ теоретической Астрономіи дли поясненія методы Гаусса 
или ея видоизмѣненныхъ формъ, совсѣмъ нельзя считать достаточными для опредѣле¬ 

нія достоинствъ того или другого преобразованія основой теоріи Гауеса. Въ этихъ 
примѣрахъ совсѣмъ не проявляются тѣ трудности, которыя могутъ встрѣтиться при 
вычисленіи орбитъ съ значительными эксцентриситетами. 

Окончивъ вычисленіе радіусовъ векторовъ соотвѣтствующихъ временамъ трехъ 
наблюденій, приступимъ къ вычисленію системы элементовъ орбиты. Если для этой 
цѣлв хотимъ пользоваться двумя крайними наблюденіями, то въ Настоящемъ случаѣ 
не можемъ употребить пріемъ вычисленіи элементовъ указанный въ п° 8. ЗатрудпеяЗе 

*) Вычисленіемъ точныхъ аішѳяШ функцій Р и 9 по указанному адіеь нгггерподяціотіому 

пріему я обязанъ доктору В. И. Мрвц[усу. 
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вт> этомъ случаѣ представляется въ опредѣленіи отношенія площади сектора, заклю¬ 

чаю щагося между радіусами векторами двухъ крайнихъ положеній, къ площади со¬ 

отвѣтствующаго треугольника. Чтобы обойти эту трудность, начнемъ съ вычисленія 

нараметра р и для этого будемъ пользоваться вторымъ изъ выраженій (116); за 

исключеніемъ р въ пего входятъ теперь всѣ извѣстныя величины. 

Пользуясь штатами >•', /*, Г и найденными въ послѣднемъ приближеніи *), 

и прилипая Іод $ = 9.499510б„, но второму изъ выраженій (116), находимъ 

Іоду) = 9.7893543 

Послѣ этого перейдемъ къ вычисленію геліоцентрическихъ координатъ кометы. По вы¬ 

раженіямъ (56), въ которыхъ слѣдуетъ тірнтіять теперь 5 — 144° 1бг 14й. 76 в 

$'= 2° 35’ 55". 06, находимъ 

Іод Д = 0.2340614; Іов = 9 7424080 

Іов р = 0.2314080 ; Іод рм = 9.7251210 

Имѣя р и р'\ изъ выраженій (128) и нмъ иодобпыхъ находимъ 

1= 4Г 13' 43". 35; Г= 255° 25' 14м. 37 

Ь = 12 4 5.38; Ъ" = — 12 53 54.89 

Іод г = 9.9965118; Іод г" = 9.8355599 

Посредствомъ найденныхъ геліоцентрическихъ координатъ изъ уравпепій (130) и (131) 
выводимъ 

0 = 334° 4Ѵ 41'. 43; і=13° Т 12". 28 

Далѣе изъ уравненій (132) и (132*) получаемъ 

п =з 67° 4' 56й. 62; п" = 280° 27' Г. 51 

съ помощію этихъ нелнчнпъ аргумептоиъ широты п иайдеплаго выше значенія у? изъ 
уравненій (133) выводимъ 

ь) = 183° 37г 27". 95 ; Іо%с = 9.9288833 

слѣдовательно уголъ эксцентриситета въ разсматриваемомъ случаѣ есть 

? = 58° 5' 52м. 44 

но мы знаемъ, что р = а, соз2 слѣдовательно 

Іода = 0.3433145 ; р.= 1084". 014; 

Такъ какъ ѵ = и — ь>; ѵ1' = ?*" — о, то исшіпыл аномаліи кометы соотвѣтствую¬ 
щія временамъ двухъ крайнихъ наблюденій суть 

ѵ = 243° 27' 28". 67 ; ѵ" = 96° 49' 30".56 

*) іійвѢстло, что г' легко вычисляется по е. 
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послѣ этого изъ уравненій 

выводимъ 

Е= 310° 22' 53". 44; Е" = 35° 42' 21", 16 

Имѣя это, обратимся къ уравненіямъ 

М*= Е — с.*\п Е\ М" = 12" — с. 8іц Е'' 

Мс = М~{і — Т) = М" — — У) 

е принявъ за эпоху Ьое марта О* ср. Гршів. вр., полунаемъ 

М = 347° 26' 2". 21; М>'= 7° 19' 3", 28 

ЛГ0= 347 3 10.56; Жц=847 3 10.05 

Ташгь образомъ мы имѣемъ теперь слѣдующую систему элементовъ орбиты кокеты 
Эвке: 

1875 года, марта 1.0 ср. грйнв. вр. 

Мй = 347® 3' 10". 61 

6 = 334 41 41 .43 

і= 13 7 12.28 орд, Рівпд. 1875.0 

ю= 183 37 27 .95 

Ф= 58 5 52 .44 

1ог (х = 3.0360349 

Для лоясиеиія выше изложенной теоріи опредѣленія вѣроятнѣйшихъ орбитъ 
вычислимъ поправки этихъ моментовъ по наблюденіямъ обнимающимъ собою весь 
иеріодъ времени, въ который комета могла быть видима при послѣднемъ ед появленіи 
въ 1875 году. Для исправленія лайделлой теперь системы элементовъ мы возмемъ 
наблюденія 28 Февраля, 9, 16, и 23 Марта, 4 и 9 Апрѣля и 9 Мая. Первое изъ 
этихъ наблюденій провзведепо въ Пулковѣ, три слѣдующія—въ Москвѣ (ими мы узко 
пользовались для вычисленія первоначальной системы элементовъ), два апрѣльскія въ 
Ереисмю пстерѣ и одно майское въ Випдворѣ въ Австраліи, Замѣтимъ, что наблюденіемъ 
4 Апрѣля мы уже пользовались для вычисленія послѣдней системы элементовъ. Изъ 
упомянутыхъ наблюденій для 28 Февраля, 9 Апрѣля н 9 Ыая найдены слѣдующія 
прямыя восхожденія и склоненія кометы *) 

1875 года АН ^ Весі ^ 

28 Февраля, 7А 25* 15* ср. Пулк. вр.О* 25* 13*. 24 + 10° 20' 43”. 2 

9 Апрѣля, 7 59 59 ср» Креме, вр . . . . 2 26 48.08 16 25 56 

9 Мая 17 13 58 ср. Виндз. вр .... О 54 8.50 — 12 18 44 .0 

Редуцируя всѣ упомянутыя наблюденія къ среднему равноденствію начала 1875 года 
и вычисляя координаты фиктивныхъ мѣстъ наблюденій, составимъ слѣдующія давныя 
для вычисленія вѣроятнѣйшей орбиты: 

*) Ш, Яасііг. ЙД 2038, 2040, 2054. 

эі 



1875 г. СРЕД. ГРН. ВР. а /' р # 1 * 1 Іод Е 

Февраля, 28.214923 ! 9° 54' 3". 24, Н- 6° 59' 20 '. 99 339° 44' 51". 2з'о.9962246 

Марта, 9.206872 15 41 3 .28 1+ 
6 43 51 .62 348 45 40 .20:9.9972488 і 

16 207957 20 45 17 .87 + 6 24 12 . 27 355 44 18 .97:9.9980712 

Л 28.239760І26 23 24 .13 + 5 52 16 .93; 2 43 0 . 6і(9.9089442 

Апрѣля, 4.297029 ]зс 38 59 .29 + 3 44 40 .54 14 36 32 .10,0.0005133 
д / 

и 9.288756 139 42 19 .26І+ 1 47 37 .37; 19 13 35 .52!0.0012709 
4( 

Мая, 9.295906 ! 7 28 17 .54! — 16 38 59 . 2і| 48 42 59 .27І0.0044005 

Замѣтимъ, что во преиена наблюденій здѣсь вклинены поправки зависящія отъ 
аберраціи свѣтилъ имѣющихъ собственное движепіе, Подъ Ь разумѣемъ долготы 
Со лица видимыя ивъ фиктивныхъ мѣстъ наблюденія. 

Вычислимъ теперь по пайдеиоой второй системѣ элементовъ положенія кометы 
соотвѣтствующія временамъ этихъ наблюденій. Примѣняя для этого изложенный въ 
в0 33 способъ Гаусса и, поступая такъ, какъ это было объяснено въ п° 36, нахо¬ 

димъ во элементамъ: 

V Юег а ё 
22 Фавр. 2410 53* 59". 88 0.0111069 9° 54' 2". 97 + 6° 59' 22". 76 

9 Марта. 249 38 45 .06 9.9418411 15 41 25 .83 + 6 48 35 .40 

16 > 257 54 49 .08 9.8743550 20 45 40 .81 + 6 24 12 .08 

23 > . 269 88 16 .82 9.7916899 26 28 48 .52 + 5 52 17 .71 

4 Апрѣля 807 12 38 .50 9.6094000 36 88 59 .69 + 3 44 40 .64 

9 > 334 53 46 .88 0.5410850 89 42 82 .56 ' + 1 48 25 . 14 

9 Мая. 99 57 12 .18 ' 9 8582722 7 28 1 .64 — 16 39 19 .86 

Ьц; Д 
0.24097 

0.20990 

0.17828 

0.13713 

0.02980 

9.96261 

9.74467 

Сравнивая эти вычисленныя координаты съ выше приведенными полученными 
ивъ непосредственныхъ наблюденій, находимъ слѣдующія разности 

23 Февраля 
9 Марта. 

16 „ . 
23 , . . 
4 Аирѣля . 
9 „ . 
9 Мая. . . 

Да др 

+ 0" .27 !- 7". 23 
22 . 55 Н -16 . 22 

— 22 . .94 - 0 . 24 
— 24 . 39 - 0 . 78 
— 0 . 40 - 0 . 10 
— 13 . 30 -47 . 77 

+ 15 . 90 -20 . 15 

Эти разности и суть первыя части условныхъ уравненій составляемыхъ по формѣ (337). 

Для вычисленія коеффищеотовъ условныхъ уравненій слѣдуетъ пользоваться вы¬ 

раженіями (333), (335) и (336). Выполняя это вычисленіе для избранныхъ временъ 
иаблюдевій, составляемъ по формамъ (337) слѣдующія условныя уравненія: 

Уравненія въ долготѣ: 
9.4314 = 9.0009». Ді+ 9.7026 .Д0+9.7О5О ,Дк+9.5559 . Д ДГ0+9.5663,,, Др.'+0.0792я. Д<р 

1.3582,»:= 8.9493». Ді+ 9.6580 .ДѲ+9.6586 .Дтс+9.6732 . ДДГ0 +9.4994,>.^ + 0.0962*^ 

1.3606., *=: 8.8914*. Ді+9.5096 .ДО+9.6082 .Дтс+9.7472 . ДМ0+9.4389П. Д^+0.1062,,.Д? 

1.3872., =: 8.8043,,. Д*+9.5180 .ДО+9 5314 ,ДТС+9.7771 . ДД^+9.8791» ,Д,х'+0 Л09ѴД<р 

9.6021., =: 8.4882*. Д*+9 Л166 .Д8+0Л475 . Д*+9.4ШЯ. ДДГ0+9.7314».Д|Л'+0.0573».Д-р 

1Л289,ѵ=:8Л215н.Де+8.428бч.ДѲ+8.2865„.Д^+0.3094„.ДМв+0.і072п.Д^+0.0479л.Д<р 

І.20І4 —9,4004 ,Д*+9.6306». ДѲ+9.6560», Дя:+0.9182п. ДІК>+0.6183Й.Д|Л^+ 0.2818,,.Д<р 
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Уравненія въ широтѣ: 

0.8591 =9.7216 .ДІ+8.6418. ДО +8.9630 .Дя + 8.6145 .ДЛГ» + 8.882СЯ. Д|*'±9.327^,. Дц, 

1.2100 =9.7059 .Ді + 8.5122. ДО + 8,8389 . Дте+ 8.0490,,. ДЛ/0 + 8,9147». Д^' + 9.2528,,. Д? 

9.3802 = 9.6853 . Д* + 8.4935. ДО + 8,6884 . Д* + 8.9303,,. ДДГ0 + 8.9807п. Д^' + 9.1547,,. Д-р 
9,8921,,= 9.6481 . Ді + 8.4753. ДО 4- 8.3940 . Дте + 9.3490,,. ДЯГв + 9.1342.. Д^ + 8.9671», Д<р 
9.0000»= 9.4524 . ДІ + 8.8605 . ДО + 8,5252,,, Дгс + 9.9608,,. ДД, + 9 5853., Дц' +8.4601 . Дф 
1.6792»= 9.1389 . Д* + 8.0720. ДО + 8,8357,,. Дтс+0.2017». ДД + 9.8244». Дц’ + 8.7370 . Дер 
1.3043, ,= 0.0545, ,.Д» + 9,5359. ДО + 9.6196 .Дк +9.2063 .ДИ/, + 9.7842 . Д^» + 0,1238 .Дер 

Въ втихъ уравненіяхъ ва мѣсто кооффиціептовъ поставлены ихъ логариеиы, а первыя 
части суть ничто ивое. какъ логариеиы вычисленныхъ выше разностей Да и Д{3, За¬ 

мѣтимъ еще, что коеффиціентъ при Др., т. е. величавы Р' и Р1' въ нашемъ слу¬ 

чаѣ значительно болѣе всѣхъ другихъ гсооффиціеотовъ, а потому вмѣсто неизвѣстнаго 
Др. мы ввели Др.' оодъ условіемъ Др' = 100. Др, и такимъ образомъ въ условныя 
уравненія вмѣсто коѳффидіентовъ Р' и Р" входятъ 0,01 .Р’ и 0,01. Р'1, Въ той 
и другой группѣ яервое уравненіе соотвѣтствуетъ наблюдение 28 Февраля, второе— 

паблюдевііе 9 Марта и т. д. 

Изъ этихъ условныхъ уравненій составимъ теперь окоачатсльаыя. Бели назо¬ 

вемъ извѣстныя величины или первыя части условныхъ уравоопій чрезъ п, коцффн- 

ціѳнты ори Аі чрезъ а, при ДѲ—чрезъ Ъ, ори Дя—чрезъ сит. д., т. е. если 
удержимъ озпачеиія сдѣланныя въ н° 47, то для разематриваенвго случая кооффя- 

піенты уравненій (338) будутъ 

(ей) = + 37.645; (а2) = + 2.445 

(Ьп) = — 40.403 ; (5а) = + 1.047 

(сп) = — 38.084; (с2) = -|- 1.165 

(/•и) = — 69.290 ; (/■*)= + 77.307 

($ги) = — 11.815; (у*) = + 20.539 

(&*) = + 39,600 ; (&а)= +14,361 

(«Ь)=- 0.572; (Ьс)= + 1.095; (с/)= + 4.782; (/^=+38.122; (<$)=+12.287 

[ас) — ~ 0.636; (6/)=+ 4-379; 1.599; (/7і)=+16.028; 

(«Я = — 2.990; (Ьд)— + 1.402; (с7*)= — 0.901; 

Цг) = — 1.988; (Ы»)=— 0.965; 

(а)і)=— 1.823; 

а потону оолагая для краткости 

Дг = »; ДО = у; Дл = в; ДМ0 = м; Др' = м>; Д= 4 

составимъ для опредѣленія этихъ неизвѣстныхъ, слѣдующія окончательныя уравненія: 

+ 2.445.» — 0.572.2/— 0.636.*— 2.990.И— 1.988.Ю + 1.823.4 — 87,645 = 0 

— 0.572.»+ 1.047.</+ 1.095.* + 4.379.М+ 1.402.и> — 0.965.44-40.403 = 0 

— 0.636,»+ 1.095 ?/+ 1.165.* + 4.782.М+ 1.599,70— 0.901.4 + 38,084 = 0 

— 2.990.» + 4.379.^+4,782,* + 77.307.м+38.122.аі +16.028 й+09.290 = О 
—1.988 »+ 1.402 у +1.599 * +38.122,м+20.539.и> +12.287,4 + 11.815 = О 

+ 1.823,» — 0.965.1/— 0 901,г + 16.028.М+ 12.287.го+14.361.4 — 39.600 = О 
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Исключая изъ этихъ уравненій я намдт по вырашеаілііъ (340) слѣдующіе 

коеффиціенга уравненіе (341). 

(Ь,*) = + 0.913183 (Б»,)» —81.5961 

{+)= + 0.999562 (ан) = — 28 2917 

</',*) =+ 73.6505 (/к,)= — 23.2539 

(д*) = +18,9226 (0»,) = + 18.7937 

(Ь,*) = + 13.0018 (Ай,) = + П.5318 

(Ьс,) = + 0.946210 (сД) = + 4.00428 (/>,) =+ 35.6909; №) = +13.7693 

(5/,) = + 3.67950 <сЛ) = + 1,08188 (Д1)~+ 18.2574 

{Ъдг) = + 0.936914 <с&,) = —0.426796 

(АЛ,) —~ 0.538515 

послѣ этого формы (342) даютъ для нашего случал 

((У8) = + 0.019130 ; (ап,) = + 4.44713 

(А*) = + 58.8247; (/и2) — + 104,057 

(&*) = + 17 9618; (№) = + 51.2109 

(Л,1) = + 12,6842 ; (Аіч) =* — 7.10083 

Ш = + 0.191656 ; (/&) = + 31.9157; ДО») = +14.8218 

(сдД = + 0,111077; (А,) « + 20.4272; 

(ск) = + 0.131195 ; 

Имѣя это, по формамъ (344) находимъ 

(/92) = + 56.9046 </+) = + 59 5039 

(&*) = + 17.3164 (0пО = + 25.3897 

(А,1) = + 11.7845 (Ап,) = — 37.5988 

Ш = + 30.8029 (дЪа) = + 13.5600 

(Да) = + 19.1128 

формы (346) даютъ 

(§і) = + 0.642482; (3»*) = — 6.82012; (дк) = + 3.21408 

№.*) = + 5,36494; (Ы<) = - 57,5849 

Наконецъ но формаиъ (348) составляемъ 

(»»*) = — 10.7137; 23.4666 

Имѣя это, молотъ вычислить всѣ неизвѣстныя вела ши. Обратимся для этого къ 
уравненіямъ (349), (350), (351), (352), (353) в (339) визъ шііъ въ этомъ порядкѣ, 
оолушиъ 
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ж = _|_ 0.911; м = + 11.98 

у = — 290.14; « = —-21.57 

Й = Н- 222.61; < = + 2.19 

поэтому искомыя поправив элементовъ суть 

Ді= + 0".91 

де = — 4' 50 .14 

Лтс = —|— 3 42 .61 

дж0 = + 11 .98 

Д(і = — 0 .2157 

Д(р — 2 . 19 

а слѣдовательво элементы вѣроятнѣйшей орбиты будутъ 

1875 года, марта 1.0 ср. ГР. ВР. 

М„ — 347е 3' 22”. 59 

6= 834 36 51 .29 

і = 13 7 13 . 19 ОР. РАВнд. 1875 , О 

и= 183 41 10 .56 

?= 58 5 54 ,63 

іа = 1083.798 

Этой исправленвой системой элементовъ избранныя наблюденія представляются лучше 
нежели первоначальной системой, во остающіяся, все таіш еще значительныя разности 
между наблюдаемыми и вычисленными координатами могутъ быть уменьшены только 

.посредствомъ гораздо болѣе длиннаго ряда наблюденій нривятаго въ освовааіо вычи¬ 

сленія, ибо только тогда составленіемъ нормальныхъ мѣстъ будетъ возможно уменьшить 
вліяніе случайныхъ погрѣшностей отдѣльныхъ опредѣленій на окончательный результатъ. 

Имѣя однако въ виду но столько самое вычисленіе орбиты кометы Энке, сколько 
□ояспсміе изложенной теоріи на частномъ примѣрѣ, мы ограничились обработкой этихъ 
немногихъ наблюденій. 



ѵт 
Опредѣленіе орбитъ метеорныхъ шовъ по данному положенію точки 

радіаціи. 

49. Мы прослѣдили рѣшеніе всѣхъ главныхъ задачъ теоретической астрономіи, 
понимаемой въ тѣсномъ смыслѣ этого слова. Остается указать на существующее рѣ¬ 

шеніе одного не вполнѣ еще разработаннаго вопроса, находящагося въ нѣкоторой 
внутренней связи съ одной изъ упомянутыхъ выше общихъ задачъ. 

Изслѣдованія итальяоскаго астронома Скіапарелли, произведенныя въ недавнее 
время, орвводятъ къ заключенію, что въ нѣкоторой связи съ кометами оаходятся 
тѣ небольшія тѣла, которыя въ разное время въ нндѣ болѣе илн менѣе блестящихъ 
падающихъ звѣздъ появляются па сводѣ небесномъ н носятъ общее названіе ме¬ 

теоровъ. 
Скіапарелли на основаніи своихъ изслѣдованій заключаетъ, что метеоры обя- 

заоы своимъ происхождении. отдѣленію частей отъ обширной массы космической ма¬ 

теріи, проникнувшей въ пашу Солнечную систему подъ вліяніемъ тѣхъ же условій 
какъ и многія кометы,—матеріи, распавшейся потомъ на части отъ дѣйсягія возму¬ 

щающей силы Солнца и какой либо большой планеты. Понятно, что такое допущеніе 
можетъ быть разсматриваемо не болѣе какъ гипотеза нуждающаяся въ сильныхъ * 
подтвержденіяхъ. 

Въ извѣстныя врешепа года падающія звѣзды бываютъ вндимы въ весьма боль¬ 

шомъ количествѣ. Въ зтомъ отношеніи особеано замѣчательны дни 10 Августа а 
13 Ноября. В орочемъ во второй изъ этихъ дней явленіе метеоровъ не каждый годъ 
нмветъ одинаковую интенсивность и представляется явленіемъ періодическимъ съ пе¬ 

ріодомъ приблизительно въ 33 года. 

Кромѣ этихъ главныхъ потоковъ падающихъ звѣздъ наблюдаются еще многіе 
другіе,, появляющіеся также бъ опредѣленные дни года. При зтомъ явленіе для иныхъ 
потоковъ повторяется не каждый годъ, но чрезъ опредѣленное число лѣтъ, подобно 
тому какъ это имѣетъ мѣсто для главнаго Ноябрьскаго потока. 

Яэъ періодичности явленія нѣкоторыхъ потоковъ слѣдуетъ заключить, что земля, 
двигаясь около Солнца, встрѣчаетъ въ разныхъ точкахъ своей орбиты различные 
рои метеоровъ, которые подобпо планетамъ и кометамъ движутся около Солнца. 

Допустимъ, что метеоры наблюдаемые оами 10 Августа движутся въ эллиптической 
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орбитѣ наклоненной подъ нѣкоторымъ угломъ къ эклиптикѣ. Такъ какъ явленіе ме¬ 

теоровъ Лаврентьевскаго потока (10 Августа) наблюдается ежегодно» то мы должны 
заключить, что отдѣльоые метеоры этой группы распредѣлены приблизительно равно¬ 

мѣрно по всей орбитѣ. Предположимъ, что орбита разсматриваемыхъ метеоровъ пере¬ 

сѣкается въ какой либо точкѣ съ земной орбитой. Понятно, что въ то время кіікъ 
земля будетъ находиться оа своемъ пути вблизи этой точки пересѣченій, она свилъ 
иритяжсііісмъ будетъ увлекать изъ группы отдѣльные метеоры и эти послѣдніе, про¬ 

носясь чрезъ земную атмосферу, представятся намъ болѣе или менѣе блестящими па¬ 

дающими звѣздами. 

Бели группа метеоровъ ее распредѣлена по всей орбитѣ, а занимаетъ только 
извѣстную дугу, то понятно, что пе всякій годъ эта группа будетъ встрѣчаться с*ь 
землой въ точкѣ пересѣченія орбиты метеорнаго тока съ эклиптикой. Эта встрѣча 
будетъ возможна только тогда, когда вся группа, двигаясь но своей орбитѣ около 
Солнца, будетъ пересѣкать эклиптику. Слѣдовательно явлепіе падающихъ звѣздъ этой 
группы будетъ возможно только при каждомъ возвращеніи группы къ эклиптикѣ. Мы 
предполагаемъ, что метеоры группы занимаютъ уже значительную ио длипѣ дугу своей 
орбиты и что для прохожденія черезъ эклиатику вся груипа уоотребляетъ значитель¬ 

ное время, ое менѣе года. 
Наблюдая явленіе надающихъ звѣздъ принадлежащихъ различнымъ метеорнымъ 

токамъ, мы прежде всего замѣчаемъ, что звѣзды принадлежащія къ каждой группѣ 
при появленіи своемъ выходятъ какъ бы изъ одной точки пеба. Такъ метеоры. Лав¬ 

рентьевскаго потока появляются въ точкѣ поба близкой къ звѣздѣ 3 Регзеі; метеоры 
Ноябрьской группы выходятъ изъ точки расположенной въ созвѣздіи Льва. Такую 
точку исхода мы будемъ называть точкой радіаціи и о окажемъ пріемъ, посредствомъ 
котораго по координатамъ этой точки могутъ быть найдены элементы орбиты мото- 

ороаго тока. Назовемъ долготу и широту точки радіація чрезъ I и Ь. 

Разсмотримъ одинъ какой либо метеоръ группы; назовемъ чрезъ у, & ого 
координаты относительно прямоуголыгыхъ осей произвольно проведенныхъ чрезъ центръ 
Солнца, Пусть координаты центра зезіли для того же момента и считаемыя относи¬ 

тельно тѣхъ же осой будутъ X, У, 2. Пусть наконецъ •/]. ? будутъ коордипаты 
разсматриваемаго метеора относительно осей проведенныхъ параллельно предыдущимъ 
чрезъ центръ земли; тогда « 

ж=$+Х; 2/ = ->] + У; 

откуда 

# Ох _ ОХ % 
йі йі йі ’ йі йі йі 1 йі ей йі 

(355) 

гдѣ слѣдовательно й1 
Я' 

#Г) 
Й 1 йі 

суть ироложенія на осв координатъ той скорости, 

которую имѣетъ метеоръ относительно земли. Назовемъ чрезъ д эту скорость метеора 
относительно земли, расположивъ плоскость ху въ плоскости эклиптики н направивъ 
ось х въ точку весенпяго равдодспствіл, получимъ очевидно 

йі 
— д соя I.соз Ь; 

ЙѴ}_ 

йЛ~ 
— д соз ?>.8Іп 1\ ^=-*.вшЬ (356) 
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обо направленіе движенія относительно земли опредѣляется положеніемъ точки радіа¬ 

ціи на сферѣ небесвой; что же касается эвака мивусъ, то овъ зависитъ отъ того, 
что при встрѣчѣ съ землей метеоръ движется къ этой послѣдней. Если бы величина 

л , г х (ІХ йдг сіг была извѣстна, то задачу ножво было бы считать рѣшенною, ибо у, 

строго извѣстны, а потому въ упоиянутоиъ случаѣ были бы взвѣстны также о вели- 

йх Ац йг 
чввы вропзводпыхъ связь же этихъ послѣднихъ съ элементами орбиты 

легко можетъ быть вайдена чрезъ дифференцированіе выралсешЯ (1В5) отноевтельио 
времени. 

Имѣя въ виду такой путь рѣшепіл вопроса, опредѣлимъ форму иропзводлыхъ 
ах ах аг (11 
—, Такъ какъ мы принимаемъ плоскость эклвптвкп за олоскость 

то ^=0, выраженіи же двухъ другихъ координатъ нменво X и Г получимъ изъ 
выражепій (870), Т. I., правимая въ нихъ и = 0. И такъ 

Х= — В. сов і; X — — В. 8Іп і 

гдѣ В о і суть разстолше земли отъ Солнца и долгота Солвца. Изъ этихъ выраже¬ 
ній прѣемъ 

ах т ав . ъ . таь 
Аі йі ' йі 

АХ . г АВ 
-ѵг — — 8Ш ь ~й йь <и 

т йв 
В, Ш Ь -у:- 

(Н 

во такъ какъ Ь = и^ѵ} гдѣ подъ П разумѣемъ долготу перигелія эемпой ор¬ 
биты, то 

йЬ_гіѵ 
йі Аі 

Кромѣ того при обыкновенныхъ означоніяхъ для земной орбиты по уравненію (244) 
имѣемъ 

(357) 
В* 

сП = , • сіѵ 
а, соз у 

Такъ какъ 

В = а (1 — е. со8 Е) 
то 

АВ = ае.зііі ЕлІЕ 
Кромѣ того 

В.шѵ — а\/\ — с1, зіи Е 

слѣдовательно 

АВ = В. зіп ѵ. іанБ . АВ 
изъ выражепія же 

С = Е— е. $ін Е 
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имѣемъ 

такниъ образомъ 

<*: = -• де 
а 

аж . йс 
Ш==аи'а^'шѵ1і 

„ . . ах ах , 
Вносомъ это въ предыдущія выраженія в и обращая арв этомъ ввн- 

маніе на уравненіе (357), легко получимъ 

ах а г. * . , . гл йС 
~тт — -[ят і + 8Іп ?. віп П] 
аі сов <р и ( аь 

а*х & * *г і » і тп і 
•77^-[С08 і 4- $Ш <І. С08 П] -- 
(ІЬ С08 9 ц п т Ыі 

но такъ какъ 

С — ^ • і + №0 5 [Л — —* 

Ъ_К 
аь а 

я2 

Принимая же га едипицу среднее разстояніе земли отъ Солнца, найденъ 

іі~к 

Кромѣ того по малости эксцентриситета земной орбиты будемъ считать со$ <р = 1, тогда 

^ = Е[т Ъ 4- зіп <р, аіп П] 

~ = — К [со8 X 4 зш <р. С08 П] 

гдѣ К есть Гауссова постоянная величина. Примемъ за едиоицу, въ которой будеиъ 
выражать скорости, величину Кг тогда 

ах . _ . . 
= 81П Ь 4" ЗШ 9.8Ш 11 

ах -=з С08 Ъ 4 ЗІП <р» С08 п 

Если назовемъ чрезъ $ скорость земли оа орбитѣ к чрезъ 11 тотъ уголъ, ко¬ 

торый паправлѳвіо движенія составляетъ съ осью у> то будемъ имѣть 

— $, 8іи 11; = 8. т 11 

и 
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Слѣдовательно 

$іп і + 8ІП <Р . ВІИ П “ $.ЗІП & 

(358) г . • ТТ Т і 
С08 і +• 8НІ 9 , С08 іі = — ш ь 

возвышая эти уравненія въ квадратъ н складывая, получимъ 

= 1 2, $іа 9. соз (і — П) 4- зіпа <р 

ила ограничиваясь оервыми степенями эксцентриситета, примемъ 

5 1 ЗІП <Р . С08 (і — П) 

по такъ какъ ори 1 

В 
сог 9 

то 

1 + зіп <р. ш (і — П) 

1 

В 

Чтобы опредѣлить теперь величину Ъ помножимъ первое ивъ уравненій (858) 

па ш Ц а второе на зіп і и вычтемъ второе произведеніе изъ перваго, тогда по¬ 

лучимъ 

5. зІп (і; + -Ь)5=5 еіи 9. зіп (П — і) 

или внося сюда вмѣсто 5 его предыдущую величину, найдемъ 

зіп (Г + і) = Л. зіп у. зіп (П — Ь) 

отсюда зидииъ, что ость величина порядка эксцентриситета земной орбиты, 

а потому можемъ оринять 

Предполагается, что второй членъ этого выраженія представлевъ въ минутахъ дуги. 
Замѣтимъ, что для войной орбиты 

П — 280° 21'. 8 + Г. 08 (* — 3850) 

1оё8ІИ9= 8.2240 

п . ,0ГіМ 4 йі (Ь| к (іх йУ 
Внесемъ въ уравненія (854) вмѣсто ихъ иайдеоныя выше 

величины и тогда получимъ 

Их 
йі =5 — 0.СО8 І.тЬ -(-5.8Ш і' 

(359) 
(?1У 

= — о. зіп Г. сов Ъ + в. соз V 

(к 
Лі 

— — д. §!и Ъ 
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Возвысимъ эти уравиевія въ квадратъ и сложимь и если оззачимъ при этомъ 
чрезъ ѵ скорость метеора въ орбитѣ, то получимъ 

ѵг = (/ + 81 — 2дз. соя Ь. віп (і' -(- I) 

или 

^ = (V + !)-!-■- 

Скіапарелли изъ весьма подробнаго изслѣдованія измѣненія часоваго числа па¬ 

дающихъ звѣздъ первый осиоватсдьио заключилъ, что абсолютная скорость этихъ тѣлъ 
есть скорость параболическая *) и что слѣдователь о о орбиты метеоровъ имѣютъ или 
параболическую форму, или форму весьма удлішпопыхъ эллипсисовъ. Мы видѣли, что 
скорость параболическаго движенія въ зависимости отъ радіуса вектора представляется 
формой 

г г 

Но такъ какъ масса отдѣльнаго метеора всегда можетъ считаться за величизу исче¬ 

зающую въ орашлін съ массой Соло да, то орпмемъ м = 0, кромѣ того мы поло¬ 

жили К= 1, И такъ 

г г 

Пользуясь коордиватаии точки радіаціи, мы разсматриваемъ то ооложеліо ме¬ 

теора иа его орбитѣ, при которомъ онъ становится видимымъ для наблюдателя иа по¬ 

верх пости земли, т. ѳ. то положеніе, при которомъ мѳтооръ пересѣкаетъ земоую атмо¬ 

сферу, слѣдоватолыш для этого комоота должво принять г= И и тогда 

'Гакимъ образомъ для опредѣленія вскомаго д мы имѣемъ уравнеоіе 

\ 8ІП (і' + О С08 Ь 4- ^ 

что легко представляется въ видѣ 

9х 
2 В — 1 

— зіп №' -|- 9 003 ь і — о 

полагая здѣсь 

у2 ІГ—Ч ~ 8ІП № + 9 см Ь = соі§ г (360) 

*) Си. ВаІІеЬіпо шеіеегоіозіео йеІГОзегабогіо Оеі Со11е$іо Кошапо. Ѵоі V, ц, 88. 
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ииѣе иъ 

/і* — 2Ь. соід 2 — 1 = О 

откуда 

Н = соіс в ± -— 
° 8Ш я 

Такъ какъ у есть величава существенно положительная, то зппкъ въ этомъ выра¬ 

женіи долженъ быть выбранъ при тонъ условіи, чтобы к было ооложительио. Мы 
опредѣляемъ в по тангенсу и слѣдоватсльао для каждаго опредѣленнаго значенія 

Іап8 з получаемъ двѣ величины я, изъ которыхъ одна имѣетъ положительный, а дру- 

гая отрицательный синусъ; поэтому чтобы имѣть всегда положительную величипу для 

й, мы возиемъ верхній зоакъ для того значенія в, которое имѣетъ положительный 

еппусъ. И такъ для верхняго знака имѣемъ 

;* = соіе | 

Какъ скоро извѣстно \ то извѣстно н у, посредствомъ котораго легко уже вычи¬ 

слить элементы орбиты метеора, Обращая вниманіе на выраженія (17), приводимъ 

уравненія (14) къ виду 

йу йх 
х йі ѵ йі 

О. соз г 

йх 
г іи ~х 

йг 
йі 

— С. 8ІП ъ. зіо О 

йг 
уТі~* 

С.аіп і.соз О 

Мы зваемъ, что 7і]/а(1 — с2) = поэтому 

_ /г-— . йу йх 
кУга.тъ~хТі-уТі 

— К. у/2<і. зіп г. аіп 8 = г ^ — х ~ 
1 йі йі 

К. /2д. зіп і, сов Ѳ =г у ^ ^ 

Замѣтимъ, что въ тотъ моментъ, корда мы видимъ мотеоръ, этотъ послѣдній уже на¬ 

ходится въ земной атмосферѣ, а с лѣдо о а те ль в о можемъ орвиять, что аъ это время 

ооъ оерссѣштъ эклиптику н слѣдовательво тогда г — 0; если только плоскость 
эклиптики считаемъ за плоскость ху. Кромѣ того 

х = X = — Е. С08 і 

у = Т — — Л. зіп і 

Воося эти величины вмѣстѣ съ выраженіями производныхъ продставлепныхъ формами 
(359) въ предыдущія уравоенія, вайдемъ 



(861) 

К.\^2д.т г = Я.д.тЬ.т(1 — і) — соз(і -\-Ь') 

к.ѴЩ . 8іп г. $іп 0 = Я. д, $іп Ь. соз і 

К. /2д.5ІП І, С05 ь = в. у ,9ІП ь , 8ІЦ I, 

Такъ какъ вторыя части отпхъ уравненій извѣстны, то уравненія могутъ служить 
для опредѣленія трехъ элементовъ і, & и д. Остается опредѣлить долготу иерпгслгя 
п время прохожденія черезъ перигелій. 

Для параболы 

8 

соа* 1 
о 

отсюда 

или 

слѣдонательпо 

по уравненію (22) 

*=^й) 
(и ./*л 

008 ы 
Аѵ 
~<и 

<1г , ѵ Ал> 
д = ’--‘м8і-Ж 

Аг 
АІ 
Аѵ 

Аѵ _С 
Аі гі 

и такъ какъ вообще С К. \/2д> те 

Аѵ К. {/2д 
АІ г* 

а потопу 

по 

ѵ 

Аѵ 
у* —_ 

. ѵ Аі 

1тег = Е75 

Аг Ах . Ау 
йі ~ *"Ш у' йі 

А-х Ау 

слѣдовательно 
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Внося шла инисто а и величины 

х = — 22. сов 2); у = — 22.8іи Ь 

и вместо и ~ ихъ значенія взятыя изъ выраженій (359), получимъ 

(362) 
, V В . (}. С08 Ь . С08 {Ь — I) — 8ІП (2/ + -Ь) 

1аі,?2- кЩ 
Для опредѣленія долготы перигелія замѣтимъ, что Ѳ, т. о. долгота восходящаго 

или нисходящаго узла орбиты метеора можетъ быть вайдеыа независимо отъ уравне¬ 

ній (361). Въ самомъ дѣлѣ, въ тотъ моментъ когда метеоръ становится видимымъ, 

ооъ пересѣкаетъ земную атмосферу, слѣдователи иожяо допустить, что въ это время 

о въ ваходится въ томъ или другомъ уалѣ своей орбиты, а слѣдователи о долгота 

узла орбиты равняется долготѣ земли соотвѣтствующей моменту явленія метеора. По 

выраженію (362) истинная апоыалія вычисляется также для момента явленія метеора, 

но въ то время какъ свѣтило находится въ узлѣ своей орбиты, его истинная ано¬ 

малія равняется разности й — тс, гдѣ подъ тс разумѣемъ долготу иѳригелія. Такамъ 

образомъ ѵ = б — тс, откуда искомая тс = 9 — ѵ. Что касается до вычисленія вре¬ 

мени прохожденія черезъ перигелій, то для метеорныхъ группъ распредѣленныхъ оо 

значительной дугѣ орбиты, а тѣмъ болѣе для группъ составляющихъ уже непрерыв¬ 

ное кольцо, это вычисленіе не можетъ имѣть опредѣленнаго значенія. 

Такимъ образомъ мы видимъ возможность вычисленія всѣхъ параболическихъ 

элементовъ орбиты метеора, а слѣдовательно и цѣлаго метеорнаго тока, по даннымъ 

координатамъ точки радіаціи. 

Мы разсматривали до сихъ норъ орбиты метеоровъ какъ параболическія кри¬ 

выя, со изъ періодочпости явленія метеоровъ вѣкоторыхъ группъ слѣдуетъ заключить, 

что эти группы движутся по сомкнутымъ кривымъ,—по эллипсисамъ съ весьма боль¬ 

шимъ эксцентриситетомъ. Послѣднее заключеніе сстествеоно основывается на томъ, что 

группа, приходящая къ Солнцу изъ далекихъ пространствъ и имѣющая значительную 

скорость въ тотъ моментъ, какъ достигаетъ наймепьшаго разстоянія отъ централь¬ 

наго тѣла, слабымъ дѣйствіемъ, такъ называемыхъ, нижевхъ плаоетъ не можетъ быть 

удержана въ орбитѣ съ короткимъ временемъ обращенія, ваор» одного или двухъ 

лѣтъ. Въ самомъ дѣлѣ Н. А. Иеігіоп, разсматривая наблюденія ооябрьскаго потока, 

производившіяся съ 902 года до вашего времени, именно до 1866 года, заключаетъ, 

что время обращенія ноябрьской группы должно равняться 33.25 года. Принимая 

эту величину за періодъ обращенія разсматриваемой теперь группы, ое трудно вычи¬ 

слить для поя оѣкоторые элементы эллиптической орбиты. Въ самомъ дѣлѣ назвавъ 

чрезъ Т время обращенія.метеора окало Солица, чрезъ а большую оолуось орбиты, 
з 

имѣемъ <і = Тв} а потому для нашего случая большая полуось орбиты выраженная 

въ единицахъ средняго разстоянія земли отъ Солнца будетъ 10, 34. Изъ совокуп¬ 

ности мнотъ наблюденій выходитъ, что долгота точки радіавд разсматриваемой 

группы-есть 143° 22', а широта равна 8° 51'. На основаніи этихъ данныхъ во изло¬ 

женному выше способу находимъ слѣдующіе элементы орбиты ноябрьской группы: 



ш 
долгота восі, узла. . 

оаклопсиіе орботи , . 

долгота 'перигелія . 

разстояніе оеригелія . 

эксцентриситетъ. . 

большая оолуось ; . 

время обращенія . . 

Движеніе 

.... 231° 28' 

.... 17 44 

.... 50 26 

.... 0.987 

.... 0905 

.... 10.34 

.33.25 

обратное. 

Между характеромъ явленія ноябрьскихъ метеоровъ л метеоровъ Лавреитъев~ 

скаго потока существуетъ большое различіе, которое должно отразиться и па самокъ 

методѣ изслѣдованія орбитъ той и другой группы. Это различіе заключается въ томъ, 

что кольцо метеоровъ Лаврентьевскаго потока уже сомкнулось, явленіе почти одина¬ 

ково интенсивно повторяется каждый годъ в такая ого непрерывность не позволяетъ 

панъ съ достаточною точностію опредѣлить время обращенія разсматриваемой труооы. 

Величина періода, которая, папъ мы видѣли при изслѣдованіи орбиты ноябрьскихъ 

метеоровъ, можетъ служить исходной точкой вычисленія размѣровъ пути, въ случа/Б 

группы Лаврентьевскаго потопа сама должна быть опредѣлена по размѣрамъ орбиты. 

Имѣя это въ виду, Скіапарелли предлагаетъ опредѣлить размѣры орбиты метеоровъ 

10 Августа па основаніи другихъ соображеній. Разсматривая измѣненіе часоваго чи¬ 

сла падающихъ звѣздъ, онъ находитъ возможнымъ опредѣлитъ числовую величину 

скорости ѵ п считаетъ ее равною 1,447. Затѣмъ оиъ допускаетъ^ что эта скорость 

соотвѣтствуетъ извѣстному положенію метеора, именно положенію при встрѣчѣ его съ 

землею во время движенія по нѣкоторому эллипсису. Мы зыасмъ, что скорость въ 

эллиптическомъ движеніи въ зависимости отъ радіуса вектора представляется въ видѣ 

■ЦЬ— (2в — г) 

Что въ примѣненіи къ нашему случаю обращается въ 

Я 

отсюда двгко опредѣляется полуось орбиты, а по ней изъ выраженія Т = а5 най¬ 

дется и время обралгенія. Принимая наконецъ прямое восхожденіе точки радіаціи 

для группы 10 Августа равпымъ 44°к а склопспіо + 56°, находимъ слѣдующую си¬ 

стему элементовъ орбиты этой трупоы 

долгота перигелія . 

долгота восх. узла.. . 

паіелоосоіе .. 

разстояніе пориг. -. 

время прохожденія чрезъ перигелій Іюля 

время обращеоія. 

Движеніе обратное. 

343° 38г 

138 16 

63 3 

9.964 

.... 23.6 

105 лѣтъ, 
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Что касается до припедоппаго здѣсь время прохожденія чрезъ перигелій, то аопятво, 

что опо отоосится къ той части группы, которая прошла чрезъ восходящій узелъ 

Ю, 8 Августа, 
Ми уже сказали, что Скіапарелли предлагаетъ гипотезу для объясненія прозе- 

хожденія иетеоровъ. Независимо отъ этого опредѣленіе орбитъ нѣкоторыхъ мѳтеориыхъ 

токовъ в особенно воябрьснаго приводитъ аасъ еще къ одному еаключеоію, которое 

едвали можно назвать гипотезой. Трудно не придти къ этому заключенію послѣ по¬ 

разительнаго открытія сдѣланнаго Скіапарелли; это открытіе указываетъ если пе прямо 

иа тождество то иа удивительное согласіе между элементами орбитъ вѣкоторыхъ ко¬ 

метъ и элементами орбитъ метеорныхъ токовъ. Элементы орбиты кометы I, 1866 года 

по вычисленію Оппольдера суть; 

долгота перигелія . .60° 28' 

долгота восх. узла. . 231 26 

наклоненіе . . . .17 18 

разстояніе оернг. . .0.976 

эксцсвгриситетъ. , .0.905 

большая полуось . . 10.32 

время обращешя . .33.17 

Движеніе обратное. 

Очевидно, что существуетъ большое сходство, почти тождество между орбитой этой 

кометы и орбитой метеоровъ ноябрьскаго потока. Не менѣе значительное сходство 

существуетъ между орбитами пометы Ш, 1862 года и метеоровъ Лаврентьевскаго по¬ 

тока. Бъ самомъ дѣлѣ, если сравнимъ слѣдующіе элементы упомяоутой сейчасъ кометы 

время про*, чрезъ первг. 1862, Аиг. 22.9 

долгота, перигелія. 844° 41' 

долгота всех, узла. 137 27 

озкловоніе. 66 25 

разстояніе перигелія , ... 0.9626 

время обращенія.123.4 года 

Двиоюеніе обратное. 

съ приведенными выше элементами орбиты метеоровъ Лаврентьевскаго потока, то 

должны будемъ призвать большое сходство двухъ этихъ орбитъ, тѣмъ болѣе что ма¬ 

лое различіе той и другой системы элементовъ вполнѣ объясняется неточностію, кото¬ 

рая неизбѣжна въ опредѣлены положешя точки радіаціи, т, е/главнаго да онаго для 
вычисленія орбиты метеороаго тока. 

На основаніи этого близкаго сходства орбитъ кометъ 1862 в 1861 года съ 

орбитами метеорныхъ токовъ 10 Авг. и 13 Ноября Скіаоарелло заключаетъ, что 

упомянутыя кометы суть остатки тѣхъ кометъ, изъ которыхъ въ теченіи долгаго вре¬ 

мени выдѣлялись метеоры Лавреотьевскаго оотока и метеоры являющіеся 13 Ноября. 

Ташзг обрашъ рок іетеоропъ по существу тождественны съ кокетами, и одно и 

тоже небес все тѣло является намъ, смотря по времени и пространству, то какъ ко¬ 

мета, то какъ скопленіе метеоровъ! 

Если допустимъ, что кометы ае представ л еютъ собою одного непрерывнаго тѣла, 

а состоятъ изъ совокупности отдѣльныхъ малыхъ твердыхъ тѣлъ, то понятно, что въ 
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то сроил какъ ядро кометы вблизи перигелія своей орбиты о мѣстъ большую скорость, 

части хвоста мало ко мал у отстаютъ н остаются въ движеніи позади ядра и сама 

комета постепенно разрѣшается въ рой метеоровъ, имѣющій туже форму и положеніе 

какъ и орбита кометы. Еслп путь кометы замкнутъ, то вмѣсто иея со времеисмъ начи¬ 

наетъ обращаться огромное кольцо томныхъ мелкихъ тѣлъ, которыя, попадая въ зем¬ 

ную отмосферу, раскаляются н становятся для пасъ видимыми какъ отдѣльные метеоры. 

Различіе мелсду головой или ядромъ кометы п обратившимся въ кольцо метео¬ 

ровъ ся хвостомъ представляется для насъ тѣмъ, что ядро, состоящее изъ болѣе еще 

плотной массы, одинъ разъ въ течепіи каждаго лоннаго обращенія около Солоца при¬ 

ходитъ на болѣе близкое разстояніе къ этому послѣднему и землѣ н начинаетъ свѣ¬ 

тить отраженнымъ солнечнымъ спѣтомъ, между тѣмъ какъ кольцо состоящее изъ раз¬ 

бросанныхъ уже метеоровъ невидимо даже и тогда, когда земля проходитъ чрезъ пего. 

Послѣ оказавшагося сходства двухъ кометныхъ орбитъ съ орбитами двухъ 

группъ астероидовъ естественно спросить но производитъ ли каждая періодическая 

комета извѣстное кольцо астероидовъ, пе всякое ли періодическое иадспіо метео¬ 

ровъ происходитъ отъ встрѣчи земли съ пометой вблизи точки взаимнаго пересѣченія 

ихъ путей? Ит много кометъ не движущихся около Солнца но сомкнутымъ кривымъ, 

по и для нихъ ость вѣроятность допустить существованіе извѣстной дуги метеоровъ, 

которая можетъ при извѣстныхъ условіяхъ представить намъ хотя одинъ разъ явле¬ 

ніе падающихъ звѣздъ, именно въ то время когда земля при своемъ движеніи около 

Солнца пересѣчетъ эту дугу. Понятно однако, что отъ такихъ кометъ нельзя ожидать 

происхожденія періодически возвращающагося потока метеоровъ. 

Замѣтимъ наконецъ, что земля, проходя черезъ метеорныя токи какъ существу¬ 

ющіе уже въ формѣ колецъ около Солица, такъ п проносящіеся черезъ солоечиую 

систему по на раб одическимъ путямъ въ видѣ мимолетныхъ роевъ, каждый разъ своимъ 

протяженіемъ увлекаетъ изъ роя болѣе или менѣе значительное число отдѣльныхъ 

метеоровъ; она выводить ихъ изъ общей орбиты всего скопленія п заставляетъ 

двигаться по другимъ одиночнымъ орбитамъ. Этп то одиажды разсѣянныя въ про¬ 

странствѣ метеоры при послѣдующихъ встрѣчахъ съ землею являются въ впдѣ спора¬ 

дическихъ падающихъ звѣздъ, которыя почти каждую лочь мелькаютъ ко небу. 

'КіИіКЦЬ чвтвкѵтои ЧАСТИ, 

ЗЭ 



ЧАСТЬ ПЯТАЯ. 

Интегрированіе уравненій возмущеннаго движенія. Воз¬ 
мущенія вращательнаго движенія земли около оси. 

I. 

Интегрированіе уравненій возмущеннаго движенія по способу измѣненія 
произвольныхъ постоянныхъ 

1. Одно нзъ сильныхъ подтвержденій закона всемірнаго тяготѣнія, равцо какъ 

п рѣшеоіе одного изъ болѣе возвышенныхъ вопросовъ астрономіи» вопроса о прочно¬ 

сти устройства солнечной состемы, иаходнтся оъ лепосродствшгой связи съ нитогри- 

рооашемъ уравненій возмущеннаго движенія. Поэтому не удиоотельио, что выполне¬ 

ніе этого іштогрнропаиія постоянно было предметомъ ученыхъ заботъ почти всѣхъ 

великихъ геометровъ жившихъ послѣ Ньютона. Хотя трудамъ этихъ великихъ дѣяте¬ 

лей наукн до сохъ поръ не суждепо было увѣнчаться полнымъ успѣхомъ, но тѣмъ 

не менѣе многія рхъ работы приоелв къ весьма важиымъ результатамъ. Многія тео¬ 

ремы относящійся къ теоріи прочностн равновѣсія солнечной системы доказаны съ 

удовлетворительной точностію. Таблицы многихъ небесныхъ движеній соглашаются 

теперь съ наблюденіями въ предѣлахъ погрѣшностей этихъ лослѣдплхъ. 

Теоретическія соображенія, которым о достигаются это результаты, проще всего 

могутъ быть раэоиты па основаніи способа измѣненія произвольныхъ постоянныхъ, 

предложеннаго Лагранжомъ для ннтсгрирооавіл уравненій возмущеппаго допжеоія. 

Рѣшеніе воороса о возмущеніяхъ зависитъ отъ интегрированія уравненій (О) 

ч. 4 невыполнимаго въ конечномъ видѣ про настоящихъ средствахъ анализа. Это 

ноложоніо дѣла заставляетъ нсклть рѣшенія задачи способомъ послѣдовательныхъ 

приближеній Дѣйствіе одного свѣтила па другое, папр.» олаиеты па планету влп 

планеты на комету незначительно иъ сраолсиіл съ притяженіемъ Солнца и можетъ 

быть разсматрнваемо какъ малая сила способная оъ каждый моментъ мало измѣнить 

элементы орбнты. Такимъ образомъ орбита планеты ила кометы въ возмущоипомъ 

движеніи можетъ быть разсматриваема какъ коническое сѣчете съ иепрерывоо валѣ» 

няющнмисл элемевтаин, другими словами, воэмущеилая орбита свѣтила плн дѣйстви¬ 

тельно описываемая кривая можетъ быть разсматрвваена какъ соприкасающаяся въ 
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каждый но лентъ съ той обитой, которую описало бы свѣтило, если бы пъ этотъ 

моментъ возмущающія силы перестали дѣйствовать. Прикипая во внишюіс малость 

возмущающихъ солъ, пропорціональныхъ возмущающимъ массамъ, Лагранжъ предла¬ 

гаетъ слѣдующій способъ интегрированія уравненій (0) ч. 4 

Принимая возмущающую массу равною нулю, мы найдемъ интегралы уравненій 

движенія свѣтила, зависящіе отъ шести произвольныхъ постони пыхъ, а за тѣмъ опре¬ 

дѣлимъ тѣ нзмѣиошл, которыя слѣдуетъ ори дать къ этимъ постояннымъ дли того, 

чтобы оайдошшо интегралы удовлетворяли уравненіямъ вылущеннаго дшіжеиін, къ 

которыхъ возмущающая пасса считается отличною отъ куля. Слѣдуя этому клану, 

цы должны принять шесть постоянныхъ, входящихъ <л> интегралы уравненій шин- 

тичесваго движеоія, за функціи времени. Чтобы найти упомянутыя измѣненія посто¬ 

янныхъ, ли очевидно должны два раза дифференцировать полученные интегралы, при¬ 

нимая за функціи времени ходящія въ нлхъ постоянныя, и эти дифференціалы должны 

внести въ ураввеиія (9) ч. 4, но тогда получимъ только три уравненія, изъ кото¬ 

рыхъ придется опредѣлить шесть оетѣстныхъ, т. е. шесть измѣненій постоянныхъ. 

Такимъ образомъ вопросъ становится неопредѣленнымъ, а потому проходится поста¬ 

вить ещо новое условіе, изъ котораго возникли бы три повыл уравненіи, совмѣстныя 

съ предыдущими в съ ними достаточныя ш рѣшенія вопроса объ опредѣленіи ше¬ 

сти измѣненій произвольныхъ постоянныхъ. 

Рѣшеоіе будетъ имѣть простѣйшую форму, если за повое условіе примемъ тре¬ 

бованіе, чтобы опредѣляемая возмущенная орбита соприкасалась въ каждый моментъ 

съ извѣстнымъ перемѣннымъ коническимъ сѣчеоісиъ. По такому условію ос только 

три коорднваты х, у, *, по также и ихъ первыя производныя взятый относительно 

времени должны имѣть одну к ту же форму какъ въ возмущенномъ такъ и въ эллип¬ 

тическомъ движепіо. Слѣдовательно это новое условіе требуетъ, чтобы какъ всякое 

коночное соотношеніе между координатами, такъ и всякое дофференціальное уравие- 

віе перваго порядка относительно этихъ координатъ имѣло мѣсто какъ для возяу- 

щепнаго такъ и для эллиптическаго движенія н только выраженія зависящія отъ 

вторыхъ производныхъ будутъ различны для этнхъ двухъ родовъ движенія. 

Примѣнимъ эти общія соображенія къ оитегрвроваоію уравненій (9) ч. 4. Вто¬ 

рыя часто этихъ уравненій содержатъ множителя который весьма малъ въ срав¬ 

неніи съ едввицей. Имѣя это въ воду, вримемъ сначала -0 и тогда дифферен¬ 

ціальныя уравпеиія возмущеннаго движенія обращаются въ уравненія двильснія но 

шпчссквйъ сѣченіямъ; три окончательные интеграла этихъ уравненій найдены и со¬ 

держатъ шесть произвольныхъ постояпнихъ величинъ. Интегралы въ той же формѣ 

могутъ удовлетворять к уравненіямъ (9), со тогда постоянныя, введенныя интегриро¬ 

ваніемъ ураввеоій (13), должны быть разсматриваемы какъ функціи времени. Прини¬ 

мая это, необходимо опредѣлить тѣ измѣненія постоянныхъ, при которыхъ интегралы 

уравненій (13), содержащіе эти измѣненный иостояпиыя, удовлетворяли бы уравненіямъ 
вознущеиоаго движенія. 

За игггегралы уравненій (13) ч. 4, какъ мы уже видѣли, можно считать выра¬ 

женія (135), которыя имѣютъ слѣдующую общую форму 

* “ Г (а. Р, Т, 8, *, *) 

Ѵ — іі («» & Уі «, Ь *) 

* = А («, Р, Ті <■ і) 

(1) 
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если подъ а, р, у. С разумѣемъ шесть элементовъ орбитъ, представленной коинчо- 

сквмъ сѣченіомъ. Эти интегралы въ той же формѣ (135) ыоі'утъ удовлетворять н 

уравненіямъ возмущеннаго движспія, по тогда постоянныя а, (3, у.. С должны счи¬ 

таться функціями времени Такимъ образомъ если возвелъ отъ предыдущихъ выра¬ 

женій, или, что все равно, отъ выраженій (135) вторыя производный относительно 

в реме и о, считан при этомъ а, Р, у н т. д. зп функціи времени н воессмъ полученныя 

выраженіи этикъ производныхъ въ уравненія (9), то эти послѣднія должны удовле¬ 

твориться. 

Дифференцируя предыдущій выраженіи к<н)рдшщтъ отоосительоо времени, по¬ 

лучимъ 

(ІЛ   | <(х (Ій , (Іс <?р , 

аі — и +а* 7(1+ <Щ'7іі 'г 

Лѵ = „ і (1у іа і іу . 
аі ^ (Іа ,й "г (ІІ _г 

(Ь: сіі. 
Іа,' (й 

I Лу № 
^ IІІ йі 

іІ2_ . с!г йп. , йг с?|3 . <1г (1% 

аі ~ 17'Ті "** йр’?*'+.+ К'іи 

гдѣ йодъ и, ѵ в іѵ разумѣемъ производныя координатъ взятыя относительно вреисив 
входящая) явно, независимо отъ элементовъ, такъ что 

и = 
&в\ 

А/5 

Въ движеніи но ионическому сѣчсоію 

го 1— 
Ж 

йл 
(Ц 

•="• и ѵ; 
Иг 
А 

== ІѴ (3) 

а потому чтобы производныя координатъ относительно времени сохраняли свою форму 

въ обоихъ родахъ двннгеоія необходимо, чтобы въ выраженіяхъ (2) суммы членовъ, 

и ров сходящія отъ измѣнеоіл элементовъ, отдѣльоо равнялись нулю. Таквиъ образомъ 

дополнительное условіе необходимое для опредѣленіи измѣненія элементовъ предста¬ 

вится въ видѣ уравненій 

%*+%*+%*+ 

й*+і*+**+ 

йг , . йг . йг , . 

Чтобы вдѣть вмѣстѣ съ этимъ три другія уравненія необходимыя для опредѣленія 

тести измѣненій постоянныхъ, будемъ дифференцировать относительно в реме о в нроиз- . 

водныя (3) н полученныи выраженія внесемъ въ уравненія (9) ч. 1. Выполняя яти 

днффереоцировація, получимъ 

+ !*=» (1) 

+!*=• 
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<Р* /АЛ ч- А* йа , ЙК А* 

'<и* '\7и) йа ' Іі + А? іи 

<ру 
7иг~' 

МЛ 
' \Іи і-Н 

<1ѵ 
Ли 

сіа , 

' ,и і~ 

йі> 

с?І* 

ЛИ 
’ сН 

іі22 (Лю" \ і (1п> (Та . йг<? 

ТУ?” ' 1Ж, ) + Ли ■7» + Тгр "и 

і (11і 

_ц Л 
+ ' (Н 

, (ІІѴ <1% 

+ лк'лі 
а слѣдонатслі>по уравненіи (0) ч. 4 примутъ видъ 

АЛ 
+ 

Ли (Іи , 
• ■ ■ + 

Ли сК 

Іі) Іа ■«+•■■• <К сіі 

АЛ 
| + 

СІѴ Ли . 
■ ■ • • + 

(ІѴ сК 

ль) Ли (К си 

ЯиЛ гЬо Ли , (ІЮ Д 
ли І4- Ли <К ',ІІ 

У — 7-2 

гдѣ дли краткости мы при пинаемъ 14-»** = 1Н‘ Такъ какъ дли движенія по ко¬ 

ническому сѣченію 

й*х (<Ы\ ЛЬ/ /АЛ А2* /Лиі\ 
\7і)* 7?Л ~ \лі) ’ 'й? ~ \ аіѴ 

то уравненія (13) ч. 4 могутъ бить иредставлеиа оъ видѣ 

/АЛ і Ь'- _ л 
\(Іі/ *•* 

(О, Й)+Ч« = » 

А?«Л , ТЛінг _п 

V ДІ У г3 

Интегралы ураоисиігі (5) и (6) по принятому уело о ш имѣютъ одітакую форму и са¬ 

мыя уравненія могутъ бить разсматриваемы кикъ совмѣстныя, поэтому вычитая урав¬ 

ненія (6) изъ уравненій (5), получимъ 

Ли , , йи ,л , 
7Га-^+#'^ + 

СІѴ , , (ІО ,Л I 
ж-,!« + ж.ЙР + 

(ко _ , Лю „ . 

7Й'"“ + 1Г« + 

і А* 11 АК 

, (Ь т„ , 2 ли ,. 

. йш 72 йД ,, 

Этими уравненіями совмѣство съ уравпеніями (4) мы и будемъ пользоваться 

для окре дѣло пія измѣпспій шести произвольный» постоянныхъ, введенныхъ интегриро¬ 

ваніемъ уравненій (13), ч. 4. 

Опредѣленіе искомыхъ измѣненій Ли, й@. й( будетъ имѣть наиболѣе простую 

форму, если производныя пертурбаціонной функціи по координатамъ замѣлимъ произ- 
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водными ся же по элементамъ. Такъ какъ портурбаціокпап фупіщіл по содержитъ 

производпыхъ щ то 

(ТВ 
(Та 

(ТВ & | (ТВ 

Ах сТа йу 
йу 
йа 

(ТВ 

+ Ля ’ 

Ля 
Ла 

(ТВ_ЛВ Ах , (ТВ йу АВ Ля 
1(3 “ ~ІТх "с$^1у’7тЪ+ Ля ‘ 1$ 

АВ_АВ сіѵ . АВ йу йД йв 
й? — гй? * Ж + йу ‘ ?С + ^ ‘ ЙС 

Если умножимъ уравненія (7) соотвѣтственно па —, ~ в сложимъ ихъ, то 

обращая вниманіе на предыдущія равенства, получаемъ 

(ТВ ,, Г Ли Ах , йѵ (Ту . йіѵ Ля 1 , 
АГ,Л = 1^-^ + Й’Й + лГ’йі1йа 

і Гйм Ах сТѵ йу , йш <7я~| -л 

, ГіТи Ах 
+ IX ’ (К 

йѵ йу , Лр й$ 

Л йС г ДС йС 1 г/С « 
+ ")іг ' тГи] ЙС 

чг . ,,ѵ , ЙМ ЙУ 
Умножая уравиоиш (4) соотвѣтствепио ил в складывая произведенія, 

получимъ 

л \(Тх йп , йу йу . Ля йіс] , 
° ~ Ійа ' йа + йа ' йа йа ' йа.І '* 

и. '?!! , <}у Л , А йм>~| ,о 

І_йр йа г?Р (Та *” й|5 йаі * 

+ 
‘йя . йг (Ьо 
лК йа. ' (ТС Да ' йС Да, Л 

Вычитая это уравпевіо изъ предыдущаго, мы увидимъ, что первые члепы того и дру 

ѵаго вшэшо уничтожатся, а остальпоо даетъ 

^■02 2~ • &ь = (а, Р), йр + (а, у), йу + (а, 8) дЬ -(- (а, е). й* + (а, С). й? (8) 

гдѣ. 
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(9) 

Ау 
а? 

Ах 
Аа 

Аи Ау 
Аа 

йѵ 

’йр 

А» 

йа 
(Ы 

* йр 

Ап Ах Аѵ йк> Аз 

Аа Аа 'й? йа ЙР 

Ах Аи йу Й?> 
+ 

Й* йш 

(Іа Л 4- Аа ЙТ Аа ’ Йу 

Аи Ах Аѵ йу Аю Аз 

Аа йт йа ЙТ йа сіу 

и г д. 

Ах 
Точно такимъ же образомъ умножимъ уравненія (7) соотвѣтственъ иа ^ 

сложивъ нрошедеш и изъ суммы вычтемъ сумму уравненій (4) умножен* 
йз 
йр 

ныхъ соотвѣтственно иа Послѣ всего этого ш>л учимъ 

(10) ІГ, |10 ^ • <11 = (р, а). гіа + (р, у) ■ Сіу + (р, Ц. СІЬ + (Р. О • <к + (р. О • «ГС 

гдѣ 

(р,«) = — (а, Р) 

(Р, 7) = 
Ах Аи йі/ йѵ , йг Аіѵ 

Й(5 ' йу + йр' ' <1у _| “ йр ‘ йу 

й« йл? йѵ % Аіо А* 
" !ЙР * с?у _ йр ' сіу ~ ' йр ' йу 

и т, д, 

Поступая далѣо такимъ же образомъ, составимъ всѣхъ шесть уравненій вида (8) и (10) 

и будемъ тогда имѣть шесть линейныхъ уравненій для опредѣленія шести нс извѣст¬ 

ныхъ нзмѣценій йа, йр, йу..,. й?. Косффішіепты при этихъ неизвѣстныхъ имѣютъ 
то ирпмѣчатольисо свойство, что цс содержатъ явно времени і. Показать это легко. 

_ сіх Аѵ Ах Аѵ 
Производиыя -щ ц т, д,, бзъ которыхъ состоятъ выраженія 

(а, р), (а, у) н т. д, должно разсматривать какъ функція элементовъ и времени. 

Что будемъ говорить объ одномъ взъ символовъ (а, р), (а, у) и т. д,, то будетъ при¬ 

мѣнимо и къ другимъ. Поэтому остановимся иаир. иа символѣ (а, р), Дифференцируя 
его выраженіе относительно времени, иол учимъ 

Й_(а, Р)_<Рх_ Агі . Ах А2и 
йі ~ йа.АЬ с?Р ' Ал йр. Аі 

(Іа, Аі 
Ах 

Йр 

Зи ^ Л%_ 
Ал йр. Аі 

го 

, а 
йа, йі 

АН 

Аѵ 
Аі 

, *Ьі. (^ѵ I 
^ Аа ЙР, Аі ' 

йу Аѵ 
Аа.йі йр Аа А$,Аі 

йи_ йгх Ап_ А2х йѵ _ й*у 

йр й$. Аі * Аа Аа .Аі1 йр йр. Аі 
И т. д. 
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внося это въ предыдущее выраженіе, по сокращеніи получимъ 

Ах Аги 1 с!У (Р» , Аг іРш 

- йа. А$'.(й + *г' ’ 4 м + ~*Г ■ Ж<н 

Л\ Ах _ АЧ ііу Агш <іг 
(2а, АІ Аа.йі 4 Аи.ііі Ж 

Такъ какъ гг = хг -{- \/ + ггл 
Аг 

то г 
Ах 

слѣдовательно 

х 

(И) 

Посредствомъ этого диффереиціальцыц уравненія (9), ч. 4 могутъ быть представший 
въ видѣ 

пусть 

тоіда дифференціальныя уравнепія возмущениаго движенія представятся въ видѣ 

йн _ — <ГТГ ^і0_^ 

(Н (Іх * ей ей/ * Аі <4 

Понято, что функція ТГ не содержитъ перемѣнныхъ іі> ѵ, ?г, а потому дифферен¬ 

цируя предыдущія уравненія относительно а и 3, находимъ 

Л*к <?аЖ (Гг 
+ 

<г2ж Яу \ѵ (2* 

(Га. (к " Ж" <Га Ах, (Ту '(Га 4- Ах. <2* 4?а 

й\ <Х*У/ Ас а* цг ей/ с?гТГ Й* 

сГа .$ " (ІХ . <й/ йа т <г«Л *3« Ау, Ае (Га 

йЧо й4Ж йх 
+ 

<г-ж гй/ 
+ 

(Р}Ѵ (Гм 
йа. (Й йр. Й (Га Аг. ей/ Яа " *г» " йа 

н т. д, 

Если вставимъ эти величины въ выраженіе (И), то легко увидимъ, что дно 
обратится въ нуль. И такъ 

и 
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1М)=0 
<Ц 

а слѣдовательно символъ (а, (3) нс содержитъ явно времеии і; подобнымъ же обра¬ 

зомъ легко доказывается, что в другіе символы (а, -у), (Р, *у) и т, д, по суть функціи 
времени. 

2. Примѣнимъ эти общія соображенія къ опредѣленію нзмѣиенШ постоянныхъ 
въ интегралахъ (135), ч. 4. Прежде всего отдѣлимъ въ этихъ выраженіяхъ (135) 

величины содержащія врш явно отъ функціи элементовъ, которыя должны быть 
считаемы фупкціянп времени только въ воз лущенномъ движеніи. Бъ этихъ вираже- 
вівхъ за фупкціи времеии слѣдуетъ считать радіусъ векторъ г и истинную апома- 

лію (, Такъ какъ аргументъ широты « = о> + /» гдѣ йодъ ь> разумѣемъ разстояніе 
перигелія отъ уела, то полагая 

§ == г. сов (\ ^ == г. зіп /* 

представимъ выраженія (135), ч, 4 въ видѣ 

х = А. $ -{- А'. і] 

(12) *=В.5 + В'.ч 

а= О'.ц 

гдѣ 

А = С08 0). СОЗ Ь — ЗІП СО , зіп в . СОЗ І 

А‘ =— зіп ю. саз 0 — соз о. віи 6. саз і 

В = со8 о. віи Ь + зіп о, соз 0. соз і 
(13) 

В = — зіп со. зіп и + соз и. соз 0. соз г 

с = зіп ѳ. зіи і 

с= соз О). зіп і 

Такъ какъ и, ѵ, гѵ представляютъ собою производный координатъ взятыя относи¬ 

тельно времени входящаго явно, а въ выраженіяхъ (12) только $ и ^ содержатъ 
явно эту перемѣнную величину, то въ пашемъ случаѣ 

и=А.Ъ + А!.ц1 

+ Чі 

го С.іі С'.*), 

гдѣ для краткости положено 

Аі *"1 ’ 

Коеффнціснты 4, В, Оі А\ В\ С* зависятъ только отъ трехъ элементовъ со, 0 и і; 

□роизводвыя же || и гіх содержатъ въ себѣ три остальные элемента, т. с. а, в и Г, 
кронѣ того въ нихъ входитъ время і, Подъ І мы разумѣемъ здѣсь среднюю аномалію 
эпохи. 
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Мы внділп, что коеффипіепты липой наго уравненія (8) и ому подобныхъ, слу¬ 

жащихъ для опродѣлепія изиѣненій элементовъ, вообще имѣютъ видъ 

(М)« 
Лх 
Ій 

Ла 
Шс 

(1х (Іи . (Ъ{ (Іѵ 
Лй ‘ сП ^ йк ' Ѣ 

<Ъ< 
ли 

іѵ , Л*_ 

ЛІі^Лй 
Ліо 
Ик 

Лз Ліо 
іи ли 

где подъ к я к разумѣемъ два какія угодно взъ элементовъ 0, у, і\ ау с, I Вен 
коеффипіепты сейчасъ упомянутыхъ уравненій могутъ быть раздѣлены на три группы: 

къ одиой будутъ отооситься символы составлспиые изъ элементовъ 0, у, ц къ другой— 

составленные изъ элементовъ а, с, I н бзкопоцъ къ третей—такіе символы, въ которыхъ 
одинъ изъ элементовъ 0, у, г комбинируется съ одпнмъ изъ элементовъ а, с, I Такъ 
какъ элементы 0, у входятъ только въ функція А, А'у Ву В\ С, С\ то попятно 
что но предыдущему общему выраженію коеффнпіептовъ . 

(“.«) = •$ + 
<ІА! 

«ГО ■?! + 
<ТА‘ 

Ли лНІГ ■*+ъ-Ѵ 
иы 
иго" • ёі + 

ал1 

<а ■ѣ\ 

+ 
ш 

•5+ 
ав1 1 гав 

■Ь + 
ЛВ' ь *В 1 ш 

•ь+ 
<ЯВ' 1 

[(ТО т <&> лгЫг *+іё--Ѵ Ы' "<а 

+1 
•(ГСГ 

■« + 
ла 
(Ш ?.+ 

ла 
(Го ч~Ы- 

е 1 г<тс 
[(ГО 1 ■ь+ 

лс 
<а ѣ] 

легко попять что это 1 и рв водится къ виду 

[ОА № ЛВ № ЛС № ЛА (Ш сГС ЛОЛ, . . 
V' а)— Ью "(Та +Ж‘ <1о + (!Ъ "Іи ~ сТи' <Й • сіа ' ЯЬ ' (Го ' <ГО 

Подобнымъ же образомъ составляемъ два другіе коеффиціепта этой группы н ааходнмъ 

Ш <1? ав’ № № <ХА сХа‘ (ХВ *Р <КП 
{' ъ> ~ Ы' аі + .я' <и + <а ’ <іі сП ’ <а Ж'с® 

ш <Ы’ ітв дв; <*с № <и <ш_яв $в' <ю *гсп 
Іи’ +Д»' <Ч Л'<Та іТі ~ (П ' <Ти <Г( (Ты V»‘"Л»]'4*6 §,1,) 

По выраженіямъ (18) легко находвмъ 

<и 
<т~~ в’ 

11 !ь
. О

 

II 

&
Г
 

і II 

<«І — Л ’ 

II 

(ІА - А’- 
1&-А’ % = »■• 

™=С’ 
(Го 

і II 

^
1

*
1

 Ч^ — ~В] 

і и 

С.ШО; 
лс . 
-гг = ЩП Ы* СОЗ 1 
а% 

Ж=°'вІив; 
® = -С'.шв; 

ЛС] 
-уг~ СОЯ й) . СОВ 1 
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Легко видѣть, что посредством этихъ выраженій предыдущіе символы приводятся 

къ виду 

(О, о) = О 

(0, і) = [(В'С— ВС) зіп о + (Л'С— С А) соз Ѳ] (%7,5 — $(»і) 

(и, = •Й'-созО-(-со8і.созы)+С(А8іпО—Ь’,ео80-|-со8г8іпо)](--і1|~|,ч)) 

Кромѣ того по выраженіямъ (13) легко составляемъ 

В,С — ВС' = — зіп*. зіп 0 

А'С — АС1 = — зіп і.соз Ь 

А!, зіи 0 — В'. соз 0 = — соз г. соз ь> 

А , зіи 0 — В. соз 9 = — соз і, зіп и 

Слѣдовательно 

{6, о) = 0; ,{0, г) = — [і},5 — 5,т|] зіп і; (ь>, і) = 0 

Остается опредѣлить разность — $,т). Мы приняли $ = г. соз (\ у « г. зіп /*, 

слѣдовательно по выраженіямъ (30), ч. 4 

гдѣ 

5 = а. соз и — ае\ у = о- |/і — г2, зіп и 

и — е. зіп н = пі 1 

Такимъ образомъ въ выраженіяхъ $ и ц крона входитъ въ зависимости отъ эксцен¬ 

трической аномаліи п. Мы знаемъ, что символы не суть функція времени, а такъ 
какъ мы опредѣляемъ разность ^,с — ^ для того чтобы внести ее потомъ въ вы- 

ракепіо символа, то мы можемъ опредѣлить величину этой разности для какаго угодно 
частнаго значенія и- Опредѣлимъ ее для такаго значепіл времени I, которому соот¬ 

вѣтствуетъ и = 0, Изъ предыдущаго имѣемъ 

но 

слѣдовательно 

<6* 
а ■8111 к Ті ; % = «Ѵ'і -г <Ъ<. 

е\ СОЗ п -г: аі 

<Ги_ и 
Л 1 — Г.С08И 

ап, зіп и 
I —С.С081** 

ап ут — 6г. соз« 

е .соз и 

поэтому для и = О 

1 = а.( 1-е)-, і) = 0; €. = 0; % * "Ц^ЕЕН 
I - 6 

а слѣдовательно для того же частнаго значенія п имѣемъ 

тп1 — Ѵо — аЬг. У1 — е2 
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Такимъ образомъ символы первой группы суть: 

(О, о) = 0; (*, г) =г — а*п. /1 — е2.віп і? (о, і) = О 

Если подъ Л будемъ разумѣть ка/сой либо изъ элементовъ группы 0, о, а 
йодъ к одинъ изъ элементовъ а% с, /, то попятно, что 

і(х _ал ДА' & ___ 
+ 

Лті 
ѣ= Ак •5 + ДА іГІі Л/с 

А 
Ак 

А' *ч 
ж 

(Гу _Д7? Дй1 Л’І й* 
+ 

Дт] 
ѣ ~ <Гк -г- "Ж Ж- 

В 
Лк 

в 
ж 

4г 
- с1.° Й6" Аг 

С 
Лі 

+ С' 
Лі 

Ж = ~ Ж' 5 + ДА т ~~ Лк Ж 

Ли 
Л" 

__ (іа 
(Ік 5,+ 

ДА' 
ДА •Чі? 11 А Л, 

ДА + А’ ж, 
ДА 

и т. д, 

Такимъ образомъ, давая величинамъ Ь и Ь такое значеніе какъ сейчасъ ска¬ 

зали, составляемъ символы третей группы по формѣ 

\&А > , д,А' ПГ. Д, . аіЛу\і] Г, гП . (ІА1 I 
{І>’к]- ГЖ 4 + Ж'71]Іл& + Л 7и7\~[л ЛЪ + АЖ ІЖ+ Ж ‘ Ч 

ЛВ' 4. К'^'І ІВЯ , В,<*ЧІГ<Ю6 , гі* Г1 
+ [ж 5 + Ж * Шв Ж + д ж] “ ГЖ+Б ж] ІЖ1*' + Ж Ч 

, Глоб і-й6" ЛѴ^гЛІ \г*л.(«ѣ\\ааі л.‘г°! ѵ,! ■' ІЖ*'ьжЧІсЖ + сж]ЧсЖ + 6 

по такъ какъ изъ выраженій (12) видно, что 

то 

А* + 1? +- Съ= 1; А* + Вг+С’г « 1 

ааг + в^ + г;сг=^о 

, «и- (От «ГС'__ г . и. , ™. *в, а,.^л 

(ІЯ) 

ЛН 

ЛА 
Ли 

ип ав4-С ^-О- + 
+ В,ж+(7’Ж“0} ЙА+* ДА + '’ ДА“° ДА 

При поиощи этихъ выраженій общая форма символовъ третей группы легко при¬ 

водится къ виду 

ЛА 
Ак + Л' 

лв 
Лк + <Г лс)Гг Ѣ 

т Г а к — п 

или къ виду 

ЛВ . п, ЛС] АЩ,— у)-і.) 
Лк+ Ш Лк 
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Такъ какъ для и = 0 имѣемъ т| = 0 и І, = 0, те 

(Л, Л) = 
„ *Л г -о, , п- 
А ' 7ѣ + л 'Ж+ 0 <Ш <Пс 

Подъ к мы разумѣемъ здѣсь каждый изъ элементовъ С, и к і, по по выраженіямъ 

(13) и (14) легко составляемъ 

-<■■,®+в''*+о'4?=-^+I?x=“,' 

<&> 

ДО 

Л'.<ІА + В'-і^+С'-~= А'*+Х'*+С*= 1 

м ‘® -нс’-^= О \а<. 8іп 0 - -Б', сю а 

Слѣдовательно символы третой группы приводятся къ 

С'.з’ш с,к соз* — О 

(6, Щ = ^ . сов і; (», 7с) - ; «, А) = О 

гдѣ подъ 1і разумѣемъ каждый азъ элементовъ а, с, I. Такъ какъ 

$ = а (соз « — с); у{ 
ап |/і — с2. со9 и 

1 — б, соз и 

то 

{ _ ГС;И і/і — г. соз »(соз —• с) 
^,Ѵ|і •*— 

1 — е, соз и 

Для составленія разсматриваемыхъ символовъ пакъ предстоитъ взять отъ этой 
фупкщи прошодпыя по (\ а к I, Такъ какъ мы условились при составленіи сим- 

воловъ принимать п = 0, то слѣдовало бы скатала брать отъ предыдущаго выра¬ 

женія производныя по с, а и 2, а потомъ положить п == О, ио мы можемъ поступить 
в обратно, т. с. можемъ сначала аъ предыдущемъ выражепіи $т], принять и— О, 
а потопъ дяфферейдировать полученное относитсльпо б, а и I. Въ саномъ дѣлѣ 
дифферопціалъ выраженія 5.^ относительно и какъ функція отъ е имѣетъ множи¬ 

телемъ 8іи к, что при и = 0 обращается въ пуль. Слѣдовательпо всѣ члепы вида 
Д(5.т):) іи 
—"йѵ ’ Дс ИСШИУТЪ н останутся только тѣ, которые происходятъ отъ измѣпепш 

г. входящаго явно, и въ вихъ потомъ надо принять # = 0. И такъ принимая и = 0 

приводимъ разсматриваемую фупкцію къ виду $.•»),= па2 ]/Т—откуда 

=_. (Щ\) _ / ■_ 8 д (па*) 

і° у'і — $ * (іа 0 іа 
по 
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<1 {ни2)  1 і/"/:*, __ а у/гкі- Рп на 
.Іа 2 ' а ~ 2 ' и3 ~ 2 

<1 ($.ѵ„) _ па ,/, __ "и 
гіл 2Л 

Наконецъ 

Л (5-'0і) */ («•■’іі) Ли 
"~<П ' </«' ' г// 

Но мы уже замѣтили, что ирн 11 = 0 обращается въ нуль, поэтому 

Д(Мі)_л 
ЛІ 

И такъ 

(0, с) = - 
па~. с. 

'Уг- 

СОЯ ( 

-і*; 

(0, а) = 
пи 

2 
»/і — 

(м,е)= — 
т\ 

у Г- 

0 
(о, а) = 

па 

2 

і/г^ 

(«, с) = 0; и, «) = (. >і (*, 0 0 

(О, 1) г= О 

<®, 0 = О 

Остаотся составить символы, зависящіе только отъ элементовъ «, с н I. Но* 

пятно, что если подъ к п к будемъ разумѣть два какіе либо изъ этихъ элементовъ, 

то составимъ 

М = І^§+^' 
•1І 4. А1 
"• + сП: 

+ 

+ 

№ 

ГВ — 4- В' —ІГв -- -I- В1 I??1 
Лк+ Б (Ік\\^ (Ѵс (11: 

с ^ + С‘ -^1 о ^ 4- С ^ 
(іи сіи <ііс ' ли 

что по уравненіямъ (15) проводится къ виду 

и^+э'5‘ [4 
[4 + 4][4 
\°й+с'Ш0'5і+°’% 

+ Л'~ 
,(Ці 

(I п _ $ ^ I <Ц (Ц<Ці 
[ ‘ <Тй ■ ли йа ' $к си-' ли За ' лл 

{іб) 

входящія сюда производныя должны быть взяты по е, а и I. Для составленія произ¬ 

водныхъ но с можно на основаніи сдѣланнаго выше замѣчанія въ выраженіяхъ ч, 

5,, т), положить « = 0 и потомъ выполнить дифференцвроваиія. Такъ какъ при 
и = О имѣемъ 

г, $ = а (1 — е); і) = О; 6, =0; 
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то 

де 

Слѣдовательно 

(17) 

‘1'=0; 
де 

дт,  па _ 

йс (I — е) /Г=Ѵ 

. .. ей. па дг 
(С\ К) — — (4 — ---__ - 

йк (1 — с))/ ) -^е г <Мг 

Для составленія по этилу выраженію символовъ (еу а) н (о, I) надо послѣдовательно 
принять въ йенъ 7с=а и 1—1. Такимъ образомъ предстоитъ опредѣлить производныя 

<81 Йѵ дг\ 
да ; діа; ді ; г» 

Полныя выраженія I, п ^ суть 

^ ^ ая, аіп и 
1 1 — с.соь и ’ 

Т[ = а / І — с1. «Іи и 

откуда 

<*к~ 
(Іа 

да 

ди , 
даг.соз и -т—Н п . 8іи и 
_ да __ 

1 — е. сови + апс. віи2 и Йн 
(1 — е. сов и)2 да 

Ѵі-в* 
. , ди 
од и а. сов и -т- 

1 да 

с?!*_ ап. сов п апс. Віи1 и 1 ди 
ді 1 — е.ши (І — е. сов и)%\ дІ 

йУ_ 
ді а Vх 1 

—* ди 
- с, соя и пт 

й 

что при и = 0 приводится къ 

Л,_ т да л 
да 1 — с да' 

сК^__ т ди 
'ді ~~ 1— е* ЙГ 

Слѣдовательно по выраженіе (17) легко 

\ГГ-~* Йіб 
да 

ди 
ді 

сЛтавллсаъ 

(с, а) = 0 ; (е, о = О 

Остается составить символъ (а, I). Для этого въ выраженіи (16) положимъ к — «, 

к = Я, тогда 

. • л — _Ё (Ц±__й|і_йѵ) дѵ^ 
[а'С) ~ да ' + йо ' ’ді Л' да ді ' да 
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но 

<3 
сП 

а.щ к 
ви 
,11 

'(И 

ап У1 — с1 Г . , с. 8Іі] к. ш и 
ѵ- ыіі и + - 
1 — с. сое м 1 1 — е. С08 и 

вы 
ві 

что при к = 0 обращается въ 

Д 
(И 0; '^ = о ді 

а потону предыдущее выраженіе символа (а, 0 приводится къ виду 

(а. I) =* — 
ап ди Л ./•-з 
Г~Ѵ1Гва-а/і~е !І (іа 

по 

ІІ 
да 

да 

. ди , 
а. $ш и + сов и — е 

}/1 — е*. сок и д (<т) 

1 — с .ши да 
ап}/1 — а*\ зіи и 

1 — с. со$ и 
с . сов и 

1 — с.сов и 
ди 
да 

что при « = 0 обращается въ 

по такъ какъ п = 
уП?.Ь 
V а3 1 

то 

д {ап) 

да 

поэтоку 

<К 
да 

следовательно 

ѵщ^ $ 
п 
2 

ПлГ1 -Н 
2 у 1 — е 

(«, О 
ди . па. ѵ ди 

“І + Т(1 + ']іі 

или 

(«, г) 
па 
Т 

(1-с) 
ди 
сП 

по такъ какъ 

и — е. $іа и — пЬ I 

то 
ди_ 1 

ді 1 — е.соз и 
іі 
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что при н — 0 обращается въ 

слѣдователыю 

(Ы 
сП е 

(*> I) — — -2- 

И такъ кооффнціты линейныхъ уравненій, служащихъ для опредѣленія шѣ- 

пееіѲ элементовъ, имѣютъ видъ 

(М-О; 

(О, а) = — /1 — с'К С08 г; 

2 

К <*) — — V 1 —« ; 

(*і «) = 0; 

(е, а) = О 

(О, і) = — па2/1—с2. зіи і; (и, і) = О 

(0,е) = _.4гЙ^Шг; (в, ?) = О 
у 1 —с1 

(«, в)=- 

(*, с) = 0; 

(е, 0 = 0; 

ИЙ*, с 

/і’—е2 ’ 
(о, I) = О 

(*, 0 = о 

(а, г) = — 
шг 

а слѣдовательно приникая въ общемъ уравненія (8) и ему подобцыхъ 

а = 0, р = о, Ч 1=1 і> 3 •= е, е = а, { = I 

составимъ слѣдующія линейныя уравненія, служащія для опредѣленія измѣненій шести 
элементовъ 

ав 
Л’щ “ъѵг * йі =* — аЬг]/і—с*, аіп і, Лі-1-—— ы%і.Ае + —]/і—е2 .соэійа 

«а 
ЙО 

т2 йЛ а*пе , . ш./^-« > 
Ь>о -г— • йі =-7-=- йс Н-к 1 — с2, йа 

йо |/і — е1 2 

йѴо • йі = па2 /і — с2.8Іп і. йС 

м йВ ,х 
го ае /Г=7 С08 І . й0 4* 

тао 

]/1- 
Й« 

ЙД ял 
2 

йгр* * йі =-^ у/1 — е2. сов і. сІС — — /1 — с\ йъ> 
м<* 

йі 

, * сШ «а , 

іг *л “ т ** 
Опредѣлимъ бзъ этихъ уравненій измѣиенін постоянныхъ. Помножимъ второе 

уравненіе на соз і и вычтемъ его изъ перваго, тогда получимъ 

,2 ГйЛ - йЛ] , /-* 
[■^••в08г-^=в*лі/і-в* 

--Я . . <й 
Шгш 
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Такъ какъ &Ѵо — а3, то 

йі 

йі 

ап . . сПі ап 
г- соІ$ і --у. 

/г- 

. <иі 
СОЗССг- 

3 ДО 
(18) 

Третье уравноніо иряко дастъ 

ЙО _ ст_ 

йі аіп і }Г\ — о2 йі 
(19) 

X * о* 
Четвертое изъ начальныхъ уравненій помножимъ оа —, а пятое на ас и слс- 

ы 
жимъ произведенія, тогда найдемъ 

ДЛ 
'1 

А0 “ 
с* йЕ (Ш 

г-;—г ак т— 
Де (Іа ]= 

т\ е (II 

2 Ій 

о ли 

сП па /, о. сІЕ 

а=-т(1-^ж — 2я5 
ДЙ 
йа 

Шестое изъ начальныхъ уравненій приводится къ 

(Іа л 9 (ІЕ 
Ті = а““ ж 

Внося ото во второе изъ начальныхъ уравненій, легко находимъ 

(1с па 
(Н с 
«ѵ гѵ«ѵ ,, п. (ІЕ ѵіа л 

-й = -^~о)чг--уі-с 1и 

(20) 

(21) 

дѳ 
Наконецъ 'подставляя найденную величину производной -т. въ четвертое изъ началъ* 

а* 
пыхъ уравненій, получимъ 

Дел ^ ап }/1 — с2 (ІЕ 

йі с Ас 

ап , . (ІЕ 
, сок % — 

]/\— с7 сП 

Ми разсматривали до енхъ поръ спетому элсмсітт О, <а, г, я, с, ?, гдѣ о есть 
разстояніе перигелія отъ узла и I сред иля аномалія эпохи. Нерѣдко однако вмѣсто 
этой состевш принимается другая, икоиио б, тс, і, о, сі е, гдѣ йодъ к разумѣемъ 
долготу перигелія, подъ 6—среднюю долготу эпохи. Но если имѣемъ формы для вы¬ 

численія измѣненій первой системы элементовъ, то легко найти соотвѣтствующія формы 
для второй систоны. Для этого замѣтимъ, что тс = о-(-0, 1=ъ — тс и если 
есть среди я я аномалія свѣтила, соотвѣтствующая времени /, то пі -[- е — тс пред¬ 

ставитъ собою среднюю долготу свѣтила для того же момента і. 

Такимъ образомъ 

сік _ , ДО Д« _ (II , йк 
йі йі ' йі ’ йі ~~ йі ' йі 

(22) 
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_ йо сІЬ АІ 
а потому, если знаемъ формы производныхъ -г, то логко составимъ формы 

_ л (іЬ и* (М 
(Ы аб 

ДЛЯ “71 11 Лі • 
“ -м 4. М Внося въ первое изъ предыдущихъ выраженій вмѣсто к ихъ выше найден¬ 

ныя выраженія, легко получимъ 

(23) 
йіс і АЯ а тс ап , * «хь . Ш%/- 

2 А 

Ивѣя это, легко даемъ второму изъ выражепій (22) видъ 

ав 
Ае 

. ІЙ.Й . 2 ЙД 
йа 

л . Аі (Іа Ае ѵ . 
Въ выражепія производныхъ ^ входятъ иропзводвыя пертурбащоы- 

пой функціи взятыя по элементамъ о и г, но эти послѣдніе замѣнены вамп чрезъ 

тс в в, поэтому вмѣсто производилъ должны быть введены теперь друпо 

коеффиціеиты. Это можетъ бытъ выполнено на основаніи слѣдующихъ соображеній. 

Мы можемъ разсматривать пертурбаціонную функцію или какъ функцію элемен¬ 

товъ 0, о, і, а, е, г, или какъ функцію 0, і, а, г, с. Поэтому 

-- •й0 + -йГ • ** + "йГ • * + ТГ •Йй + тг ■ * + —Г •іП = ЙѲ 

ЙД 
йѳ 

(К йа 

л+© ■1*+йт) • ■й+О • *+О • ■*+('!) ■ * 
Для отличія мы заключаемъ въ скобки производныя взятыя по элементамъ 

второй системы. Мы знаемъ, что йо = йк — йй, й2 = йе — йтс. Внося это въ 
предыдущее тождествеииоѳ выраженіе и сравнивая коеффищеиты при одииакпхъ диф¬ 

ференціалахъ, найдемъ 

АП _ ЛЯ (АЯ\ ( 
й(Г йо \ сІЬ) * 

АЯ _ (АЯ) ' АВ _ (АВ) % 

АІ \й*/’ Аа \Аа)} 

откуда 

йВ _ (АВ) , АВ 
АЬ ч Аь) ' йо 

АЯ_(АЯ) , АВ __ /Ай') , /йЛ\ 

йо I йО/^ ей \йя/ ^Ѵйе/ 

АВ_(сІВ) . /МП г /ДВ\ 

йо “ ІагУ + \л) + I лУ 

ай _ АЯ _ /ав\ 
ЙО Й2 _ ^чйх/ 

АВ _ /Ай\ в йД _ /йД\ 

Й4 \Аі/ 9 Ас К Ай) 

Слѣдовательно 
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в . <т як т 
Внося пайдепяия теперь величины производныхъ ~=—, ^ от, выраженія (18), 

(II Г«4) (І‘і 
(20), (21) и присоединяя кг полученныхъ результатамъ совокупность уравненій (19), 

(23), (24), имѣемъ 

(Іа 
Ті 

йс_ 

(II 

- 2 ЙЛ 
2а2п -г- 

(ІС 

ап і/т /1 - о2 - і] 
Й22 ап)/1 — о2 (ІЯ 
(Іс 

* = _ 2о"яШ - “Ѵі=1. | ут-е' 
ііі (іа с 

(ІЯ 
(ІС 

ап 

/г ІАПв« 
і йЯ 
2 й-і 

дк ап і/і — с1 (ІЯ , ап , і дЯ 
- ——I-Г-Ч- Ъйі-- сП 

<10 

С 

ап 

йе ' /1 — е2 

1 ЛЯ 

2 ді 

си /і — с2 вы-і (и 
<1і ап 1 сШ 

сП ]/1 — с1 зін і йО і/і — о 

, * 
1 о 

ЙЛ ^ йЛ | 

•Л Л ГС 

(25) 

Такимъ образомъ рѣшеніе вопроса о позмущоиіт свѣтила ш0 приводится те* 

перь къ интегрирование этихъ совмѣстныхъ дифференціальныхъ ураввеній перваго по* 

рядка, тогда какъ первоначально рѣшеніе того же вопроса зависало отъ иптегриро- 

ванія урав(іоній (9), ч. 4 втораго порядку поэтому мы заключаемъ, что примѣне¬ 

ніемъ способа измѣненія произвольныхъ постоянный порядокъ шітогрпруоныхъ урав- 

пеиій пониженъ. 



II. 

Общія понятія о вѣковыхъ и періодическихъ возмущеніяхъ. Общая 
форма разложенія пертурбаціонной фуннціи. Разложеніе пертурбаціонной 
функціи въ рядъ расположенный по степенямъ эксцентриситетовъ и 

наклоненій. 

Б. До шт, поръ не найдено іш одпого интеграла уравненій (25) н если хо- 

тимъ примѣнить эти уравпснія къ рѣшепію вопроса о вычисленіи возмущеній, то 

должіш будемъ выполнить интегрированіе посредствомъ рядовъ; по попятно, что этимъ 

путемъ ми ис можемъ получить общаго рѣшенія вопроса, ибо ряды, представляющіе 

достаточную сходимость въ одномъ случаѣ, по имѣютъ этого свойства въ другихъ. 

Эксцентриситеты орбитъ большихъ плапстъ не велики, незначительны также и накло¬ 

ненія этихъ орбитъ къ эклиптикѣ, поэтому ряды, расположенные по степенямъ эк¬ 

сцентриситетовъ или ипшпеній, быстро сходятся въ примѣненіи къ вычисление воз¬ 

мущеній большихъ планетъ. Эти жо ряды представляютъ псудовлетверительную схо¬ 

димость для малыхъ планетъ, наконецъ въ примѣненіи къ вычисленію кометныхъ воз¬ 

мущеній разложенія по степенямъ эксцентриситетовъ н иаклоненіЛ стаповятся север- 

шеино невозиожиьшн. 

Принимая это во вииманіе, слѣдуетъ считать аналитическую теорію возмущеній 

мало разработанною, и тѣ пріемы, которые предлагаются въ иастоящсс время для рѣ¬ 

шенія на практикѣ вопроса о возмущеніяхъ, столь сложиы, что изложеніе ихъ завлекло 

бы насъ въ утомительныя подробности, пользу которыхъ сдвалн можно убѣдительно 

доказать. Эти соображенія заставляютъ насъ ограничиться доказательствомъ и ѣ ко то* 

рыхъ общихъ теоремъ небесной механики. 

Геліоцентрическія коорднпаты свѣтила, какъ мы видѣли, суть функціи элемен¬ 

товъ и вреиеин; это послѣднее входитъ въ выраженія коордииатъ въ формѣ пЬ 4-е, 

гдѣ подъ 6 разумѣемъ средиюю долготу эпохи. Такимъ образомъ мы можемъ сказать, 

что коордішаты вообще суть функціи элементовъ п средней долготы ?, ибо 2 = + 

Если средияя долгота I измѣияется па 2х, то свѣтило возвращается къ тому поло¬ 

женію, которое оно имѣло при сродпей долготѣ I и координаты ул гл соотвѣт¬ 

ствующіе средней долготѣ I-|-2тс, будутъ тѣ же какъ н координаты соотвѣтствую- 

л(ія средней долготѣ I. Если это заключеніе справедливо для координатъ возмущеппаго 

свѣтила то оно вѣрпо также н для координатъ возмущающаго свѣтила іщ . 



279 

Пертурбаціонная функція, какъ мы знаемъ, имѣетъ видъ 

д _ »»І П _ ОМ' + У1/Ч- г/] 
|іоі-р ’-'3 " -1 

и есть слѣдовательно функція координатъ х9 у, я, х\ у\ Если координаты суть 
иоріодическія функціи имѣющія періодъ 2л, то и функція II имѣетъ тоже свойство, 
оиа также есть періодическая функціи съ періодомъ 2тс. Легко показать, что такая 
фуикціл разлагается въ рядъ но синусамъ и косинусамъ дугъ кратныхъ отъ I и 1‘* 

Если нѣкоторая функція <р($ есть періодическая съ періодомъ 2л, то 
9 (С 2тс) = <р (С). Положимъ, что 

9(С)=Л.еаС <2С) 

гдѣ А и а должны быть опредѣлены йодъ тѣмъ уеловіемъ, чтобы удовлетворялось 

предыдущее уравненіе представляющее собою свойство иоріодической функція. Слѣдо¬ 

вательно также 

Сравнивая эти два выраженія, заключаемъ, что постоянное а должно удовлетворять 
уравненію 

, 2тса 
1 = е 

корни этого урависиія суть 

а == ч: /; /— 1 

гдѣ йодъ к разумѣемъ всѣ цѣлыя положительныя числа, ио исключая нуля. И такъ 

уравненіе (26) можетъ быть представлено въ видѣ 

к ^ +«о 

1с ^ ® 

пли 

? (О = + 2 */“1 

* = - іЛ 

= л0 + ^ [и» + А-ь) тк+ѵ— і и» — л.,) «іи ^ 

Пусть для краткости 

Ак + А-к=Вкі (Лк-А-к)]/= 

•огда 
ІС~ ео 

<р(9 = 2І> *.соз ЛС+С*.8іи/*С 
?с=:0 

(27) 
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гдѣ слѣдовательно 2?0 — А>, ибо при 7т~0 имѣемъ тК — О. Выраженіемъ {27) 

подтверждается положеніе, высказаииое нами въ иачалѣ. 

урбаціошіая фу индія зависитъ отъ координатъ ооэмущеішаго и возмущаю¬ 

щаго зла, слѣдовательно можетъ бить разсматриваема какъ функція средней дол¬ 

готы возмущеннаго и прямолилеЛпигь коордипатъ возмущающаго свѣтила. Такимъ 
образомъ можно принять В = {(7, х\ у', *'). По общему выраженію {^7) мы можемъ 
представить эту функцію въ видѣ 

і “ со 

(28) В = ^ [Ь*. сов Ы + ск. 8П) Ы] 

А-— о 

гдѣ по теоремѣ Фурье /2* 

в- 

сов к1.йІ\ ск 
1 

* і 
2 ТС 

в. зіп и. ііі 

Ксли выполнимъ указанныя здѣсь интегрированія в полученные интегралы подвергнемъ 
вліянію предѣловъ, то выраженія коеффн центовъ Ък н ек не будутъ болѣе содержать 
исрсмѣипаго а будутъ функціями координатъ х\ у\ г' и кромѣ того будутъ со¬ 

держать элементы возмущеииаго свѣтила и другія постоянныя величины. Замѣтимъ 
одаако, что эпода е входитъ всегда только въ зависимости отъ I, а потому если Ьк 
и ск ие содержать 2, то сил будутъ независимы и отъ эпохи §. 

Мы видимъ такимъ образомъ, что каждый изъ косффищептовъ Ьк и ск можетъ 
бить разематрввасмъ какъ функція перемѣиныхъ х\ у\ г\ или, что все равно, какъ 
функція отъ 1\ слѣдовательно каждая ішъ этихъ функцій есть періодическая съ пе¬ 

ріодомъ 2к, а потому къ каждой изъ нихъ можетъ быть примѣнена общая теорема 
(27), И такъ 

к* “ Сй 

(29) 

1>к = ^ (\, С08 Щ + 7Л, ЗІ.1 І'ГІ 

Ѵ — ф 

л 008 ^'Ѵ “Ь йй7Л^ 

гдѣ 

е соя кТ. АѴ; 

о 

подобныя же выражеиія имѣютъ и коеффиціеити д^ и 7^,. Такъ какъ Ьк и ск въ 

видѣ перемѣннаго содержатъ только то выполнивъ указанныя здѣсь интегрирова¬ 

нія и подвергнувъ полученные интегралы вліянію предѣловъ, найдемъ такія вы¬ 

раженія для , Чдм 9% и /*д, которыя по будутъ явно содержать времени, а бу- 
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дутъ зависѣть только отъ элементовъ орбитъ возмущоииаго и возмущающаго свѣтилъ 
к нѣкоторыхъ постол и пыхъ величи пъ, Что касается до элемента е, то оолятио, что 
опъ пе будетъ входить въ коэффиціенты іЗ;.,, Г;;, 0;.п ибо эти шф- 

фиціепты не содержатъ ! и ^ а эпоха входитъ всегда только въ зависимости отъ 
среднихъ долготъ. 

Впося выраженія (29) въ (28) и бомия, что 

сов Ы. соз Ш = ^ [сов (й? 4~ Іс'Ѵ) 4“ сов [Ш — Ш*)] 
2/ 

8ІII и. 8І и ІС'І ■ = ~ [сов (Ы — Щ — соя {Ы + №)] 
іі 

сов Ы. зіп КѴ = ^ [віо (Н 4- — зіп (7й — І'Ѵ)] 

зіп Ы. соз Ш = і [зіп (7и + 7ЛГ) + иіп (^ — 7Л')] 
2/ 

получимъ 

4=: со к‘—х 

л=2 2 ■со8 {ы+т‘]+мз (м - ^ 
1*=.О 4'=(і 

4- зіп (И + /Л') 4- рр яіп <й - М1)] 

Для краткости мы опустили указателей при коеффиціептахъ & у, у} Ь. Выраженія 
(29) показываютъ, что иэмѣияя одоовременио знакъ при № и при коеффиціептахъ 
у и Д, мы не измѣнимъ велнчипы функцій н , а слѣдовательно, если въ чле- 

пахъ содержащихъ косффиціеиты у н Ь измѣпнмъ знаки, измѣнивъ вмѣстѣ съ тѣмъ 
и зиакъ велнчнпы 7с', входящей подъ знакомъ тригонометрической фуикцЦ то вели¬ 

чины и знаки этихъ членовъ не измѣнятся. Сдѣлаемъ подобныя измѣненія во второмъ 
и четвертомъ членѣ предыдущаго выражоБія и тогда приведемъ его къ виду 

в = 2 2 ДО -л) со8 а-? 4- №) -ь (г-ьа) «в (и+т) 
к—О 7с'=0 

Пусть 

(3 — 1і = Аі , ці; у д = Вк, і' 

тогда 

4^ со У^:<а 

В = Лц 4- Т еоз (Ы 4- йТ) 4- Бк еіп (И + 7ЛГ) (30) 

&ОЛ®Г 

Замѣтимъ, что А0 получимъ изъ общаго выраженія косффиціеита Л*, *' полагая одно- 

времен по 7с = 0 н к1 = 0, ибо только при этомъ условіи мы выдѣляемъ изъ всего 
періодическаго ряда членъ свобод и ый отъ тригонометрическихъ функцій средней дол- 

ЗГі 
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готы возмущеннаго н поэму тающаго свѣтилъ. Этотъ членъ по будетъ содержать явно 
времени но будетъ фуикдгеП элементовъ обѣихъ орбитъ; кромѣ того функціи Л0, 

подобно всѣмъ другимъ коеффпдіентамъ разсматриваемаго періодическаго рядя, не 
будетъ содержать элементовъ в и е' 

Разсматривая наПдоішую теиерь форму (30) разложенія пертурбаціонной функціи, 

мы видимъ, что эта нося! дням можетъ быть представлена въ видѣ двухъ существен но 
различныхъ частей. Одна не содержитъ времени явно, а заключаетъ его въ себѣ 
только въ зависимости отъ элементовъ, между которыми нѣтъ однако эпохи оредней 
аномаліи, или эпохи средней долготы. Другая часть представляется суммой неріоди- 

ческихъ членовъ, которые содоржатъ вре№ лоно, но не ниаче какъ подъ знаками 
тригонометрическихъ функцій. Косффнціеіггы отихъ періодическихъ членовъ суть функціи 
элемеитовъ, цо эпохи также не содержатъ. 

Для интегрированія выраженій (25) ни должны иайти производный пертурба¬ 

ціонной функціи но моментамъ и виссти эти производныя въ уравненіи (25). Вы¬ 

полнивъ затѣмъ ири извѣстныхъ доиущеиіяіъ интегрированіе полученныхъ дифферен¬ 

ціальныхъ выраженій, мы найдемъ, что и эти интегралы почти всѣ будутъ состоять 
изъ двухъ такихъ лее различныхъ частей, какъ и пертурбаціонная функція. Одна часть 
выражается посредствомъ элементовъ орбитъ возмущеннаго н возмущающаго свѣтилъ, 

въ другой части вромя входитъ явно йодъ зиаками тригонометрическихъ функцій. 
Первая изъ этихъ частей выражаетъ собою возмущенія называемый вѣковыми, вторая 
представляетъ возмущенія носящій названія иоріеднчеешъ. Элементы со временемъ из¬ 

мѣняются весьма медленно, такъ что вообще требуется звачитслыюо время для того, 
чтобы они привяли то значеніе, какое имѣли въ началѣ извѣстнаго періода времени, 
поэтому и возмущенія объушвлнваюишеи такимъ медленнымъ нзмѣііопіемъ элементовъ 
называются вѣковыми. Замѣтимъ наконецъ, что вѣковыя возмущевія зависятъ отъ 
взаимнаго расположенія орбитъ свѣтилъ, а періодическія—отъ взаимнаго расположе¬ 

нія самихъ свѣтилъ. 

4. Посяѣ этихъ общихъ соображеній будемъ искать форму коеффнціентовъ раз¬ 
ложенія иертурбаціоииой функціи. 

Въ выраженіи (8), ч. 4 пертурбаціонной функціи р ире дета в ля отъ взаимиое 
разстояніе возмущоішаго и возмущающаго свѣтилъ и можетъ быть представлено въ 
видѣ 

р2 = г* + г * — 2гѵ\ соз (г, г') 

кромѣ того разстоянію р можно дать форму 

Р2 = Г* + Г* — 2 (* , *Ч-у. у'+ 2.2’) 

Слѣдовательно 

я • я' + У 'У1 + *. — п*г. соз (г, г') 

такимъ образомъ, если положимъ для краткости |а; = —у-1—і то выраженію (8), 
1 -|- ш0 

ч. 4 можемъ дать видъ 

и = ^ (У* + гг — 2гг\ соз (г, г')] 3 — 0(155 {г, г') 
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Означимъ чрезъ ^ взаимное наклоиопіе орбитъ возмущеннаго и возмущающаго свѣ¬ 

тилъ. Пусть % и я' будутъ разстоянія взанмиаго пересѣченія орбитъ считаемыя по 
орбитамъ свѣтилъ отъ узловъ этихъ орбитъ на эклиптикѣ. При такомъ обозначсаіи 
въ треугольникѣ аЬс (фиг. 11) стороны суть <і, я', О — О', если йодъ 0 и 9' разу¬ 

мѣемъ долготы узловъ орбитъ иа эклиптикѣ. Углы нротивуноложные этимъ сторонамъ 
суть: іу 180° —і‘ и ір Прсдиолагастся, что г и і‘ представляютъ собою паклоиоиія 
орбитъ возмущеннаго и возмущающаго свѣтилъ къ шиитикѣ. Въ треугольникѣ т0тЪ 
стороны суть: т0Ь = ѵ — 0 — тЪ — ѵ' — Ѳ' — (/•, третья сторона измѣряетъ 
тотъ уголъ, который составляютъ между собою радіусы векторы свѣтилъ. Такимъ 
образомъ изъ этого треугольника имѣемъ 

Ш (>*, г’) = С09 (V — $ — 0) С08 (і/ — <1 — 0') + 8І1І (ѵ — д — 0) 8111 — (/ — 0г) сов гі 

гдѣ подъ и гі' разумѣемъ долготы въ орбитахъ возмущеннаго и возмущающаго свѣ¬ 

тилъ. Замѣняя во второмъ членѣ сов?) прозъ сов2 — $іп2 и умножая пер¬ 

вый членъ на сов2 віп2 , логко приводимъ предыдущее къ виду 

сов {гу г') = со8г(3-)со$ [ѵ—ѵ(ц—д'4-0—1)г)]-(-8ш2[^ )сов[ѵ-|-уг—Ь—0'—(^2+2*)] 

или къ виду 

СОВ (Г, г') = С082(^ДС0« (у— ѵ')С08(й — —0') —I- 8ІП (у—і/) 81(1 (([ — //г-|-0 — О")] 

+ 8ІН2 (>|) [сов (ѵ -\~ѵ' — ь — О') СОВ (й + 2Г) +8ІИ (у+Уг-0-(У)8ІП (2+^)] 

Пусть 

1 + а— С082(^1с08 (а — + 0 — Ог) ; ? ~ С082(^ І8ІП (г/— г/-)-6 — О') *ЛІЬ. 

Г==8Іи2(|)со8 (а -н 4)\ 5 = 8ІІІ2(|]8Ш (й + 21) 

(31) 

тогда 

С08 (г, ♦•') = (1 -|- а). сов (ѵ — ѵ‘) 4" ? • 8Іп (ѵ — ѵ') 

-|- у. сов (ѵ ѵ‘ — 0 — (У) . віп {ѵ -|- ѵ1 — Ь — 0) ^ ^ 

Примѣняя къ рѣшенію треугольника аЬс (фиг. И) уравненія Гаусса, логко находимъ 

. О — 9' 4- л — ([ ѵ) . й,. . г . і’ 
8Ш -~4-— СОВ = 8Ш (0 — 9') 8(11 тг • 8Ш 7- 

и ы Л 6 

О — 0 4- (/ —« ^ г г г . г1 /п ,|ІѴ 
СОВ-^4-к ш .1 = С08 тг * СОВ 7: + 8Ш -п- > Ш -г * С08 (0 — О1) 

& а а 4 & 4 

/тіХ 1 
$іп ^ + а*) віп2 -Л = л (соз і — сов г) віп (0 — О') 

\ш & 

С08 (а -|- г/) зіп2 (|) = і (1 — С08 г.Ш І') С08 (0 — О1) -|- *) 

(33) 

*) Для сферическаго треугольника, стороны шорііго еуть а, Ь, е, уравкеігія Гаусса даютъ: 
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Посредствомъ этикъ выраженій легко представить коеффиціситы «, Р, у, 3 въ зави¬ 

симости отъ иаклоисиій орбитъ къ оклиитикѣ. Помножая первое ивъ этихъ уравиоиій 

на второе» найдемъ 

ео8-і^)8іи(0 — О' + д — (/ 
ВІ1И.8ІІП1 8ІП (О — 0') 4- 8111е()8ІП1 (^) 8іп 2 (0 — Ь‘) 

откуда прямо заключаемъ, тіо 

(34) 
аіт.зш г 

2 * 

аіп (0 — 6') Ц-зш2 
г 
2 

8іп2(|)8Іп2{Ѳ-6) 

Возвышая первыя два изъ уравненій (33) въ квадратъ н вычитая нервый квадратъ 
изъ втор а го, легко находилъ 

сов* сов (0 — О' + д — ц1) = 1 — ві о* I тг — а I + Й* 
*а'г 

8Ш г. зш ь 
СОВ (Ь — (Г) + 8ІП* ІВІІП-Й- )ш 2 {6—0') 

. С , а+ Ь .С А - В 
яш ^»Іп—= »и ^С08—^— 

. С а + Ь с А+ В 
ЯШ СО8—д—— МП — гг* —!_ 

С й 008 2СОа 2 

О . а—Ь , с , Л — В 
соя 2 8Ш“Т"= 3,и 2 ®И“5— 

О а -Ъ с . А + В 
№ ^-СОВ -у- = С08 ^ ят —^— 

. с нотіожилъ третье шъ зткгь уравненій иа сое-**, а четвертое иа вів^ и. сложивъ пришводошл» 
с 2 

найденъ 

(а) 
О . с +а —Ь , .А В 

С08 ^ ЯШ-2-— 8І11 с. ЯШ «д С08у 

Пошэднгь третье изъ ураішііій Гаусса іювіа^ а вычтемъ произведеніе изъ четвертаго уикожен- 
с г 

наго па со» —, тогда иолушыъ 
« 

,м (/ в + а-Ь А , В . А В 
(°) с 08 ^ С08--= т 2" янп у + 2Ш соз -2 • с 08 с 

Ушюншмъ лорвоо Гауссово уравненіе па второе и будемъ имѣть 

(с) йи8 (2) йи (а + Ь) = -~^С08 А + соа 2?^ 

Вычитая квадратъ перпаго урдвпеиія ивъ квадрата второго, пагодамъ 

“И* (§) ш (° + !0 — ооз“ (|) сов5 (~—) — ВІИ* (|) соа* [л ~ в) 

откуда легко полутонъ 

('О яіи8 (^) ш (а + 6) = [^1 + сов Л . сое В^ — йп А . аіи В 

Если въ уравненіяхъ (л), И, (с), положимъ <! = >'; В = 280е — і; 0=4; Ь = </; 

с = 0 — 0'» то к получимъ уршюшл (33) 
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Сравнивая эго съ первымъ изъ выраженій (33), заключает, что 

а = — він® - ВІИ® СОВ (0 - о1) + 2 8ІІ1® ( ВІИ® (-0 сов® (О -0') (35) 

Замѣняя въ третьемъ и четвертомъ изъ выраженій (33) косинусы наклоненій сии у- 

сами иоловилиыхъ дугъ и сравнивая полученныя выраженія съ выраженіями (31), 

находимъ 

Такимъ образомъ ми видимъ, что а, [3, у и Ь суть величины втораго порядка от¬ 

носительно наклоненій орбитъ возмущеннаго и зозиущающаго свѣтилъ. 

Отдѣлимъ въ выраженіи (32) явныя функціи времени отъ функцій элементовъ. 

Явныя функціи времени суть между ирочимъ нстиииыя аномаліи /’ и Д Ши зиасмъ, 

что ц :=/*:-]-;с; ѵ1 = і' -|- ъ'. Виося зто въ выражепіе (32) и полагая для крат¬ 

кости 

Р = (1 -|- а) сов (тс — тс') $. зіи (тс — тс') 

= — (1 + «) 8іи (тс — тс') + р. С08 (тс — тс') 

б := у.С08 (тс -|- ТС; — 0 — 01) + 8. ВІИ (тс + тс' — 0 — 0;) 

б,= — у. 8ІЦ (тс -|- к' — 6 — 0') -|- $,С08 (тс Ц- 7С* — 0 — Ѳ') 

легко иаходимъ 

СОЗ 0‘, г') = Гѣ С05 (/— Г) + Рі. 8іп (/■ — П 

+ (?.С08 (/Ч- П + ^ . МІП (/Ч-П 

или 

с 08 (г, г') = (Л1 -|- (?) С08 Д 008 /*' -|- (2^ — б) 8Ш Д 31(1 /*' 

+ (Г, + 6*0 ЗІИ Д 008 Д + (б,— 2^,) 008 Д 8Ш Г 
(38) 

гдѣ слѣдовательно 2^, б, 2^, бх суть функціи элементовъ и времоии явно но со¬ 

держатъ. Функціи б и б, суть всличниы втораго порядка относительно иаклоноиій, 
а функціи Р и Рі разнятся отъ соз (тс — я') и отъ зіи (к'—тс) величинами вто¬ 

раго порядка относительно иаклоиеній. 
Пусть 

тогда 

Д, = іі; [г2 + г2 — 2гг. соз 0*, г)]ѵ 

ж» = — ~-2- сов (г, г') 

2? = 2?! Ч" 

(89) 

5. Разложимъ въ періодическіе ряды явныя функціи времени входящія въ Л, в2^, 
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Дли насъ необходим теперь разложенія функцій 

г1, --суз/, — ■ юн/, ^ • сой л-йчЛ 8ІІ! I » с05/" 
л (А и т • 

На основаніи того, что мы гиворнлкі въ о° 30, ч. 4 допустимъ, что 

г 
.<( 

а9 + *і. соз С -[- о*. сов 2С + ’ * * - + а*. соз А? 

гдѣ подъ С разумѣемъ среднюю аномалію свѣтила. Но теоремѣ Фурье 

Оо = 
_1_ 

2* 

2* 

о 

означая чрезъ и эксцентрическую аномалію свѣтила, легко приводимъ это къ виду 

_1 

2іс 

2 ТС 

(1 — е. соз и)3, ііа 

о 

откуда легко получаемъ 

“0=1 + 1^ 

Что касается до ісосффицісптовъ періодическихъ членовъ разсматриваемаго теперь 
ряда, то вообще 

Что въ зависимости оп эксцентрической аномаліи, какъ мы знаемъ, представляется 
въ видѣ 

2* 

(1 — с, соз и)3 соз (Дм — Ісе. зш п)лЫ 

о 

такъ какъ {1 — с . соз п) соз (Ан — Ас. зіц «) .йи за исключеніемъ постояннаго мпо- 

житела ость точпый дифференціалъ, то, выполняя здѣсь интегрированіе но частямъ, 

имѣемъ 

«* 
2 

к, к 

/2 ТС 

зіц (Ап — Ас, зш м) (1 с. соз «) о. зш и . (Ы 
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интегрируя это еще разъ по частям, имѣемъ 

2Я 

2 Г 
(хк — — —р I с.ш и. сое (кн — Ъ. 8Іп и) йч {«) 

что можно представить въ видѣ 

2* „2л 

а* —• — гта / 008 і/ги—Ач'.віц и).<1и -|-^я^ {1—^.ссв«) со$ {ки—кслін и). Пи 

о о 

но такъ какъ 

/2* 

008 Цеп- 

I 
2л 

(1 — в. со8 и) сов (Ы — ]сѵ. зі и и) <1п = О 

то 

2л 

соя (кп — 7;*. 8іі) и). Пи (Ь) 

Сравнивая выраженія (241) и (232) ч. 4, мы видѣли, что 

2л 

/ сов (кн — кѵ . яки «) сіи = 2л ^ (40) 

а потому заключаемъ, что 

-=-(!■)'* 2 

И такъ если положимъ для краткости 

_ 2 7Л 
А* — I ^ 

2 

то будемъ имѣть 

к 7=. со 

*= 1 

. г 

(41) 

Найдемъ теперь коеффиціеиты разложеніи фуикцін — • сов /*. Легко видѣть, что это 
л 

разложеніе не содержитъ синусовъ кратныхъ дугъ средней аномалія. Назовемъ первый 
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члсиъ разложенія, гмэшеящій отъ періодлчосиой функціи, чрезъ р0 и коеффнціентъ 
общаго члеиа разложенія—чрезъ Р*, тогда будемъ имѣть 

/2Л 

а 

/2т 

Мы знаемъ, что 

соя /\ (К; р* = — / - * соз {. соз К« 

— • соз /* = соз и —* е 

поэтому 

2іс(30 = / (соз« — г) (1 — с. соз іе) сіп = — Зя.с 

Слѣдовательно 

Косффидіоптъ ^ представляется пъ видѣ 

і/ Р* = — I (соз и — с) соз (Ы — йс . зіп и) (1 — с.. соз к). г?м 

вы полил л интегрированіе по частямъ, получаемъ 

'-а/ 
= —г / зіи п. зіи (7,?н — ке, зіп и). йи 

Утюживъ это на (Іи я ваявъ интегралъ, найдемъ /л 

у зіп к . зіп (Ы — ке. зіи п) (Ы. (1е 

выиолиял во второй часта интегрированіе по с, имѣемъ 

Ай=^/ 
соз (ки — ке. зіп и) (Ьі 

что посредствомъ выраженія (40) приводится къ виду 

Л-*=^ 



\т іш принятому теперь означенію 

Слѣдосашьио 

II пип» 

/* 1 у . (Іи — Л* 

“■ к (Іа 

/• =г СО 
г # 8 , V 1 і1,і> 
л ' 2 1 ^ 7; йе 

1= і 

• С 08 АС 

(48) 

(«) 

Что касается до разложеніи * ып /і то оно уже найдено лъ и0 29 и ирсдстао- 

ляотся иыражоиіигь (2<12), ч. 4. При сдѣланномъ теперь озинчоцін ура функція 
имѣетъ оидъ 

Ум„« 
(I 0 ляА 

(45; 

к— і 

и* 
Опредѣлимъ теперь коф]шціоіпы разложим Іа функціи * ш /’. Назономъ по- 

стоніший членъ разложеніи чреп Ли и коф[іііціеитъ общаго плена прозъ Лк, Тогда 

Л л 

/2тс 
а1 

у 
— X / а" 
=, 1 , ■ ~.г ■ СОЗ /'. (К; -4* — / ~ • С08 /\ 003 АС • <К 

Обѣ !>тп функціи, будучи выражены ио окоцситрпчсскоП аиомаліи, ирниимаютъ ішдъ 

/*-к 
._1_ 1 С05 и — а 

^°~2* / (I — 

о 

л ^ 
^ _ 1 I (ш и — е) ш (Ы — Ас. жн м) 

Ь ТС / (1 —С.С08К)*1 
сіи 

Замѣтимъ, что 

С08 и — е 

/ 
, я соз п — о. сов2 н — е.аші и . 

... аи — / -- -.- -•„-т 
— с.сови) / (1—е.суз и)2 

/(1 — с.ши) (I (вііі іь) — аі» и. й (1 — с. с<>» 8іи п 
.. . - 

(1 — С. СОВ Н) 1 — с . соя и 

Слѣдователь ио А0 = 0. 
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Мы сейчасъ видѣли, что 

сиз и — с 

(I — о. соз »)* 

зіи и 
1 — е.ш и 

й потону, вылолшгй въ выраженіи Ак интегрированіе по частямъ, лотки пах одинъ 

Ак — ~ / зіп (кп — Ъ. зіи и), зіп и. ііи 

Сравнивая выраженія (42) и (43), видимъ 

1 / , „ , . , , і7Л* 
• / зіп (Ы — ке. зіп «) зш . (іи = 

Слѣдовашыіо 

II такъ 

л, = іА 

Найденъ теперь кооффішіоиты разложенія функціи -;*з * зіи /' Пусть постоянный 

членъ этого разложенія будегь Л0, а чревъ 11к означимъ коеффіщіептъ общаго 
члена. Тогда 

К = 
1 / о* , 1 / а3 . 

2тс / » 
•,3 * ЗІП Л Й? 5 ІІ* = / р • 3111 Л зіп Ц . Й? 

по такъ какъ 

— • зіи {— V1 — е2. зіп и; 
о = 1 — С 008 И 

ГГ . . ]/і — /Л 5111 П 
зш { = ;;. . 

г" 1 (\—о.ши)л 

Слѣдовательно 
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Ло =г 
1/Т 

2л 

зт: 
ніп и. Ни 

(І — л.ш «)' 

о 

л 

2Л 
5ІИ И , 8ІЦ (/іі! — 7ѵ, Кіп н).(1ц 

(1 — с .сох к)1 

о 

но тш> шил. 

зііие.сЫ __і 
(1 — , СОЗ л)2 І‘. (1 — ѵ . СОЕ ») 

то Ри — 0, а коочіфщіситъ Ѵ>к ішслѣ іштогриронапіп по частявп. пршіодптся пъ виду 

- сое (ки — к<!, ЕІц н). (Іп 

,3 ** 
у\—с2 1 и 

в, = г -- • - 

* ^ с 
I) 

отсюда, пршишая ио шіимапіс выраженіе (40), иолучаемі. 

21; і/1 — г- ..$) 
^ —.г "* <4 

2 

плп но сдѣланному мшмшіію 

с 

И такт 

_ IІ'то 

гЛ4 . - }/1 — г Ѵ.« . . ,, 
). 8ІЦ г =і — • — у к .ик Еш і\ 

ы 

(47) 

Паіідсмъ наиоиецг разложенія для сое /’ и $іп (. 

Пусть 

со* і = Р0 + Л . со$ С + Р* • сое 2? + 

Еіи і — Р0' -Ъ РЛ ш с + р± • аіі» 25 + 

Попятно, что 

, г2К 
ІѴ 

р* . СОЕ К 

+ Р/.ш« 

■ч 

2л 

ш Д Р4 =5 - '• / СОЕ /\ сое К./?С 



Мы зиасмъ, что 

202 

со8 { = 
С08 и — г 

1 — г. сов и 

поэтому легко видѣть, что 

1 

2к 

2т 

(сов» — /).г7» 

о 

2к 

(сов п — с) сов (йи — Аѵ. $іц п). <]и 

и 

Первое дат» і\ ~ — а гравтжаи выраженія (а) и (/>), видимъ, что 

2т 

г. сок п . сок (Іи — ];г , віп и). (Ы = 

о 

У» атг 

сов (Ы — I:с, вііі и). Ни 

о 

Посредствомъ этого коэффиціентъ общаго члсиа разложенія лов весьма легко приво¬ 

дится къ виду 

4 * 
1 — с~ 

К.О 

2т 

С08 (І п — 7;р. 8111»). (Ы 

о 

что но выраженію (40) обращается въ 

С/ 

И такъ 

к^сс 

сок {= — е ^ к • Л*. сов 7;ч 

Ъ=і 

Опредѣлимъ теперь формы для Д' и Р/. Поиятио, что 

р> — _і. 
2к 

2тс 

8ІЯ Д /% 

О 

2т. 

вііі / .вім /гС. г?С 

и 



но ми знаемъ, что 

. - /1 — гг 
вш г --$іц и; 

1 — о.т и 
С 2= и — ^ . 8111 п 

поэтому 

/ЪЯ _ /і 2Я 

віи и. (1щ = У—-0'- / яіи п>ж(кп—Іе.т ѵ).<Ьі Рп = 

Первое дасп. Р</ “0, а второе но сраписиш выраженіи (40) п (43) легко обра¬ 

щается іи» 

ПК 
р.-ѴГ^ 

И такъ 

к=2 *| со 

8ііі [ == /Г — гг ^ • віи АС 

/г= 1 

0. Имѣя Еіее ото, разовьемъ скачала вторую часть пертурбаціонной функціи, 
которая но средством г выраженія (38) можетъ быть представлена нъ видѣ 

Я» = - Г(2Т + О) ^ сов / • Й • сов /•'+(.?_&)-*:. віи (• % • віи Г 
а і_ я ? ? 

+ (-^гН?.) ^ ■ 8Іи Г--.1 ■ с08 Г + (ві—Яі) -- ■ СОЙ І ■ — ■ ЕІІІ /" 

ЗамЬияя фуикціп - • сов ^ - • віи /*, п т. д. найдеииыяш теперь рядами, к полагая 
// а 

для краткости 

с*—с?) — -1 . /,у = л,,*- 
66 

т і л \ VI в* и т Пкъ* _ п 
{Т, +<?,)---I. А* --?С’Г — И *т* 

,/з. __ 7?Л —- У,- --1 = Д,,*' -- * 

(48) 

легко находимъ 
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— сс 

Яг-Ѵ-‘ а,г |<У+в)л2*^м«:+§ (в.-^.)^1 - с,*2*'зл’*' зіп К 
Х' = 1 ^ = 1 

-ес Л'=:вэ 

12 2[л’і'_-?л’і']еоМ^_и''г:’) 
/;-) //=1 

(«) -і 22 [Л*,*' -)- ІА**'] сом (А*? — А;'?) 

А—I А'=1 

А~оэ А/=:«о 

—2- 2 2^+8іи (**+кХ) 
к-і к>—1 

к—а* А*~со 

42 2[Сьі'_2>ьі']8іп(к_?:’0 *> 
Л*=1 А'=1 

Въ такомъ сидѣ иредставлястся явною фуикцісю временя вторая часть иертурбандои- 

ной функціи. Такъ какъ суммоваиія по обоимъ арфіситамъ, т. с. но к и к1 произ¬ 

водится начиная отъ единицы, то со сколъ ряду нѣтъ члеиа свободнаго отъ періо¬ 

дической функціи н пел сумма состоитъ только изъ такихъ членовъ, которые содер¬ 

жатъ врем» явно подъ знаками тригонометрическихъ функція. 

Перейденъ теперь къ рѣшенію труднѣйшей задачи теоріи возмущеній; разло¬ 

жимъ въ періодическій рядъ первую часть пертурбаціонной фуикціп. Эта часть пред¬ 

ставляется первымъ изъ ь]Л}т;сшй (39); которому, обращая вниманіе на выраженіе 
(38), иожио дать видъ 

л,=4«>5+«'^‘ 

— 2аа'(^4- б) -• со$ сов /■' — 2с«і {Р — (?) - ■ зіи [■ - 7- зііі (' 
и и (( п 

— 2т1 (І^.+б.) - • зіп {■ • да Г — 2іш’ (&-Р,) - • да / • ■ зіп Г? 
(іа (ъ а‘ л 

Воз мелъ здѣсь общимъ множителемъ сумму а1 -{- «2, положимъ для краткости 

а = — 
па 

іі а1 + п' 

н обращая вншніе на выраженія (41), (44) и (45), легко получимъ 

*) Букой со тачками относятся къ помещающей планетѣ. 
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(50) 

А <х> 

Ь - 1 

к—со 

4- За (**,+(?,) I /1 -? 2 ^ 'ві|1 К + 3«(а,-**,) ~ 1/та* 2 Л'*'- яін *‘<Г 

к 1=00 

Д: —эа 7{'~со 

* 2 2 МѴ ^ - 0)]™№-Ю 
];а^і А'—I 

А’=: ю Л'= со 

“2 24§тЧ+в)--1-^1—‘••*ѵ <*~ 4««4'о 
Л—1 ^=1 

Лт: со /іУ=і со 

-»22 
7и=1 А'—1 

А“ со со пі 

“2 2йЧЧ«+ед-|-Ч' 
*~і *'=1 

Въ атомъ выраженіи ость нѣсколько членовъ нуле ваг о порядка относительно 
эксцентриситетовъ; къ нимъ относится пожду прочимъ первый членъ, т. о. одишщз, 

кромѣ того подобные жо члены находятся подъ знаками двойныхъ сумъ и зависятъ 
отъ аргумента К—Ь'Ч\ мы получилъ ихъ ири сумиоваиш, если одновременно при¬ 

мелъ Ь = 1 н Іс = 1. Выдѣлимъ эти члены изъ упомянутыхъ двойныхъ суммъ и 
положимъ 

V = 1 - а [-'|4 ■ ^ (Р + (?) + - К 4 (Р - (?) 
в. ѵ 

гіѴі, і/і 

си 

С08(с-0 

(6?,-^,) ВІИ (С-0 

(53) 

Раздѣленную на а сумму всѣхъ овальныхъ членовъ, находящихся модъ радикаломъ 
въ предыдущемъ выраясеніи В,, означимъ чревъ ТК Тогда порвал часть пертурба¬ 

ціонной функціи представится нъ видѣ 



гдѣ слѣдовательно величина \Ѵ не ниже какъ аериаго порядка относительно эксцен¬ 

триситета, а потому предыдущее выраженіе можетъ быть разложено въ рядъ но сте¬ 

пенямъ эксцентриситета и этотъ рядъ будотъ представлять достаточную сходимость 
нс только для всѣхъ большихъ иланстъ но н для многихъ малыхъ. 

Й такъ 

(52) Д = г/-^= 
I/от + а -1 

Въ большинствѣ случаевъ можио ограничиться треля приведенными здѣсь членами 
разложенія. Таки къ образомъ мы видимъ, что для рѣшеніи разсматриваемаго вопроса 
о разложеніи Іі^ необходимо составить ТѴ и ея стснеии, а таішс найти общее вы- 

_ * 

раненіе V 1 для какихъ угодно нечетныхъ зипчеиій Рѣшимъ прежде иервую, 

болѣе простую задачу. 
Фуикнін ТГ но нашему условію есть такое значеніе функціи ЛИ которое по 

содержитъ члеиовъ съ множителями соч (С — С) и зіп (С — С), ибо подобные члены 
вклкиеии въ выраженіе V. Такимъ образомъ иынолияя въ выраженіи (50) показан* 

иыя тамъ су мм о санія но к и 1с\ мы должны брить всѣ комбинаціи значеніе к и к‘ 

въ предѣлахъ е ди и и цы и безконечности, за исключеніемъ только того сочетанія для 
аргумента /:{— кХі въ которомъ одновременно к= 1 и /;'= 1; въ членахъ же 
зависящихъ отъ аргумента не исключиетсн и эта комбинація зиачсшіП как'. 

Въ выраженіи (50) положимъ для краткости 

і Ліи 
— й С*'1+ &) •003 ак\ 8 - + <?і) кк -= Ак. зіи ак 

■4(Р + в) I ^‘г = В,. сов Ь*; 3 (б, - Р{)-« П-к, і/і - е* = ]ік. йі, Ьк 

<58> + 
1/І — в2 Ѵ7!’— с 

со' 
/ік, кк г {Е— (?)=2IIк ук * С08 ск,, 

іи (Ѵі'к'Ѵ 1—с.г*/тя г у-г ч г к\/ (Ікк 1/1 — ,л ,, , «тт 
Же *^+в,)+Х \Іа~ У = 

і ,„ч і/і-с*/!-;?* 
кк' (к "(У ОС 

- Аі.АѴ^—б) = 8Х*.*' 

1ік йк\'/1 — і:г 
-П--АТТ ~-№і + Ъ)-Ч 

к\‘ (Ікі VI — 
• — (<7,-^) = 2Л/*,*' 

тогда функція приведется къ шіду 



297 

оо к> = 

**= 1 

А = во А' =з со 

+ ^ Ак 008 ^ Вк* 008 “ ^'0 
ь=і ;у = і 
А—во А^«о 

+ 2 ^ ^ Нк'к*С05 ^ “ 1с<і + с*’*') 

А'—со А'—во 

(54) 

+ 2 22 [І*ІЪ‘ СОЗ (« + ВД + мкгк* зііі (К + Л^СО] 

*=1 

Замѣтимъ еще разъ, что пъ члеиѣ зависящемъ отъ аргунеита 7;? —Ь'С + ^і*1 при 
суммонаиіп до лжи о быть исключено сочетай Іо к — 1 съ И = 1. Такпмъ образомъ 
ото выраженіе IV ос содержитъ члена 2//И1 сов К — С' + см г), который 
включенъ въ фувкцію V. 

Опредѣливъ теперь составъ функціи V 3 Положимъ въ выраженіи (51) 

Акх 
/Іо 

[Р + а) + ^—^ -е- к,. к\ (Г— «) = 2 (1 + е) ш» 
сс 

лихѴ_\-ёі 
1 1 Ле е‘ 

(0,-*,)-&, 
(Ш'1ш Ѵ"\ — 

с№ е 
С-№+еі) = 2(1+е)зіп<? 

(55) 

тогда функція V приметъ видъ 

V = 1 — 2а (1 + е) со$ К - С' + <?) (55*) 

положимъ здѣсь для краткости 

= а(1+б) = (і 

тогда 

Г = 1 — 2р. соз ф 

Пусть 

П = 1 — 2а. соз Ф 

Слѣдовательно Р ость та функція, въ которую обращается V при е = 0. Поиятво, 

что какъ V 3 такъ п V * могутъ быть разложены въ ряды по косинусамъ крат- 

иыхъ дугъ отъ Ф п косффиціепты обоихъ разложеній будутъ находиться въ извѣстной 
зависимости между собою. Если назовемъ чрезъ рр косффиціелтъ общаго члеиа въ 

. _а 

разложеніи V * и если Ар будетъ кооффиціептъ общаго члена въ разложеніи V , 

то ломия, что ^ = а -{- ас, можно Припять 

9$ 
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, ЙМ,''1 а1 е'1 , аа.е8 
(бб) Рк<4 = ^4г Кі + - *?Г Г? + “а~ 2~3‘ 

такимъ образомъ опредѣленіе косффиціситовъ Р^ приводится къ опредѣленію косф* 

фидіептовъ А/К 
Такъ какъ а< 1> то можно считать аг=$іп^; полагал кролѣ того 

я = сов ф + 1зіп ф; д: '= соз Ф — Ѵ~ 1 Ф 

имѣемъ 

Слѣдоватолыю 

2 . соз Ф = ж + - 

Р=і-віп|со8|[а! + і 

пли 

Л = с08* (!*')[' 1 + (лиг (і) — іаие (^Ѵж + -) 
\ (З/ I. \й/ ЧыгЧ X/ - 

откуда, какъ им у лее вмдѣлп, легко получить 

V *= соз* (!) 1 — х. Цп$ 

положимъ здѣсь для краткости 

соз { — I = т ; 
V &/ 

г V Цие - = » 

тогда 

(5?) п-^ *г, Гг'г, »Т7 а =» [і--] 

Разлагая обопхъ производителей въ ряды и перемножал эти послѣдніе, легко получимъ 

Л~Т=> у»і + Ь,<ч. ж + Ь,«.*а + &,(»>.жз _|_. 
(58) 

гдѣ 

+ Ѵ,.і + Ѵ>-р + і.'"^ + 

*■" =1+(!)■”■+№] •* + +. 

Ь.(*> = ІІІ+!)нэ . *,*(л + 2)(д + 4) , 
2 4 п о я—д—т — іг-Н • * • • • 2.4.*6 

и т. д. 
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Такимъ образомъ 

,ѵ 7; ”4-со 

(/^=2у>»' 

Л;~ — со 

ідѣ Ькм = Ь <ѵ>. Изъ выражсиія (58) видно также, что 
• к 

V 2б/ соз ф.+ 2Ьл ) сиз 2ф + Я'а ^ сиз Вф + 

полагая 2йа.(*> = А^‘\ имѣемъ 

* . М 
V ’2’=-°- + ф + л/"'сиа 2ф + 

И танъ ми видимъ, что опредѣленіе косффшйснтовъ разложеніи Ѵ 2 въ этой фордѣ 

привидится къ оирсдѣлонію кооффиціеитовъ Ьк(,). 

Дифференцируя выраженіе (57) относительно х, легко находимъ 

с№ 2 з Г. 

йх =гп’пѴ'п* .-а'П-і 
Слѣдовательно 

Ж "* * , Г. I ^ + ^|\ «1 (х ^ 
[і--] \х~^) 

Такъ какъ выраженіе (57) справедливо для всякаго те поставивъ въ йенъ $-{- 2 

на мѣсто 5, получимъ 

(*,Л "і— (2~"О г і“(т + І) 

а иотоиу 

ли 7 з __в с і\гт“(г+1) 

=2т -ч*-*-;* 

Выраженіе (57) можно представить въ видѣ 

,, ,г ,-(т+')г ,-(т+0 

* *—X1--”)[>-“] Г'-Й 
откуда легко выводимъ 

| л т=|»-*(і +«=) и ^ +1^| т-*..(* + !) и ^ 
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Сумма и разность этого выраженія съ выраженіемъ (60) имѣютъ пндъ 

2 ой а & 

а 

’ = Г»-<!+»■) у 
,„-(М 

— 8.Ш— 2. ПХ. Ь 
,'<Т* ») 

Но выраженію (59) составляемъ 

/0 V х* =+аэ — ѣ = +а> 

*-(т+,)= 2Ь-Ѵі 
— со &=-«> 

= 2 и,('Ѵ 

Слѣдоватолыіо доа предыдущія уравненія можно представить въ впдѣ 

гх >+* 
х —з.т~2,п у Ьк+1 .х 

ій-і-2) 

2 2 (і + *) I' т~2 С1 + ^ ^ 

А) 'Ѵ®' = 2^ЙГ 2 О +”*)2Ь**+' )ж*”3'}Н-г‘И26''-11 3“ 

Сравнивая въ этихъ тождсствоппыхъ уравненіяхъ коэффиціенты при одинашъ сто- 
пеняхъ х, имѣемъ 

<«+*) л + 
— З.М~ 

ОН-2) 0 ,(< + 8) 
'* 5ли *.п.Ък-\ 

исключая изъ этихъ двухъ уравненій коеффиціепгь Ѵ’\ находимъ 

*,('+2) /з Л ,(*+2) . /я . Л ,(' + *) 
О = - к {1 + «») Ьк - п - к) і,+ і « а І Ч &*- 

Такъ какъ это справедливо для всякаго $, то поставивъ здѣсь $ — 2 на мѣсто 5, 
получимъ 

М 
(61) 0 — 7с (1 + п) Ьк + « (о* — 1 — к) Ь*+1 — » — 1 + Л] Ьк-1 

(*) (*) 

Ото уравненіе даетъ возможность опредѣлить всякій коэффиціентъ разложенія по двумъ 
начальнымъ. 

ІІа практикѣ удобнѣе пользоваться для этой цѣли другимъ вира лешемъ, имѣю¬ 

щимъ форму непрерывной дроби. 
Полагая 

,(*> 
3 _ 
С*) - а*. 

Й*-і 

,м 
!>ь+і _ , 
—гл— «&+> 
і>к 
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у іюшш, что 

п _$ш р 
1+Ѵ ~ з" 

легко приводи«ъ предыдущее уравненіе къ виду 

0 = к. іь 
[*-*- 

. тр а . , , 
1 (1к><іі: і 2-2■ ~ 1 "г'4' 

2/; + $—2 . 

тогда предыдущее обращается въ 

Такъ какъ ііо сдѣланной у означенію 

а + 1) 

2І- 

то положивъ 

ииѣемъ 

4 + і 

-**+' ~ 2[;Г+Т)іир 

„ г.—*+«и, , 

^+ч—ъ— 

л _ Зк і 4*3»+і -, і 
V — ГТ ”Г >7* 7? АН*1 1 

«Г* 1 І'а.-*А-И 

#=*т»; |г±І = т* м и т. д. 
А к -**+1 

тогда предыдущее уравиеиіо иршшиаеп видъ 

откуда 

слѣдовательно 

0=1 — Гл — Ѵа<Т і + і Л-И 

1 + ** 4- 1 • У к + 

Ук — 1 — і і \ 
1 + ** • ъ1 

Ук-Ч = 1 + 
и т. д» 

Внося въ выралкевіе ук-і всличішу у*, получимъ 
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14-1 
1 

14* 
і + К +1 ■ ъ +1 

Замѣнивъ здѣсь у{ + 1 его величиною, найдемъ 

1 
Ъ- і 

1 + X 

1 +ТТ 
4+- 1 

1 "4 Ч + 2 ■ Ѵи- * 

или 

Гл -1 
1+- 

1 + \н- I 

і ц_к±*_ 
т1+ и т. д. 

«оставивъ здѣсь Ь — 1 на мѣсто &, будемъ имѣть форму для уЛ-а и т* Д* 
Если ук вычислено и потомъ по выраженіямъ (62) найдена величина (/*, то 

могутъ быть опредѣлены всѣ косффиціснты разсматриваемаго разложенія. Въ самомъ 
дѣлѣ, мы видѣли, что 

но такъ какъ 
(«) ,(*> 

'А-І = Ь*-3 •(/*-! 

ТО 

Ѵк — Ьі: - X • <1к - I • (Ік 
также 

,(«) Л*) 
-2 - &-!.{&: 

и вообще 

(02.) М , И 
Ьк — Ь„. . я,. 2,.<ік -,. 

И танъ знал одинъ коеффнціептъ Ь^\ ложно опредѣлить по этой формѣ сколько 
угодно друпиъ. 

При рѣшеніи нашего главнаго вопроса мы должиы будемъ давать величинѣ 5 
значенія цѣлыхъ, нечетныхъ чиселъ, т. с. полагать .9=1, 3, 5. Поэтому для 

полнаго рѣшенія вопроса необходимо “найти значенія косффшііснтовъ Ь^1\ Ь$*\ 
и т. д. Это удобно сдѣлать на основанія слѣдующихъ соображеній. Положимъ 
Ф = 180° — 2<ѵ, тогда функція ТІ легко приведется къ виду 

(1 +2.) [і-^-»!»•+'] 
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Если 

то 

4а * 

1+2а — Т 

П 'а = {1 + 2«) '""[1 —ч'.ііп1*'] 2 

По при замѣнѣ ^ чрезъ по сдѣланному теперь положсіГно рлдъ (5Я*) прнішмастъ 
видъ 

V 2 _ ъ}$)— 2Ь{И соз 20,' + 2Ь,(Л) со* 4$' — 213М соз С<|/ + 

Слѣдовательно 

(1 -Ь 2а)” Т[1 - т. «а1 У]~Т= Ь0(3)- аь/^сов 2^г + 2&Доз 4*' 

Умноживъ это ца (1$ и взявъ іштсгралъ въ предѣлахъ 0 к тс, получимъ 

(*1 

-У" 

.4 
2 >.г 

кІ>а — (1 2к) . ‘ ^ [I — т)*.8Іи* ф1] <4 

О 

(03) 

(0-0 

поэтому 

Замѣтимъ, что существует тояідсство вида 

/5,7С 
,/0^_1_. I ___‘!'У.. 

° лѴі ѴІ - У віп4 ! (65) 

Г _ 
е/ І71-^ 

—т,-. зиг 
о о 

По выраженію (64) составляемъ 

/К лТ? 

_  1]* У ш 2>; 

(1—ч|*8іц*«|»')* V (I—Г.зіп'-У) 

Ш 2*}Л - (Об) 
3 е,;«2 ,1.Х\!І 

і Л___ 

тс (1 2а) ѵ (1 — Т- зіи* фУ 

Умноживъ ішражспіо (63) иа со8 2<]ЛДѢ; и взявъ шітегралъ въ предѣлахъ 0 и х, 

получимъ 

»,м= 
х (1 + 2а) ‘г 

х 
_соз 2<у. (Ц! 

(1 — Ѵ.зінЧУ 
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Слѣдовательно 

; (»)___1_ і с08 2Ц 

*(1 + 2а)Ѵ (1 —ч*. 

2^^ 

8ІПг4У 

а потому тождеству (60) ложію дать видъ 

По по выраженію (02) имѣемъ = Ъ**\д/Ч Слѣдовательно 

й0(!)= (І + 2а)[і-|-^.2,{,)] Ьй 

откуда 

СО 

со 

(1 + 2а) [і - 

Увеличивал всѣ указатели двумя, составляемъ 

2 2 ?1 

(О 

(1 + 2а) Г 

Т. Д. 

Слѣдовательно мы можемъ опредѣлить Ъ® для какаго угодно цѣлаго печетнаго 

значенія если только будемъ зиать Ъ^1\ а этотъ коеффіщіеитъ, какъ показываетъ 
выраженіе (65), зависитъ отъ интеграла совершенію извѣстнаго. 

Кромѣ соотношенія (61) намъ будутъ необходимы нѣкоторыя другія, ему подоб¬ 

ныя; ихъ теперь мы н составимъ. Такъ какъ 

^ — "2" » 
к *фі/-і 

х = с т 

то ряду (59) можно дать видъ 

(67) 

к— —со 

Взявъ отъ этого выраженія производную по ф, имѣемъ 

(68) 

Г (р |/— і —ЪѴ-' 
.« 1 — а.сту —а.с ѵ *Ѵ-і 

2 М{?. 

с — а.с 

7;^: + ® 

к— —да 
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ИЛИ 

Щ [2 Ар + 2)с(к + 1)* і/~к— Р-Ѵ11 ^ =2^М ^ Ѵ^І 

Такъ какъ здѣсь пеѣ суммы берутся оъ предѣлахъ—со и -[-со, то предыдущее 
иыражеиіс ис напѣнится, если оъ первой его части и въ первой суммѣ поставимъ 
к — 1 иа мѣсто /с, а во отороЙ суммѣ измѣнимъ к па к 1. Тогда ото выражс- 

піе приметъ видъ 

Х;г2*|-оо Д”+со _ А'=+а> 

4«ГѴ >+а) ѵ ,і«+а) И-І/'-П V, >) 
~2і2іАі,~''с ~2іА,!+г'с \=2л1іЛк'с 

Дгг — со Д — — со Е— — 

Сравнивая оъ отъ тождественномъ выраженіи косффпнюиты при одинокихъ степе¬ 

няхъ перемѣннаго, находимъ 

.(*) 8Л Ѵ« + 8) .(» + 2) 
Ак-і — Ак+1 (80) 

А |/—І _А і/_ { 
Умножая урависиіс (С8) на 1—а ,с —а. с г , получимъ 

Дгг+с© 

|/— х — Ц' |/ — і [ ’Ѵ' 1  .5Л Г ф і/— 1 — Ф і/— 1 
8 Iй -с ] 

Л гг —со 

2іа* с 

Гт іт'Ѵ/-і -^Ѵ-А V, № ^\/~\ 1 — а. ст — а с т у >/;Л* С г ѵ 

Ь гг н* со 

Д“ — со 

что подобію предыдущему можетъ быть пред ставлено въ видѣ 

+ аэ Д = +со 

50.ѴГ ^ V*1 1 \ Г) /*' п 1\ .(*) /) г, >) 1 * (*) 1 І-ф/ГТ 

Д= -Ф 

откуда легко выводимъ 

— — СО 

,(Ч 2М? — а (27; — 2+4) л[11 
Лі + ,“ а "{27; + 2 — «) 

Если въ выраженіи (09) поставимъ к — 1 иа мѣсто /*, то будемъ имѣть 

>) «.« Г>‘+2) /*+2>1 
— I) ] 

Замѣняя въ выраженіи (70) указатели 5 чрезъ 9-|-2, найдемъ 

I <,+щ ы!*+!>+| » - >ич?= о 

(70) 

(71) 

(72) 

30 
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перемѣнимъ здѣсь ]з па к — 1, тогда получимъ 

(73) ^•(з+2/і — 2)а[-і ]—(&—1)^ ^ ,?) 
*+2) , а (* + 2) 

.(я+ 2) 
Исключая между уравненіями (60) и (72) коеффидіоптъ Лк +1 , маіідемъ 

(74) 
(8 + 21 (8 + 2) («) 

2«,<хЛ4. _ і — — (2/с — к) Ак = О 
(* + 2) 

исключал между этимъ и предыдущимъ уравненіемъ коеффиціентъ Ак-\ , получимъ 

.(в-1-2) («) («+2) 
за 8 (8+2/с—2) Л\ 12 -(21з-з)(к-\)АІз [(к-1) (1—2а8) + в*] Ак = О 

(.9 + 2) 
іісішочимъ отсюда Ак~і посредствомъ уравненіи (71) и тогда будемъ имѣть 

(.0 (я) 
/• + 4 2а(з+2к-2)А\-у-(2к-з)А/ 

{7л) Ак -. 8 (1 - 4а8) 

Дифференцируя иыраженіе (67) относительно а, легко находимъ 

5 ^ Ѵ/-<+ ^а[* + 2Ѵ^-Л-*°с1*^ 

7,* = -60 /ц=—со 

по такъ какъ суквш берутся въ предѣлахъ —со ц -[-со, то ате можио предста¬ 

вить въ видъ 

* = +« _*'=+«> . 

5 V Г Н‘ ^ I л^ + 2’1 V-1 V йАк1 і/-і 
а 2.1 >-1 + л‘+> Iе =1-1Ге 

1™+еО 

Л' — — со й=—<0 

Сравнивая въ »томъ уравненіи коэффиціенты при о ди нашъ степеняхъ порекѣиизго, 
получилъ 

<«> і[^+^\-лі 

Исключая отсюда посредствомъ выраженія (69), имѣемъ 

(77) 
,(*+2) , .(«) 

5«Л + 1 = «- д1~ — кА\ 

(8+2) 
Исключеніе иэт, тѣхъ же уравпеніІІ коеффипіемта Л4 +1 приводитъ къ 

М 
8а.л-/=«--^+и4 

(*) (78) 
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Исключая изъ урависиіл (72) коеффиціситъ Л* + і посредствомъ уравиеиія (77), по¬ 
лучаемъ 

а, , Л„ , ,(*-і-2) а (я — т АІ?’ А(«— 2/с) » 
2 + -и, =-'-2ѵ—-аГ“А 

и+2) 
Пели исключимъ отсюда Лк-\ посредствомъ уравненія (78), то легко иайдсмъ 

^?+Я)=2«-^-+8л[‘5 (79) 

Поставивъ иъ уравненіи (70) вездѣ 5 —|— 2 на мѣсто а, имѣемъ 

>Н*2) 27*4 —а(2Л+в)4-1 
Л-М- - л (2А—"в)' 

Внося ото въ уравнеиіе (69), легко іииодимъ 

» $ „ ,Сч + < 

А‘ =т=7) і-1 
(.ч + 2) (* + Щ 

—Ак \ 

(я) м 
Перемѣняя пъ выраженіи (75) к па — 7* и помня, что Л-4 = Ак , имѣемъ 

> + 2) (2/й + 8) Л?- 2а (2* + 2 - з) аЦх 
Ак _-,Г(1~4а^-. (81) 

Вотъ всѣ тѣ соотношенія молсду косффлціеитами, который ішжс вамъ будутъ исобхо* 

г « . >) /О димы. Составимъ наконецъ посредствомъ нихъ таит выраженія для Ак , Ак , 

,(«) ,(«) , .(«) гМА0) 
А— і, Л*-о, которыя зависшій би отъ Ак и — 

Но выражение (79) при в =* 1 имѣемъ 

по выражение (81) при 5 — 3 составляемъ 

(О (*) 
ДО (2* + 3) Ак — 2а (2к — 1) Ак 1 і 

1 ” ' 3(1 — 4а'-) 

Выраженій (77) при 8=1 даетъ 

(О 
.(») ІА, , .(■) 

лЛ*+1=ял~^— 
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Слѣдовательно 

(О 

.0 
Аѵ 

) (24 + 8)ЛІ-2(2А-1) 
. .(>)] 

3(1 -4а2) 

вноси сюда вмѣсто Ак ого предыдущую величину, ваходпмъ 

(84) (., в^ + да' + зм'1’ 

Лк = — 3 (1 — 4а2) 

Ураеиевіе (80) при 8 = 3 даетъ 

(85) 
(О _1_ .(•) . 2& — 8 ,(•) 

2а Лк - і — нт Л.\ Л-7Г.— Ак ба 

Наконецъ уравненіе (73) при 8 = 3 даетъ 

(80) 
2 (7; — 1) » , 5 — 27; .(О 
&(2к-\- 1) 2Й + 1 Ак 

Я такъ мы видимъ возможность опредѣлить числовыя ноличины кооффиціеитовъ раз¬ 

ложенія функціи V * знаемъ правѣ того различныя соотношенія между коеффм- 

ціептами этого общаго ряда. Посредствомъ этихъ коэффиціентовъ по выраженію (56) 
_( 

важна .вычислить и шффнціеиты разложенія функціи V й. Это разложеніо, какъ мы 
зцаевъ, представляется въ формѣ 

к”,==І2р*І}°о8ЬК_?'+,р) 
к~.—Ф 

или но выраженію (56)—въ видѣ 

Яг гг: оо Ліг + со (8\ .лд 

.0^4 Ѵ-І 1 ѴГдМ. ЛЛ* . **•*<ІгАѴ . 1 
(87) ѵ 21 ІАі +а8 чг + т.~2 ч^~ +.] 003 ]і (? - ? + *) 

—со 

Какъ скоро разложеніо функціи V 5 вылолпсію, то вожпо считать извѣстнымъ со¬ 

ставъ первой части портурбаціоииой функціи по формѣ (52). 

7. Пояснивъ эти общія соображенія на частномъ примѣрѣ. Составивъ выраже¬ 

ніе пертурбаціонной функціи вѣрное до члеиопъ втораго иорядка включительно. Ны 
приняли 

гдѣ 
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- --І- 

^ “ 1.2.3...& 1 1.(Г+*) + 1.2Т(А4-1Ж-!2) Г.23:(А+1Н/:+2){Й-:0 

Слѣдовательно для к = 1 имѣемъ 

Г /.* и 
'?А«_1_3йѴ 5 
Д« 8 ^ 1И2 

,/Ц^І ‘ . !ь \/Л—А — 1 _ 5. »* _ Л- л4 , кг 6 - 1 8 в 192с 

а потому ограничиваясь членами втораго порядка отпоситольио эксцентриситета, имѣемъ 

(Ш,    3 2 

ЖГ “ 1 8 е ’ 
с1К+ — і _ I „-г 
Де' “ 8 е 

сѢ, ,3/іі -<іѵ 
Де Де' 8 («• і" с ) 

% /У^ = і _ | «2; ѴТ^ = 1 - | е* 

7^ ■ і/П^Ѵ5 = 1 - | (еМ- П 

Внося ото въ выраженія (55) и ограничиваясь членами втораго порядка» легко по¬ 

лучаемъ 

(1+е)со3ф= [і-^4^]-Р'+(«2 + 0|- 

(1 + «) «« Ф = - [і - ^"] -Г + (в* ~ 

По обцпмъ выраженіямъ (37) видимъ, что О и Ѳі суть величины втораго порядка, 

а потому послѣдніе члеіш предыдущихъ уравненій какъ величины четвертаго порядка 

должны быть отвергнуты; и такъ 

(1 + *) сов |^1 — —Р; (1 + •) 8Іп <Р = — [і — |г“] ^ (88) 

откуда 

(і + Е)г = [і - {Г- +• іТ) 

Но выраженіямъ (37), ограничиваясь членами втораго порядка, легко составляемъ 

Я + + 2а 

Но такъ какъ а по выраженію (35) сама ость величина втораго порядка *), то слѣ¬ 

дуетъ принять 

откуда 

‘) Эту воли чипу а не слѣдуетъ смѣшивать съ а= -э- 
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(1 + ,)*=І+2*-(ва+0 

откуда легко выводимъ 

б = а 
с* + с'2 

2 

Прикипал во шиш и іо выраженіе (35) и ограничиваясь въ помъ величинами втораго 
порядка, имѣемъ 

(89) 
8Іо г. 8іи і' 

2 
сов {0 — .0') 

Раздѣливъ выражошя (88) одно па другое, находивъ 

. Р, 
4апв <р — — у 

но ио выраженіямъ (37) состав ля омъ 

Рх — — 8ііі (тс — тс1) [1 + а — р. соів (тс‘ — тс)] 

Р ~ сов (тс — тс') [1 + а 4- р. Ьіііб (тс' — тс)] 

откуда ограничиваясь пленами втораго порядка, имѣонъ 

— = — Ьаав (тс — тс') [1 + а — (3. соі^ (тс' — тс)] [1 — а — 13 * Іаид (тс' — тс)] 

пли 

Слѣдовательно 

или 

-Р, 
Р 

— (аид (тс — тс') $. вое2 (тс *) 

Іаид у — Іаив (тс — те') = — р„вес2 (тс — тс') 

8)11 [<р — (тс — тс')] = 
— 13. сое <р 
сов (тс — тс') 

Изъ этого выраженія видно, что він (<р — тс + тс') ость величина втора го порядка, 

а потопу тоне по считать 

ер — (тс к _ ліМьв <р 
* сов (тс — тс') 

а такъ какъ разность мощу <р и тс — тс' есть величина втораго порядка, то можно 
принимать сов ер = сов (тс — тс'), поэтому 

ер = тс — тс' — (3 

или обращая вншнаиіс ва выраженіе (34) п ограничиваясь величинами втораго ио* 

рядка, имѣемъ 

(90) <р — тс — тс; — 
$ш г. зіи г 

2 
віп (Ѳ — Ѳ') 
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Имѣя всо зто, иайдсмъ выраженіе V 2 вѣрное до члеиовъ второго порядка 
включительно, 

Озиачш» чрезъ д среднюю долготу илансти н иония, что С есть соотвѣтствую¬ 

щая ей средняя аномалія, имѣемъ ? — д — щ К' — д‘ — я; такнмъ образомъ 

а слѣдовательно принимая во вниманіе соотпошспіе (90), имѣемъ 

гдѣ 

Х = (те — ъ‘) = — 
зш г. ш 

зіп (0 — О’) 

(01) 

(92) 

Слѣдовательно X есть величина втораго порядка. По соотношенію (91) выраженіе 
(55*) принимаетъ видъ 

V = 1 — 2а (1 в) С08 (д — д‘ X) 

гдѣ 

Пусть 

Слѣдовательно 

аа 
* - 7?+1Р> 

Ѵ0 = 1 — 2а (1 + &) 008 (д — д) 

* н 
7 - 2 , <*Г, О , , 112ѴЯ 2 V 

V *+ °-ч • * + 1Г ѵ ' То + <40 — 0) <Цд — оУ 1.2 ‘ 

кромѣ того но выраженію (87) заключаемъ, что 

Ѵ0 

о 
(*) 

1 ѵ Г і Мк 
2 2И1+“ ІТ 

2 • 53 ^ а3, е~ №_Ак 
1.2 гіа2" + 

юз к (д — д‘) 

—со 

но такъ какъ ни имѣемъ иъ виду ограничиться членами втораго порядка, то понял 
что по выраженію (89) е сама есть величина втораго порядка, ни должны принять 

V 

8 

-И 
сІѴо 2 

<40 —0') 

V, 

8 
2 

д) 

Слѣдоватсльио 

ЙГо _ _ 

ііід — у1) 

- Ь=+<0 (#) 

л=-1116 [^'>+ “ ™ *<г ” л 
-СО 
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И такъ принимая во ввимавіе составъ по первому изъ предыдущихъ выраженій 

имѣемъ 

ѵ Ч2К'+«^]мій<*-л 
г*). 

-|--^ 8ІП І .8Іи І'. 8ІІ1 (0 — О')^^ ^ Ке~^_] 8’и ^ ^ — ?') 

такъ какъ произведеніе ®. зін і. зіп і' есть величина четвертаго порядка, то послѣд¬ 

ній членъ этого выраженія по условію долженъ быть отвернутъ и тогда 

ѵ а=^2[^,)+ае^“]ш?г(з—^ 

ЗІ11 І.8ІН І'-8ІП (0 ~ 0') зіп Ь (д — у) 

Внося сюда вмѣсто е ого величину изъ выраженія (80), имѣемъ 

ѵ-і 1 V Г л(х) К + , .г(і\ , ../А) сЫІ I .. 

у = -2 2I/* - Нг—+ші Ы+8ш Ы * чгі003 Іс ^ ~ >п 
к^= —оо 

*=-(-» /*) 
алк 

+ зіп г, зіп і\ соз (0— 2 а ~Лл~008 ^ ^ — 0) 

ѵ=4*03 

+1 зіп г. зіп і‘. зіп (Ѳ — 0*) ^ ЬАъ зіп 7с (д — д‘) 

к=.— (С 
ИЛИ 

‘Ч114"-{Ч~ + (I) + (I)}. ■Ч]... * Й - л 
' 

+ зіп і. зіп »' ^ [ а ~2~- — ЫІ* ] соз {кд — Л#' + 0 — Ѳ‘) 

(5) 

+1- зіп г. зіп V ^ ^ а —|- ]:Л[ ^ соз (кд — кд' — 0 + ();) 

(1’акъ какъ входящія сюда суммы берутся по к отъ —со до -|-со, то въ послѣд¬ 

немъ члепѣ подъ знакомъ суммы можемъ поставить — к на мѣсто 7г, тогда замѣ¬ 

тивъ, что 

Л*) _ М А— ь — Аі ,* 

, Л*) , >) 
(ІА^ъ нА* 

сіа гіа 

Получимъ 
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V 

к— + <х> 

г,'* 

+ зіп2 

*=+* и 

+4‘8іпі-5іи *'2[а-^--ы 
іх) 1 
* ] С08 (7# — %' + о — О') 

что по соотношенію (77) приводится къ виду 

V 

/;;= —оо 

к +со 
\ ^ (5+2) 

^ 8іп г.віп г1 > а$.Лі + і ш [7г(0 — </) +0—0'] 

СО 

соз 7^~ У) 

(93) 

Составимъ тепорь для первой части пертурбаціонной функціи выраженіо вѣриоо 
до членовъ втораго порядка включительно. Для этого будемъ* пользоваться общей 
формой (52). Ми увидимъ, что для пашой цѣли достаточно изъ ряда (52) удержать 
трв первые члена, а потому по общимъ выраженіямъ (53) и (54) составимъ сначала 
функцію \ѴУ а потомъ 

Такъ какъ, ограничиваясь членами втораго порядка включительно, мы прини¬ 

маемъ 

то второе и третье изъ выраженій (53), для Ь = 1, принимаютъ видъ 

- Зс' [і - (Р + а) = А, «в в,; Зс’ [і - Д (Р, + 6=,) - Аі >ш «, 

Попятно, что при пашемъ условіи здѣсь надо считать 

Р = соз (тс — тс'); (х = 0; = — віп (тс — тс); &[ = О 

Слѣдовательио вѣрно до членовъ втораго порядка включительно имѣемъ 

Аі сов ах = — Ве\ соз (тс — тс'); . Аі зіи а{ = — 3$'. 8іи (тс — тс1) 

откуда заключаем^ что 

Ах = — Зб'; ах = тс — тсг 

тѣ же общія выраженія при 1=2 даютъ 

А% соз а* = — 7г сс'. (Р + (х); 
І! 

А2 зіп аг = — | свх. (Р\ + 6?^ 

или 

А% соз а* = — -V ее*, соз (тс — V); 
и 

4* зіп й4 = — | ее!. зіп (тс — тс') 

40 
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Слѣдовател&по 

- 3 г 
А* = — 2 ** • = тс — тс 

Что касается до зиачешй А соотвѣтствующихъ дальнѣйшимъ ушатешгь, т. о, ука¬ 

зателямъ 70 = 3,4 и т. дч то эти зиачсніл будутъ третьяго и высшихъ поридтъ, 

а потому доллшы быть отвергнуты. 
Совершеиво подобно атому по четвертому и иятому изъ выраженій (53) со¬ 

ставляемъ 
0 

Вх — Зе; Ь, = тс — тс’; В2 = ^ ес'; Ь2 = тс — тс' 

Составляя различныя шчеггія Я и с по шестому и седьмому изъ выраженій (53), 

достаточно разсматривать только слѣдующія комбинаціи указателей к и й': 

к = 1; у = 2; й = 1; У = 3; к = 2; ^ = 1; к = 2; V = 2; Ъ = 3; = 1 

Зиачеяія Я для всѣхъ другихъ сочстаиій указателей будутъ величиаы третьяк* и 
высшихъ порядковъ, а іютону должны быть отворгвуты. Итакъ для &= 1 и У =2 

шестое п седьмое изъ уравпоиій (53) приникаютъ видъ 

і-т]'2? + 6>+і[- ‘-И*- 
с’2 (Р - — б?) — 2Я5,а сов 

-•*[ 
і~^]и+ад+^[ 1-!«,]ѵт= (Р- -■(?д) = 2Я„* тс1у2 

Такъ какъ (?и5, сами суть величины втораго иорядка, то члены, зависящіе отъ 
иихъ, ве будутъ ниже третьяго исрядка и потому должвы быть отвергнуты, тогда 
предыдущія уравненія принимаютъ видъ 

с\Р— 2Я1>асов еи2; — ё.1?х = 2ЯИЗ віи спа 

пли 

ё.сов (тс — тс1) = 2Яиа сое с,,а; е’.зіп (тс — тс') = 2Яма 8іп с1)2 

Слѣдовательно. 

2 ; Я|,2 — еу I ’ $1 іЗ 7” * 

Совершенно иодобиымъ жо образомъ найдемъ 

Яа>а ^ 
со 

Я 3)1 г 0‘ 

Оі, з — С2іі — Са, 2 — ТС I 

Что касается зиачсоія Я соотвѣтствующаго комбинаціи указателей к = 1 и к1 = 1> 

то членъ содержащій это значеніе включенъ въ фувкцію V и здѣсь разсматриваемъ 
быть ве долженъ. 

Изъ значеиій І> и М должны быть опредѣлены только тѣ, которыя соотвѣт¬ 

ствуютъ указателя къ к = 1 и к1 = 1, другія зпачовія суть величииы третьяго п 
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высшихъ иорлдковъ, Прн к — 1 н У = 1 по восьмому изъ выражоиІй (53) соста¬ 
вляемъ 

О) 

откуда легко иаходицъ 

обращая виииапіо иа выраженія (37) и ограничиваясь членами второго иорлдка, от¬ 
сюда находимъ 

т е2-Мг , „ 9ІП ъ. зій і' , , . 
ьих = —^— еоз (тс — тс) —---соз (тс 4* — 6 — 0) 

4 [віи2 4 зіц2 соз (0 — йг) соз (тс + тс'-о-0) 

+ я 5і и2 [ — зіи2 | зіп (О — 6') зіп (л + тс’ — 0 — 0) 

ИЛЕ 

- О2 4^* / ,ч 8ІП1.8ІІИ' „ , , 
,, = — -д — С08 (іС — ТС)-^-008 (тс + ТС — б — 0) 

4 зіп2 соз (тс 4* тс' — 26) 4- зіи* (^} соз (к— 20) 

Совершенно подобнымъ же образомъ по ио слѣды си у изъ выраженій (53) имѣемъ 

,, с* — с'г . . 8ІИ і. 8ІП і* , , . . ,, ,п 
Л/,,, — —^ 8Ш (тс — тс')-1-зіп (тс + тс — б — б') 

• ЗІП2 ( ) зіи (тс 4* тс; — 20) 4- 8ІП2 (■-Т } ЗІП (тс 4- тс; — 20) 

И такъ ограничиваясь членами втораго порядка, мы даемъ выраженію (54) видъ 

У?=Е-\- 5 Аі-608 5 + ~ й* С08 2С + 2 ~ й,' соз Г + “ й,' соз 2Ц' 

4' 008 (Д, «4 О 4" ^2 003 (а2 4" 29 “ «®І СОЗ (0, — ?) — Въ ооз (&а — 2С) 

4 2Яі, а 003 (5 — 2?; 4" сі»г) 4" 2Йі, а С05 (К — &?' 4* п) 

+ 2Я21ІС08 (2С-? + сі>1)4 2Я,і2соз (« —2Г4*,*) 

4-2Я3,,ш (85 —С 4 *т) 

4 2іп 1 008 (С + О + 2ЛГпі зіп (С 4 ?) 

принимая во вниманіе выше вайдониыя значенія А> В, Я, I, М, я,5 и с для 
разныхъ указателей, внося вмѣсто Е его величину изъ иорваго изъ ураввовШ (53) 

н вводя вмѣсто среднихъ аномалій сродиія долготы д и д\ легко получаемъ 
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і 1^= - Т - V - Т - ^ - тее' 008 ” тс'> Ъ 4 (1І Ап А 4 а 
1 а 

+ -,с.т(д — к) + -4а'е Ш 2 ~ 

4- — с\ с09 (д'~тс) ~ — е'8 соз 2 (г/ — тс') 
1 а 4 « 

о 3 3 
— се’, соз (2</ — тс — тс') — с соз ((/ ~ с' ш (д — тс) 

— -|ес’. соз(2</' —тс — л') +-|во8(йг~2гу4-тс,) + .|-соз (2с/-д'—к) 

+ §■ е2 сов (3(7 — д< — 2тс) + о'1 ш (д — Зд' + 2тс') 

4- со8 (2(7 — 2(7' — тс + тс') + -8- сов ((/+<7'— 2л)+соз (д+д'—2тс’) 

+ зіц1 соз (? + (/’ — 29) + 8Іпа (-0 соз (д -\-д‘ ~ 20') 

соз ((7 + 9' — е — °) 
зш г.зшѴ 

При составленіи функціи -г Ж* изъ этого выраженія придется взять только слѣдую¬ 

щіе члены 

~ с. со8 {д — тс) + — о'.соз (д^— те') — с.соз (д1 — тс) — § е', ео8 (д — тс') 
а' (ь ы а 

+ \ С08 ((/ — 2д' + тс’) + | СОЗ (2д — д' — тс) 

Квадратъ этой суммы при нашем?» условіи представитъ собою функцію ~ }Ѵ*. И такъ 

1 >7* = ^ с*. соз ((7 — тс) + 2сег. соз («7 — л) соз (</ — тс ) + с'1, соз2 — тс') 

+| Л соз1 (д‘ — тс) +1 е'1. соз1 (д — тс) -|~ ^ соз1 ((/ — 2</' + тс') 

—|— соз (2(/ — <у'—л)—3^; с*. соз(,9—тс)соз((/'—тс)——сс'.соз (д'—те') соз{«/’—тс) 
4 О, (X 

— -у ее', соз {д — тс) соз {д — тс') — — е'*. сов ід' — тс') соз (і/ — тс) 
сь й 

ту- ее', соз (д'— тс) соз (д — тс) 4- ее', соз (д — тс) соз (я — 2д‘ 4- тс) 
а а 

а' 3 
Ч—с'2* соз (у1 —тсг)со8 (у — 2</ 4-тс') — тгосі. соз (д' —тс) соз (<? — 2#г4-7с') 

а а 

— 1-е'1. соз (д—тс) соз (д—2(/'4-тс) ^ с\ ш(д—тс) соз (2д—д’—к) 

а' 3 
Ч—сс‘. с08 {у1—тс) с08 (2д—д' —тс) — --с2. соз(і/—тс) соз (2д—у'—тс) 

О/ А 

— соз (г/—тс') соз (2д—д' — тс) + е-~ соз (//—2</+тс') соз (2д—{/ — я) 



317 

Что легко преобразуется въ 

1 3 тхг, 8 а* „ . 3 а12 гі . 15, * . 9 1, . ч 

2'ІГ=4В^' + І?СЧ?(':+Г)“4«И'С08(І“Х) 

+ (? ^ “ I) *тШ 2 & - *) + (| |г “ ѵ) е"-с08 2 — *') 8 

+ ||й,г. соз2({)— я1) + ^с2, соз 2(д’—п) + ^ее', сов(д+д —тс—тс') 

— \ «Л соз (д — д' — тс + л') + ^ — ~ ее’, соз (2д—ѵ — л') 

4" (§- “і —1~) С08 (2?' — Я — тс’) — с2. СОЗ (о + д' ■— 2тс) 

— ^ С*, соз (д + д1 — 2тг') — |- (<з2 + О соз 2 (г/ — 0') 

~ §- ^ + “ е>7 мв (9 — '/') + у «*■608 (г — ^ + « — л’) 

-4- сов (2/7 — 2г/' — л 4- л') 4- сс‘, соз (3д — Зч’ — тс 4- л') 

Ц- ^г— е'8. т{д — 3#г + 2х') + т“ соз (3</ — </ — 2я) 

9 9 
— ^ сс'. соз(д — Зр' -|- тс 4-тс1) — ^ѵс. соз (Зд — д' — к~ к’) 

4- -^Й2. СОЗ (4д — 2д' — 2л) 4- с'2. соз(2з — 4д' + 2л') 

гдѣ, гсагсъ прежде, а = 
и 

Имѣя все это, составивъ функцію В{. Прежде всего замѣтимъ, что полагая 
^=1, изъ вы район Ія (93) имѣемъ 

г~I-"2 И°~ +811,1 й) +Й11“ (Й)к ~Т«-\С08 7‘<* ” о1) 
&=з~«о 

1 . . 
йсг + со 

+ зіи г. зіи ^ *Л*+і соз (7*7 — 7^' -{-Ь — в') 

7;~ — со 

1 13 
Такъ какъ функція --ТРн а'*т^ сами суть величины втораго порядка, то въ 

множителяхъ V 1 и V 5 должны быть удержаны только члены цулеваго порядка 
относительно эксцентриситетовъ и наклоненій. И такъ дѣлая въ выраженіи (93) по* 

слѣдовательно 5 = 3 и 5=5, мы должны для пашей пѣли считать 

V і=^'2іА<Ц)жк(д — д’); 

Ь = -<С 

й:г:+«о 

А?——со 
ѵ 



318 

Слѣдовательно по выраженію (52) іпгііемъ 

Лі- 
__ 

]/а'г а‘ 
1 УГ-іі° !°г+с'г 1 --/г ] 1 -»'* 

41 2 -Н 
&=-сО 

5?ц-(^; + віи! ЭЛ® Да С08/%—(/') 

& = 4-со 

(94) + \ 9>п і•^ ^ а.4*н-1 соз [& — #') + 0 — О'] 

* = -<о 

+2 а^ш ^-^+^4^2 А> 4 ^ 
&”—ОЭ А —- 

Это-весьма сложиое по воду выраженіе приводится къ сравнительно по многимъ чле¬ 

намъ зависящимъ отъ различныхъ аргументовъ. Чтобы показать способъ соединенія 
членовъ принадлежащихъ одному к тому лее аргументу, найдемъ общее выраженіе для 

с08 (р</ — ад' 

/; = + со 

+ -^еоз А (</ — д') 

Попятно, что это моясстъ быть продставлеио въ формѣ 

\ 2 д'~ ^ Й У+М +\ 2 у1^соэ [№—р) 0—№—Й р'“Й 

такъ какъ суммы берутся но к въ продѣлахъ —се и —|— оо, то въ послѣдпемъ 
членѣ, не измѣняя сі*о величины, можно поставить — к на мѣсто &, тогда этогь 
члепъ иримстъ видъ 

^ А1-к сое [(А: + р) </“№+{/)</' + Й 

.(*) 
и о такъ какъ А-*=Ак , то этотъ членъ сравнивается съ первымъ и мы ныѣомъ 

соз (рд — ад' + Р) 2 Аи соз А (д — г/) = ^ Л^соз [(А +2)) д — (А + д) д' [3] 

поставивъ но второй части к — д па мѣсто А, получимъ 

ѵч ( 9) ѵл (*) 
(95) соз (1>д—ад‘+$) ^Лі. тЩ—д') = (/)+(р—Й0-НЧ 

— со А:^ — «О 

Этимъ выражоиіемъ ми п будемъ пользоваться, соединяя члепы функціи 1іи принад¬ 

лежащіе одному аргумеиту. 

Всѣ члепы въ выраженіи Л4, зависящіе отъ аргумента Ь{д — д\ суть 
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1 ѵг.м і«г+°п , .,,ЛЛ , і'\\*Ак 
ѴаЧ- «* т2 ^- -8- + 'иГ('8Н- о.-^ЛшНо-,/) 

3 а 3 X .(«) ,, 3 п' ,г X .(») ,, 
— д-дГ^а^Л сое Л (д — «/) — 8-— сЧс^/1» соз ^ (і? — г/’) 

+ 3• ці*а а 2і Л“ 008ь^^+ 8‘7? с а 2 Л* со8 Ь —О) 

+ (с® + е'3} |^| Л^'сов и (дг—й") — “ а* сов 2 (9~2* мв/ф—у')| 

— \ пп)а?-т{д — р')^ А^шкіу— (/) 

изъ этой суммы только два послѣдніе члена подложатъ преобразованію но выра¬ 
женію (95). 

Для преобразованія предпослѣдняго члена, въ выраженіи (95) положимъ ,9=5, 
р = 0, ;> = ^ = 2, тогда получимъ 

сов 2 (у — д')^л{і]т к (д — </) — ^ к{р— г/) 

излагая въ томъ же общемъ выраженіи (95) р = О, = іу = 1, найдемъ дли пре¬ 
образованія послѣдняго члоиа 

2(») ’Ѵ 00 
Лк сов к (у — </') = 2. Л -, сов й (у — о’) 

и такъ предыдущая сумма приводится къ виду 

,7з4та *2 А* 4 <«-л+1Н1 й)+!і,,,(і)12 “ “4 {я'~'л 4 <^-^+11™1 й)+!і,*’(і)! 2 “ ^ 

. в-1 а X ГЗа а ,(»> 3 <*) 0 М 1 , . 
+ вТ772[-2 ЧАк ~2Ак ~3«Л-і]сочЩ-д) 

. г!1 а' ѴГЗ« Ы М 3 .(*) _ .(•) 1 , , ,, 
+ лТТІІ-гТА* ~гА' -з«Л-.]совМ^-і/) 

такова форма членовъ зависящихъ отъ аргумента к (у—</). 
Члеиы выраженія (94) зависящіе отъ аргумента к (д — г/') -ф- д — іг суть: 

Ѵ*2 + 
4=-г7 - - е, соз (17—тс)Ѵл* ^0$ к{(}—<Л‘г-ои .сов(</—тс)^-^ * совЩ—<У) 
+ а,л |V 2 2^ 4 ** 

+ ^<ьсов(2</ — д‘ — тс) ^ЛІ^ткід — а*) 
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Для преобразованія перваго члена, въ выраженіи (95) полоясішъ р = 1, у — О, 
р = — тс; для преобразованія втораго иусть р = 0, д = — 1, Р = — щ пако- 

иецъ—третьяго ^ = 2, 2 = 1, р =— тс, тогда предыдущее обращается въ 

(07) 
|лг са Ѵ' |а 

2 (а' 

.(в) 3 X*) , 1 .(О 
Ап ~ соз [4(0 — 3') + 0 — *] 

это м есть члепъ зависящій отъ аргумента к(д —/) + 5 — тс, 
Члены выраженія (94), заоисящіе отъ аргумента к{д—<}')-\-3 — суть 

Г- еоз(і/’--тс') У /Доз щ—<л~ | соз (у—к') ^А?тЩ—д') 

л13>С08Й(3~^ 

для прообразоваиія перваго изъ этяхъ членовъ оъ выраженія (95) прямомъ д =— 1, 

р = 0, р = — тс*, втораго р = 1, з.= О, Р = — тс' н третьяго р — 1, ? = 2, 

[5 = тсг, кромѣ того послѣ преобразованія въ третьемъ членѣ поставимъ — к па 
мѣсто к и тогда получпмъ 

+ уС08(г? 23Ч*')2 

у.' с'а (V ,(■) 3 ХО , 1 (0 1г./ ,ѵ . л 
(98> 7?Т^т2[7^+,-іл +г^+*]»»[‘(«'-іг)+і7-«'] 
таковъ члепъ зависящій отъ аргумента к {д — (/) -(- д — тс*. 

Отъ аргумента к{д — д) + тс— тс’ въ выраженіи Лі зависятъ слѣдующіе плены 

7^^т['!'а-с08<ге“ге,^Х,)е^^(5-'77^уС08[2(і7-і7')-я-мг,]У^1(Ло8І(<;-(у') 
ѴѴ+я'4 2 [4 ** 4 ** 

+ ^ а, да (тс - тс') с08 И»? ~У"> — ^ «“• соа(<? — і/1 -я + гс'^лДоаЬ^-р') 

4-^а'і.сов(у-(/,+х-гс')2^Лоз/1і((/-(;’)+|а.сов[2((;-У)-іИ-зс,]2і4^с08/г(йі-і?') 

+ | а2, соз [З^-^-тс+тс’] соаА(<?-^’)^ 

Въ выраженіи (95) для перваго члена слѣдуетъ положить: $=3, р = 0, д = О, 

Р = тс — к'; для втораго $ = 5, р = д = 2} р = — (тс — Ѵ) и послѣ преобразо- 

•вапія перемѣнить к на — к; для третьяго члеиа слѣдуетъ приять $ = 5, р = д — О, 

Р = тс — тс'; для четвертаго 5=5, р = д = 1, ^ = — (тс — *'), для пятаго 
5 = 5, # = 1, [Э = тс— тс'; для шестаго 5= 5, р= ^ = 2, Р— — (тс — тс*) 

п перемѣипть к па — к. Такішъ образомъ приведемъ предыдущую сумму къ виду 

(Щ 

іх' се' ѴГ 9 М . а Л*) т^7І[гл> +4л+! 

9 ,(») 3 гл 
- лАк иг А 

(О 
ь + і 

і 27 *Л») , 3 М , 3 *.(0 1 г/ , ,ч . ,, 
+ у*Ак-\ + ^<хДм-и + даМк + з соя [к (у — д) + тс — тс] 

это и есть сумма члоиовъ выраженія Л,, зависящая отъ аргумента к {д — д') -|- тс — тс'. 
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Чаете, выраженія Я,, зависящая отъ аргумента к (с/ — д') + 2д — (л + те'), ость 

3 ... „V .(•"> 
4 

3 ... , .. V » 

4 

р.' ее 

]7а°^п'Я- 2 

2 (я) 

Ак соз /<• {у — (/') 

^ а.кш (2//'— тс — тс') ^ а[^ соз к (у — </) 

+ соз (ц у' — тс — тс') ^ Л* ^ соз (г/ — ,</) 

+ (| “ — | -дт) «* с® (8</ — - — я1) 2 ■'**"1003 ^ ~ ^ 

+ — 1 ”■) «*• соз (2г/— к — я') ^ -4 'соз I- 0/ — а'} 

— а2, соз {<) — Згу' Ч- тс -|- гс') ^ Л* ^ спз к {д — 

Для преобразованія входящихъ пола аргументовъ примемъ въ выраженіи (95) послѣ¬ 

довательно 

1) Р = 2 2 = 0; Р« — тс — тс'; 5 = 3 

2) = О Ц=~ 2; ,5 = — тс — тс'; ,ч=3 

3) 2; — 1 2 = — 1; Р = — тс — тсг; ,9=5 

4) р = 2 у=0; Р = — тс — тс'; ,9=5 

5) 2^ = 0 <у = — 2; г— тс — тс'; -9 = 5 

б) Р— 1 И = 8; 15 = + * + 5 = 5 

7) Р = 3 (/ = 1; Р = — тс — тсг; я = 5 

послѣ преобразованія шеста го плена замѣнимъ въ йенъ 

тогда приведемъ предыдущую сумму къ формѣ 

|л' ^'ѴГ 3 .<■) 3 .(О , 21 2 Ь) 
тѵгі=_—-— >-а Аь-а А,. + 2 Ч-а\4* +1 

іЛ/* + *'* 2 4 4 + 4 

, (8 а‘ 9 гЛ М) 3 (ѣ 9 л'\ 2 Л») /1ЛЛ, 

+ \4 » ” 4 а') *'А‘ + 4 {«■ - 4 7.) *А‘ + 8 (Ш) 

— д а-^А + 8 — -д а*4*-і соз \к{д — у) + гу — т — ъ) 

ото есть члішъ зависящій отъ аргумента к (у — у‘) + 2д — тс — тс'. 
Часть выраженія 2?м зависящая отъ аргумента к{д — у')-{-2у— 2тс, состоитъ 

изъ суммы 

Тг*Г^^[т^лсад2^,"я^-4**1с084^') + 2а-С02(3<7-?/'-2п:)^ѵ4і0со<;ЛСу/ -д') 
і/а*+(а2[4«' а* 8 

+ |соз(і/-іУ-2тс)2а?соз/,'(і/-(/,)-і^-!)«*. сое2 —*)2-4**>М)В*(^—вО 

+ ^ а2, соз2{уу’-тс)2^ \онк(()-г/)-^~ а2, соз (</+/- 2к)^л{ ^тТс^-ц') 

+ |^а2. соз{Зуу—гу'—2тс)^^_и1;''>С03/п{у7—,/')+~ а.1,ш(4д-2</-2т:)'^л1 ^озК'Э'-'У')! 

41 
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Для преобразованія аргументовъ этой суммы примемъ въ вираже вія ($5) послѣдо¬ 

вательно 

1) 3, = 2 г — 0; 3 = — 2тс 5 = 3 

2) * = з <7 = 1; Р = — 2тс 5 — 3 

3) 1>~ 1 (7 — -1; Р = — 2т 5 — 3 

4) Г — 2 (7 = 0; Р = — 2т Я = 5 

5) р = 0 2 — -2; Р = — 2 7С 6* = 5 

С) = 1 в = - 1; Р — — 2 тс 5 = 5 

7) * = 3 = 1; 3 = — 27С .9 = 5 

3) ^ = 4 <1 = 2; Р = — 2т я — 5 

тогда членъ выраженія , зависящій отъ аргумента к [у — у’) Н- 2д — 27с, при¬ 

ведется къ виду 

(101) 

_I*. _ с 
|/«- -Н «' = 2 ^|_4 

+ 

3 ' а к +-Г- а-4*-1 + — Л + 1 
О О 

а1 9\ „ .М , 27 2 ,(0 

аТІ 8/К/1*^І8СіЛ‘+2 

9 а .,(•) 
4 я' а*^*+ 1 

. 3 а 2,(0 , 3 2,(0 
+ Тй“4-1+І7*%- 4 й1 16 

соз [к (д — !І) 4г 2<! — 2к] 

Члены выраженія Л,, зависящіе отъ аргумента к (у — //) + 2у— 2х', суть 

/а^+ІГ* 2 [іа ш2^'-х,)2 

+ -|сов (<;-і-іу,-2іс')^^[а1соз4(іг/-іу> (| -|) а* соз к [д-дг) 

+ -- ^хозЗ^-гс'І^Л^да к (д -у') | “"■юн {(!+()'-2к') ^ Л^сок к (у-д) 

"Ь || «2.со2 (у-Зу'-і 2тс')^ ^сг«Л((7-іі7')+”?-соз(2іг/-4у'+2и,)2л[. ^ш7,0'/-у') 

Для прообразованы! аргументовъ э-гой суммы въ общемъ выраженіи (05) примемъ по¬ 

слѣдовательна 

і) р = 0 й~ — 2; Р = - 2тг'; Л- = 3 

2) р= 1 (7 = 3; |5 = 2к; з=3 

3) р= 1 (7 = і; Р = - 2*'; 8=3 

4) р = 0 (7 =-2; Р = — 25С1; .3 = 5 

5) 2> = 2 2=0; Р = - 2-'; 8=5 

6) р = 1 (7 = — 1; Р = - 2л:'; .9 = 5 

7) 2' — 1 2=3; Р = 2тг'; .8 = 5 

8) 2) = 2 2 = 4; Р = 2 те1; .9 = 5 

и кромѣ того во второмъ, седьмомъ н осыпямъ членѣ послѣ преобразованія перемѣнимъ 
Ь на — й, тогда будемъ имѣть 
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<?,2ЧПГ«а' ,(») 8« (•) # (О /За'2 9\ » .(»! 

4 + 2+8" і + 8 + 8Лл + 1 + І4 7?“8>'^ + 2 

, 27 . ,(») 9а' . „00 За' 2 .СО За2 >) 

”^Тба",'4і ~4”аа ,Л* + І+? п“ ,,4* + 8+'ів ■4*'и 

(102) 

С08[/г(<7-</')Н-2у-2тс'] 

Понятно, что членъ выраженія І2П зависящій отъ аргумента 1с {д— </') -|- Ѳ — б', есть 

-рцѴ-~і?7 8ІП *■8111 *’ У ^*+ 1 008 Г* (і/ — У) + 6 — б'] (103) У а 2+ а' 4 ^ 

Въ томъ жо выраженіи членъ, зависящій отъ аргумента /о(,с/—{/)-\-2у—0—в;, ость 

-т.^ = =-щ-^ті. зіо і‘ соз (у — д* — 6 — 0‘) У Л сов А (р — г/) 
У а2 +« *4 ^ 

Для преобразованія его въ общемъ выраясош (95) примемъ: ^=3 1, 2 = — 1, 

(3 = — 0 — 0Г, 5 = 3 и тогда получимъ 

7=УП—Тг 7 8ІП і •8ІП { У **+1008 № (9 — 9') + %7 — 0 — 6'] (104) 
у а2 4- ап 4 ^ 

паконеи/ь въ выраженій Лі отъ аргументовъ —д)-\-2д—20 н к(д—у1) -^2у—20' 

зависятъ члены 

. | [зш2 (|-) см (і/7У-26) 2 Л? СМ Л ід - 7) 

+ 0ІП* (-|) соз {<! + <!'— 2Іі‘) 2 4? «и Ь{д — 

Чтобы преобразовать ихъ, въ общемъ выраженіи (95) примелъ: 1) р = 1; 4 =— 1; 

Р = — 20; 5 = 3; 2) р — 1; <± = — 1; [3 = 20'; 5 = 3 и тогда найдемъ, что 

предыдущая сумма обратится въ 

лЦ і соз [к (д — д‘) + 2д — 20] 

(105) 

4- 2>п3 (^) 2 ■4» +1 003 № (У _ З') + + — 20'^ 

Вели сложимъ эту послѣднюю сумму съ выраженіями (96), (97), (98)... (104), то найдемъ 

Ді — гт=^=я Гг2 А^т 1с^-о')+ \ {кіи* (|) +зіпа(~) ^-шм Чд-о') 
]/ай+ал[2А " 2( ал ‘"(ЮО) 

^^2е*сов^^^'|'2^~зя^+т2я*со8^^"^+2^"2*^ 

+ ^-8іпкз.іп*'2(лі + іС08 [А (д-^+Ъ-Щ+АІ + ітІкІд-д^+Яр-Ъ-О 

+ 8ІІ12 (|) 2 А^+і003 № (я - о') + Ч - щ 

+ \ 5Ша(4) 2 ^» + 1 008 № & ' в') + 23~ 2°'1 
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Состаи, косффпцішітоиъ Н'к, 6\, Вк, Кк, Рк, &к и Нк теперь совершенно из¬ 

вѣстенъ, но форма вхъ можетъ быть значительно упрощена. Кпеффнціснгь В\ пред¬ 

ставляется въ видѣ 

СО 

Л 
, ваГ15 *>) СІЛГ 9 ,/») 3 ,/иѴ- (») 3 а ,(0 в „« 4(0 

*=4 [Т*Л* -“-*Г-4в ^»+2а (а'/ Лі ' 2°Ѵ^ 

+ 
^ 15 „ ,(») 

ТІ4'а‘Л* “* 

ти? о 9,(о з . 
-*Г’4ві1*-»+2а' 

* >) а // >) 0 „(а 
Лк - а — Л* -8а-{ - і -1 

Такъ какъ разишь иъ коеффіщіептахъ при ^ и ^ заключается только въ томъ, 

что первый изъ пш зависитъ отъ отношеніи а второй отъ обратнаго отноше¬ 

нія, то все что будемъ говорить о преобразованій перваго косффиціснга, будетъ легко 

приложило и къ преобразованію другаго. 

Въ уравненіи (09) поставимъ к — 1 на мѣсто к и примемъ у = 3, тогда бу¬ 

демъ имѣть 

А 
г 

з 
1 .(О 
- лк - + 

(») ,.2 

Исключая посредствомъ этого Ак... изъ кооффиціеігга при , приводимъ этотъ ко- 

еффнціентъ къ виду 

2 ѴаЧ- «' 

ибо 

.(О 
а 

(*) 3 (О 3 а М ГІЛ]. 
(О 

Ак — оаЧ ) Ак -і — а (к — 1) Ак.., — - * - аЛ* —а -Л 
2 ^ <<а 

а = 
ал 

* I г-» а -і- а * 

Изъ выраженія (80) при 8 = 3 имѣемъ 

(107) 
.(О 21с — 3 .СО . 1 .(•) 
Л,_,= ^~Л+2аЛ ба 

Вноси это въ предыдущее выраженіе косффнціеита при ^ , легко приводимъ его къ 

виду 

За,. .. .(«) . а (») 

ііо вираженікі (78) при 8= 1 имѣемъ 

(О .(>) <иу , , /О 
*Ак -1 = <х - (1~- + Ык 

Слѣдовательно предыдущая сумма обращается въ 

у! 
Йа 

3 . 1\ йА® 3 , „ .(<) т и .(О 
„к — I и —т—* *2" к (& 1—■* 1) ^4.* — &сс —• Ак 
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Выраженіи (79) іцш $ = 1 даетъ 

/■и 9„ <Л'} , м 
А> ~ 2а -,7а- + А* 

ииѣдішатслыю разскатрншпаи суаит иршпшюгь шідъ 

I 3 7 а 
— — -0- А -- 2А. а 

,ІА і0 

а Да 

3 
-- А (А — I) -|- /м ' 

(( и ^ 

или 

(О 
II 8 , 2Ы2 I <ЬіГ . '3 * 3 ІЯ , «* ) .(О 
I?—* «* + а4 *аГ + ІТ*~ з * -4л /г + а 

Поэтому 

2Ы* 1 
,,<0 

. йА* 1 Л —-г— 
сіа ‘ ; 

‘з , _ ІІ /Д 
2 А 

А.«а 

а9"4- Іа * а2 4* а'2 

2/г« 2 ] л.!0. 

“ 'жг-ч- 
[з _8 Л Іс.и2 

а* + а'*] [2 к 2 А а2 + а'2 

(О 

Означимъ ггооффпціогггь при ~ чрезъ Р* и при чрезъ 1\\ тогда 

?г л/3 
к=+V *ѵ 

Слѣдовательно въ выраженіе (106) будетъ входить члонъ 

к “ — «о 

/;= і-со 
2 ж“ 

со 

2 а к сой к (у — у1) = Рк сов к {у — у') + ~ ^ IV еоз к (у — у') 

Но 

/і* = Н-во 

А* ~ — со 

/г^-р со 

кхз—со 

— оо 

^ РА сой А- (у “</') = ^ А- соз А (у — у') 4- 2 р* СОЙ к (у — у') 

к— —оо. Л=0 'Ь=:0 

ИЛИ 

й=+оо /< = + «0 Ь= -^со 

^ Р* сой А (у — о’) — ^ Р* сой к (у — у') И- ^ Р-* сой А (у — у') 

Ьг= — оо О /о = 0 

ибо при измѣненіи к на — к функція со§ к {у — </) ие измѣняетъ сііоого зиачонія. 

1’акнмъ образомъ 

/,’;= + со Лг= + сс 

21\ СОЙ к (у — у') — 2 №■• + 7-*- і] СОЙ А (у — (/) 
з—«о & О 
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ііо легко видѣть, что 

I —а (1Аі- .,о . О ) 
1\ + Р_ | — а -Зі Ак 

Слѣдовательио можио пршілть 

7, “ *{• со (,) 

2 Рк 1с {д—у') = [“ Чл— ЗА*-4*,)] см 1 & “ у") 

очевидно, что тоже самое значеніе имѣетъ и функція зависящая отъ Р*г, ибо какъ 
Рк-{-Р^к такъ и Р4Г + Р — ь составлены совершен но симметрично относительно 

а и а\ И такъ 

7^=4-со 

(108) ^ соа 7“ ^ - »') = ЧоГ ~ 3^С°] С0Ё * Ь* ~ д,} 
й^=,—со А = —<© 

Ярообразуемъ косффиціоитъ Ск9 который, какъ легко видѣть, имѣетъ форму 

п Г* >) 3 а{з} . 1 ,(з) 1 
°*-аЬЛ* ~"2 + 2 Ак~1\ 

(О (о) 
исключимъ отсюда Л* и Лі + і посредствомъ выраженій (77) и (79), въ которыхъ 
ирішемъ для этого у = 1, и тогда подучимъ 

п Г0 а &Ак | а АЬ) 8 й;1*' , 3 А; (О 1 .(*) 1 

= ч2 3 “ ■ІЬ +1І А ~ 2 -Іа +2ал' + 2 * “ 'і 

изъ уравненія (76) при помощи уравненія (77) н (79), принимая вездѣ 8=1, на¬ 

ходимъ 

(109) 

поэтому 

,(о , * (О 

б^а^і-іі'^+а 
а_ , 2\с 

а ’ а 
/О 
Л* 

или наионецъ 

(110) 
."1 7 .0) „ ,а~ — а ~ «Ль , 

0*= ;,-- г* « - + а2+д'\| г/а [а2 + а 

Прообразуемъ косффщіептъ Р*, имѣющій видъ 

п + Ы 
■к 

- д' X*) 3 >) . а .(О 
А — ~ *Ак + і — 2 + 2 + е 
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Уравненіе (79) при $ = 1 и при замѣнѣ Ь чрезъ к -|- 1 дастъ 

.(О „ ЯА'Х 1 . .(О 
Лк+і=2а-!^- + Ак + і 

уравненіе (77) при тѣхъ же условіяхъ обращается въ 

,(») й^. + і , ,, .0) 
&Л.ь + з — & -—^-(к -|- 1) + і 

Наконецъ уравненіе (76) при замѣнѣ к чрезъ к + 1 и при я = 1 даетъ 

:(0 

(Ш) 

(112) 

Слѣдовательно 

. _ 1 >) , 1 >) 
~йГ~2Лк +2^ + г 

/О сіАІ\, , Ъ+ 1 „(О 
А* = (ИЗ) 

Таісішъ образомъ при помощи вы рапсодій (111), (112), (113) шффиціептъ Вк при¬ 

водится къ виду 

,0) 

І>.= 
а I 2 а4 (іАь 4_ і 

*“ а* + а** ~ <іа 

Кооффгщіептг Ек имѣетъ видъ 

— + 2 (й + 1) ]4%> (114) 

V 3Го I “ А& о А® і 9 „ ,(») . ,(*) , К4 ,00 
А — 4І3а^* + д А + г— 3аДь —а А +1 + 2 а“А+ і А+В 

Въ выражепіп (69) замѣнимъ 1: чрезъ й + 2 в положилъ 8=3, тогда будемъ имѣть 

(115) +) 
Ан-8 

/•) 2 (А + 2) АЬ) 
Ак + 1-за—Ан + 2 

(«) 
Исключая посредствомъ этого іц.а изъ предыдущаго выраженія, имѣемъ 

Щ=ІН+1 <*+1) +. - 3+- ^ +, +1 .] 

тоже выраженіе (69) даетъ 

+) +■) 2(Й+1) М 
4-1-2 = +-от— А +1 

,(•) >) 2к /•) 
А н-1 = А -1 — — А 

3<х 

к 
За 

(116) 

Внося это въ предыдущее, легко находилъ 

А -1 [«(а+|) 4}-'ШЪ.411(/=+1) 4Ѵ~ 2о4? + ^4’!,] 
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Исключая отсюда 4*-1 посредственъ выраженія (107), паходимъ 

Ек=I [* (і+1 *>) 4-1 <*+1) 41 я -1 {*+1) 4+. 
Накопецъ это посредствомъ выраженій (111), (112), (113) приводимъ къ виду 

П17, • ~ (Л + іЦзі+_і)л(0 «Д-41 ■ 
(117) ““ л + 1 л я.. 2 2 Да 

Коеффнціепгь 2^ нижетъ форму 

~ /3 й ' 9 дг\ й>) 9 2 М 9 2 іН 
^ = І4 ? - 4 а) »Ч + . - а «-Л + . - ■ «*Л-. 8 

Исключая отсюда Л*+ з, посредствомъ выраженій (115), (ПО), 

(107), находимъ 

~“ (8 + ? й) )—Т(7й +1} От — 3 У 4І-. + т (О 
і + 2 

.(•) 40 >(0 
Исключая отсюда Ак , и -4*^2 посредствомъ (113), (111) и (112), легко 
приводимъ вто къ виду 

(118) 
1 л п <хсі2-а‘2 

2+2(І+1)Й78 
й4+і 
йъ 

л(,) ■Яіг+І 

Коеффиціептъ имѣетъ форму 

„ _ а а ,(»), 3 ,00 а .,(0 /3 а1 9\ 2-0) 
О» = 4- у А + «- «Л -і +-д- Л+1 — —) а2^ 8 8 4 а' 

27 ,» 9 а , ,(») , 3 а „ ,0) 

8 

За* ,0) 
іб +• - Т 7 “ л‘ +■ + Т “■'** -■ + Ж Л‘ - ■ 

Исключимъ отсюда коеффндіеиты лі]^, и А^і.х посредствомъ выраженій 
(в) 

(111), (112) и (107), а функцію Ак-2 посредствомъ выраженія, которое получимъ 
ивъ (69), замѣняя въ немъ Ь черезъ 1с — 1 и полагая § — 3, Послѣ всего этого 
легко найдемъ 

<ь+о 4°+1- (з+ц 4-і - у о+щ 41] 
При помощи уравненій (77) и (79), принимая въ нихъ $= 1, и уравненія (109) 

отсюда выводимъ 

(119) Ѳк = ||й(*-}-1)+(*Н-1)-5 а 
.(О . ГІ , ,, ,, а‘—а’“ 

Л* + [т + *А + НаЧ-"'*] а 
Начальная форма коеффиціеита Ык есть 

2—’*! д4] 
(Ы 
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а. а1 ,(») . За (*) , а (0 /За'2 9\ 2 .(О 

Я* - 4 « Л + 2 + 8' Лі + 3 + 8 +1 + І4 7? ~ 8^ а Л* + 8 

I 27 2+> 0 а' пМ . За' 2.00 . За2 .00 

+ Те “ А‘ ~ і « а‘Л + ‘ +17. * л‘ + '■ + Те А‘ +• 
(*) 

Замѣняя /с чрезъ і + 1 въ выраженіи (115), найдемъ форму для Л* + 4; пользуясь 
ею вмѣстѣ съ ныражоніями (115), (116) и (107), лето находимъ 

/Л = Га ~ (24 + 3) л|3)Ч- {з - 2 (4 + 1) К + Щ ЛА®+ , 
'і I Й I (I * \ 

а1 . Лѵ .(0 а/г .(О "I 
— а 7Г ^ +2 —2 ^ + а 

Выраженіе (69) при $ = 1 и но замѣнѣ к чрезъ к 4- 1 даетъ 

2 (/г+1) ,(0 » л(0 
---Ак +1 —- — Лѵ + г 

Поэтому предыдущее приводится КЪ виду 

,, 1 ’ а‘ п . 1Ч/Г.. . .(0 . пп . ..ап . 511 .0) «К Л*) Пк— - 2 — (1 + 1) (2/о+3) Лк -|., +|3—2 (А?+1)-^ + -^-|аД,-ЛА + 3 

Урашюпіс (81) при * = 1 н при замѣнѣ к чрезъ 1+1 дастъ 

(24 4- 3) л[°|., = (1 - 4а2) +, + 2а (24 + 3) А®.а 
поэтому 

ГГ 1 [л / Т . 0 5/с М а! п , .. ,П7 оч .(О ай .(») 
Д* ^ ^ | 2 (1 + 1)(^“а2 +“4'2” ^ ^ 2 а^*+1 + а ~а №*•" 1) (21+ 3) Л * 4- $ — -д- Д< і- з 

Выраженіе (77) при 8= 1 и при замѣнѣ к чрезъ (1 + 2) даетъ 

аяі + з = а ++ — 0Ы- 2) Л+ . (120) 

Изъ выраженія (76) ори з 1 и замѣнѣ к чрезъ 1 + 2 находимъ 

(>) _рйД2 (О 
л* + і — * “ -'ч+з 

Исключая отсюда >4* + 3 посредствомъ предыдущаго соотношенія, нмѣеиъ 

.0) ЛЛ* + а 1 + 2 .(О 

ври помощи этого выраженія и выраженія (120) легко обращаемъ предыдущую форму 

коэффиціента IIі въ 

« ч пМ ,,(5) 
Л, =(4+1) Ѵ+^а ++-2 + у 

г ' аг + * Да 1 4 Да 

I № + 1) /Г7 I /П I /7 I 14 * Я* +) 
Н-'Л- (°к + С) Лк + 2 + № + 1) 3 I „,8 Л-* + 2 

(121) 
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Если иоложиаъ 

1 ^ а2 ,(0 , «* — ии (1Лк 

аКк~(?+іГ' к Ьа2 + №‘* Л* 

(О 

-го косффпціситы, которые аи теперь прсобразоішмлн, примутъ форму 

(О 1 
С6 ~ 2ЫѴ + ~ X* 

и> 

Д=-(Й+І) 4І1+І-^Х* + , и 

7*) ^ /() « 
-Ьь - —2- (31 + 1) А-!-: - 2 —— 

™ (* + 1)г, , л. А «й4+. 2(1+1) ѵ 
--2~ № + 3) Лк + < - 2 —к-— X, о і +1 

(О 
О ~ 5 7.П-Л-П , №+1)т А — -д М1 + И А + 1 -Й— Н-- X 

.0) 
гг _ Н"_І (г.ь I ЙѴ I <* А4 + , I (1 + 0 у 
Пі 4-(о^г6)Л + , + ^-Й- -+ - а- X ]., 

Кронѣ того какъ видно изъ выраженія (108) 

и потону выраженіе (106) приводится къ виду 

в,=р?Ф^2Амі><»-л 

'+ 42 °кС08— »'Н-^ !2АсоаС7с(<у — Г/’) Н-— *'] 

+ з) +т:—гс,]+^-2-р’*соа^^—у')+2у—*—АІ 

(122) + Увкооз[Лід у1) + 2д— 2т:]-\-~^Цксоз [!і(д — (/) + 2у — 2тс] 

+ -+ зіп і. зіп і' ^ ЛІ + , соз [й(о — д') + Ѳ — Йг] 

+ ~ зіи г. зіп г1 ^ Л* + , соз [> (д — </) + 2г/ — 0 — Ь‘] 

(О Т тЛѵ) АЛк + 1008 Ѵі(-9 “ ^ +29 — 2йі 
+ + ^ ^* + ’ 008 ^ (У — Л + 2? — 20']] *) 

*) Са. Ж. Коеалъспій. Теорія даішенія Нептуна стр. 29. 
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Всѣ суммы этого выраженія берутся но Тс отъ -г- со до -(- со, Въ такой форнѣ 
представляется выраженіе первой части пертурбаціонной функціи точное до членовъ 
втораго порядка относительно эксцентриситетовъ и ыаклошшій. 

Составимъ наконецъ для второй части пертурбаціонной функціи выраженіе вѣр¬ 

ное до членовъ втораго порядка включительно. Для этого обратимся къ выраженіямъ 
(48) и (49). Имѣя въ виду ограничиться величинами втораго порядка относительно 
эксцентриситетовъ и наклоненій, мы очевидно должцы принять 

г — (\ і _ !_8. ба. (ИІа -г- і_І*_ б* Пі — е, Лі—е, Ае - 1 8в, йа, — і 8е 
,.2 

7 €т ,, С 
2* А*“Т! 

СІІІ2 

:1с 
йЪ. 

ЯН' 
2 = С' 

йа^О; Ѵг— 0; 

сУ 

_ 0 ,з 

№ “ 8 

Выполняя суммованіе по Тс и Тс1 въ выраженіи (49), мы должны ограничиться зпаче- 

нілми этихъ указателей А=8 и 7^ = 3, ибо при высшихъ значеніяхъ будутъ получаться 
только такіе члены, порядокъ которыхъ во всякомъ случаѣ выше втораго. Такимъ образомъ 

Л* - р' 4 85' 

+ !■«?,-ГУ-, [Ѵі.т К + 4й',.віп 25) 
А о 

- соз (с -К') - 4*0=2^ соз (25 + С) - —соз (ЗС + С) 
МА А 

- соз (С+20 - соз (2С+20— Л,2Т'В?І2 еоз (35+ 2?) 
А А А 

Ащ—-Кі 1 3 

сов(СН-ЗС) ^і+-^С08(2с+ао 
А з, з— сое (8?+80 

- соз (;- С1) - соз (2С - О - л»»+д»-” соз (85 - О 
А А А * 

Но принимая во вниманіе выраженія (48) и (87), легко ирпводииъ это къ виду: 

Вг = |ь'4 Г|-с.со8(5— і:+7с')+Зей,.соз{2С' — к+я*)—2Лсоз(С—2Г+іс—х') 

— 4с08(2С—?'+тс—гс')—4-е'2. сов (С—ЗСЧ-тс-тс')—ее', соз (2?— 25+»— тс1) 
А О 

— А соз (3?—С'+Гс—Я1) — ^ е'2. сое ($+?'+*:—:гс1)—| А соз (<^+?'—тс+тс1) 

- 1 

+ 

о2+е'2 . л(і\ . +г’ 

2 8Ш (а/ \2 

зііи.зт^' 

2 
соз (0—С’) ш(?— ?'+7С—«’) 

|ешАш+_ |віп.^) + віи.^|иа(о_0О| С03 (С + С' + к+л’-О- 6П 

— 8ш* (I) — зіп2 (^Н зіп (0— 60 зіп (С + 5' + тс + «' - 0 — 6') 

зіп г. зіп і' . /л лл . /9 9, , * 
-г-ЗІП (0 — 00 8Ш <С — С' + Тс — к) 
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Или виодя сюда среднія долготы вмѣсто среднихъ аномалій, получаешь 

Цг = р.1 Г-^-с.соз(і/'— тО+Зес’. С08 (2^г—тс—л:') — 2с’. ш (у—2У + я’) 
О» “ I а 

— ^ 003(2(7—<7Г—тс)— с'а- С08(у — Ьу' —[—2тс*)—сс1. С05{2д—2у'—к + х') 
С о 

8 
(123) _3А соз (Зг/ — йг'— 2іс) — у саз (д + д — 2х‘) со» {у + д' — 2гс) 

- 1 о —Зіи*(^) — зіп2(-) 1 С08(з—г/’) ——- С08(г/ 1 .. Гі 1.{\'\ 

_|_!і1іі8іп±С08 (у+у-й-Ь') (у+у'-2Ч) - тг'ът (у + у -20') 

Сума ваПдсшшхъ теперь формъ (122) н (123) представляетъ собою выраженіе аср- 

турбаціониоП функціи вѣрное включительно до членовъ вторато порядка относительно 

оксцептрпсптетовъ в и а к л о неній. 

Тенора легко уже составить себѣ понятіе о той части разлолсеиіл пертурбаціон¬ 

ной функціи, которая по содержитъ явно времени и которую въ выраженіи (30) ми 

означили чрезъ А0. Эта часть заключается только оъ выраженіи (122), имеино въ 

первыхъ трехъ его члеиахъ н затѣмъ въ шестомъ и десятомъ членѣ. Ыы волучнмъ 

часть пертурбаціонной функціи не содержащую явно времени если въ упомянутыхъ 

сейчасъ членахъ примемъ /; = 0. Означивъ составляющуюся такимъ образомъ функцію 

чрезъ -Р, найдемъ 

уѴ 

I ,(|) 1 I . ./*Л , . ./»' 2-Л-2 аш у+ш а ,е*+ 
“"йГ + “2 д, 

Н" 8ІПІ.8ІП І л[^С08 (0 — 0') -)- ~ 1%, С08 (х — зсг; 

Всѣ другіе члены части й(, за исключоніемъ выше указанныхъ, ни для какого зна¬ 

ченія /* нс даютъ членовъ свободныхъ отъ нрсиспи входящаго явно. Легко видѣть, что 

По 
7М 

а и А ц 

4 йл ? — 2 ^ 

• .(О 
аА[ 

2 (Іа 

поэтому 

(124) 

'■ «и!0 

К йа. 

аА, 
(О 

зіп і.зіі) г1, соз (0 •— С') Ц- 
(О , ,Л 

“ “&І вИ ^ 

Во второй части пертурбаціонной функціи, точно представленной выраженіемъ (49), 

вовсе нѣтъ члоновъ независящихъ явно отъ времени, ибо всѣ суммы этого выраженія 
по к и к’ берутся въ предѣлахъ единицы п + сс. 

Такимъ образомъ если хотимъ найти форму вѣковыхъ возмущеній, то интегри¬ 

руя выраженія (25), должны положить въ ннхъ И = РУ гдѣ подъ Р разумѣемъ по¬ 

казанную сейчасъ часть пертурбаціонной функціи. 
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Общія понятія о вычисленіи вѣковыхъ и періодическихъ неравенствъ 
планетъ. Прочность устройства солнечной системы, 

В. Зная форму зависимости пертурбаціонной функціи отъ элементом», присту¬ 

пимъ къ интегрированію дифференціальныхъ уранисній (25). Эти совмѣстныя диффе¬ 

ренціальныя уравненія въ конечной формѣ интегрированы быть не могутъ, а потому 
зада та о вычисленіи возмущеній можетъ быть рѣшена только съ извѣстнымъ прибли¬ 

женіемъ. Условимся найти интегралы вѣрные включительно до членовъ втораго по¬ 

рядка относительно эксцентриситетовъ н наклоненій. 

Покажемъ прежде всего способъ вычисленія вѣковыхъ неравенствъ. Для этого 
въ выраженіяхъ (25) мы должны принять В = Р и опредѣлить производныя функціи 
Р относительно элементовъ. Мы видѣли, что функціи Р ие содержитъ элемента *, 

. о. эпохи, а потому ^- — 0.' Слѣдовательно но первому изъ выраженій (25) имѣемъ 
На 
йі 

(к 
— О и отсюда заключаемъ, что большія полуоси орбитъ но подлежатъ вѣковымъ 

измѣненіямъ, а потому онѣ не могутъ возрастать нлн уменьшаться неограниченно и 
если подлежатъ измѣненіямъ, то только періодическимъ. Въ от омъ заключается одно 
изъ существенныхъ условій прочности устройства солнечной системы. 

Посмотримъ теперь въ какой формѣ представляется зависимость отъ врсмсои 
эксцентриситета и долготы перигелія орбиты. Въ дифференціальныя выраженія нред- 

йіі сііі 
Л1 7/л:1 

(Ж сЖ 
(Іс И і(і 

ставляющія нзмѣисиів этихъ элементовъ входятъ производныя 

Такъ какъ дли рѣшенія того вопроса, который мы имѣемъ теперь въ виду, мы должны 
принять й = Р9 то первая изъ зтнхъ производныхъ обращается въ пуль, остается 
опредѣлить три другія. Обращаясь для этого къ выражение (124), легко находимъ 

сіе 4 \/а1 4 а'3 |_ 

Л А? , /.(0 , 
оа ———л*-^-)соз(ті—я) 

Па 

(ІР 
с/л: 

V 

(О 
,і .(О с//1. і . . іч 

— ее [ А{ —а—— к) 
(Іа 

АР \у' сІЛ* . . і ^ /Г( ,,, 
- • --:а —- - 8Ш л ~\-а А, ш і . зш г соз (0 — 0) 
(Н 4)/а* 4 а* Да 

(125) 
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Ііо замѣтимъ прежде всего, что, ограничиваясь членами второго порядка относительно 
нашистіШ, мы должны считать въ послѣди омъ члеиѣ соз г = 1. Кромѣ того выра¬ 

женіе (77) показываетъ, что при й = 0 и 5=1 

А^= — ^ 
1 На 

Слѣдовательно послѣдиші производная приводится къ виду 

(126) а [зіо І' 009 (& — Ьг) — 8іп Л 
Ль 4|/а» + а* Ла 1 к ' ^ 

Ъ) 

« , № ЛР Такимъ образомъ мы видимъ, что производныя и ->-т сами суть величины пер- 
ас аі др 

ваго порядка относительно эксдонтрпситотовъ и наклоненій, а производивя есть 

уже величина втораго нор я дна. 

Пояия, что -у — 0, мы имѣемъ 
(іб 

йс ис (ІП _ /— '— - пл' 

Ш = ~ТѴі-в'Ъ 

ая Ѵ'І — <*\ мы удоржнмъ только первый членъ и тогда получимъ 

ЛР 

раглаг 

<1е 
сіі 

ап ЛР 
с Лк 

ЛР 
другіе члены разложенія \^\ —с-, будучи умножены на -у-, дали бы члеиы третьяго 

» витякъ и о ряд кот,. 

Что касается до производной то для иол примемъ 
(ІС 

(Ы _ ап ЛР 
Лі е Ле 

л . ЛР (ІР 
Инесомъ сюда вмѣсто ^ н нхъ выше цайдешшя выраженія и при этомъ поло¬ 

жимъ для краткости 

К = 1 Гл!0- се I; I = ?. ^ - р = . 
4 1- <1* 1 4 <?а |/«* 4-я'* 

тогда будемъ имѣть 

(127) 

^ зиі (к — тс) 

°Ж = ^ [■& • е Н" К-с‘‘ соа (я — те1)] 

Подобнымъ же образомъ для возмущающаго свѣтила имѣемъ 
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йі Р.К.с ЗШ (ТС — К) 

, (1%* 

с аі 
Р' [I/. С1 -\~ К. С > Со8 {ТС — ТС')] 

(127*) 

1 * Г+я*' 

Что касается до функцій К и Д то онѣ относительно полуосей орбитъ того и дру¬ 

гаго свѣтила составлены со воршен по симметрично, а потому имѣютъ совершенно оди¬ 

наков значеніе съ обѣихъ системахъ уравненій. Чтобы интегрировать предыдущія 
уравненія положимъ 

и = е. ш тс; ѵ = е.шп 

м’ = е'. зіп тс‘; ѵ‘= о*, ш тс' 

откуда 

йи 
йі 
сіѵ 

сітс , . йо 
С. С08 ТС -57 -г 8Ш ТС -г- 

йі 1 йі 
. йк . йс 

7, = — с. 8111 Тс 37 + 008 ТС -=- 
(К Й 

Подставляя сюда вмѣсто и ^ ихъ выраженія (127), легко находимъ 
146 (ІО 

|г = р|Х.« + *.«'] 

§ = -Р[і.« -Н к.п'] 

подобнымъ лее образомъ ішѣомъ 

гіпА 
|~- = ${1.ѵ' + К.ѵ) 

%=~Ѵ&.и'-Л-К.и] 

(128) 

(128*)- 

Интегралы этихъ линейныхъ уравненій, какъ извѣстно, имѣютъ форму 

и = А ѵ зні (М + Т); ѵ — А. соз {Ы -|- у) 

и‘= А!, зііі (Ы + у); ѵ' = А1, соз (Ы + у) 

гдѣ А, А\ Ь п у суть постояшшл. Виося ш интегралы въ уравиепія (128), на¬ 

ходимъ 

ЛА = |5[Х.Л + К.А'] (129) 

подобнымъ же образомъ уравиеиія (128*) даютъ 

Л7*=р'[Х.Л' + 2ГЛ] (120*) 
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Исключая изъ этихъ уравненій отношеніе имѣемъ 

(130) = О 

Такъ какъ уравненія (129) и (129*), представляющія зависимость между постоянными, 

не содержатъ въ себѣ постоянной у, то заключаемъ, что эта послѣдняя есть произ¬ 

вольная величина. Корин предыдущаго квадратнаго уравненія относительно К могутъ 
быть или дѣйствительные не равные, или дѣйствительные равные, или мнимые, смотря 

потому* будетъ ли величина 

(13 + (Ѵ)2.І2 —4№ (I2 — К2) 

положительна, равна нулю, или отрицательна. Эта разность можетъ быть представ¬ 

лена въ видѣ 

Первый членъ есть всегда существенно положительная величина, второй будетъ поло¬ 

жительною величипою, если Р и р' будутъ имѣть одинокіе знаки. Знаки же величинъ 
(3 п Р' исключительно зависятъ отъ знаковъ п и п\ Такъ какъ воѣ планеты сол¬ 

нечной системы движутся въ одну сторону, но направленію знаковъ зодіака, то п и п' 

имѣютъ одипакіе знаки, поэтому предыдущая функція всегда имѣетъ положительную 
.величипу и корни уравпеиія (130) всегда суть не равные н дѣйствительные. Если бы 
корни этого уравненія были мппмые, то функціи и, ѵ, ѵ; пе имѣли бы тригоно¬ 

метрической формы, а представлялись бьг показательными функціями и тогда эксцен¬ 

триситеты орбитъ представлялись бы такими функціями времени, которыя содержали 
бы время внѣ зпаковъ тригонометрическихъ функцій, а слѣдователь^ эксцентриситеты 
орбитъ отъ возмущеній могли бы измѣняться, непрерывно увеличинаясь или умень¬ 

шаясь и такимъ образомъ орбиты пе удерживали бы форму опредѣленнаго коническаго 
сѣчопія и солнечная система ие имѣла бы прочнаго устройства относительно эксцен¬ 

триситетовъ, Отсюда мы заключаемъ, что движеніемъ всѣхъ планетъ въ одну сторону 
объусловливастсл въ извѣстномъ смыслѣ прочность устройства солнечной системы. 

И такъ уравненіе (130) имѣетъ два дѣйствительные корня; означимъ ихъ чрезъ 
Д, и А2. Каждому изъ этихъ двухъ корней будетъ очевидно соотвѣтствовать своя 
система постоянныхъ велпчииъ у, А и А'. Пусть величины соотвѣтствующія корню 

\ будутъ у,, Ах и Ах\ а корню Аа пусть соотвѣтствуютъ у*, Л2 и А*. Такимъ 
образомъ полиые интегралы уравненій (128) в (128*) будутъ имѣть видъ 

и = А) віп {1іхі -(- у:) 4 Ап аіп (Іь2і 4у2) 

Ѵ = АХ СОЗ (V + Уі) + А’2 ш (Аа* + у2) * 

»'= Аі'ш (Ьіі 4 Уі) 4 Аг аіп {Ъьі 4 у*) 

г>'= 4'СОЯ (7ц* 4 У:) + А2т [Ь2і 4 Та) 

Посредствомъ этихъ выраженій уже легко опредѣлить эксцентриситетъ и долготу пе¬ 

ригелія представленныя въ функціи времени. 

Въ самомъ дѣлѣ возвышая два первыя уравненія въ квадратъ и складывая 
ихъ, получимъ 
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& — Ах 4” А* 2АхАп соз [{Ьі — Л2) і Уі — Тг] 

Раздѣлишь первое изъ тѣхъ же уравненій на второе, получимъ 

Ъап^ тс А 8Іп (7ііі + 7і) + ^2 зіп (йа* + 7а) 

А{ сое (М -Ь у{) + А2 т{1а1 + ѵ3) 

(132) 

(133) 

Два посл'Ьдпгя азъ уравневій (131) даютъ возиожвость опредѣлись подобнымъ 
же образомъ в' и тс'. Очевидно, что панбольшее значеніе е2 имѣетъ йгісто при 

(Ііх— 70^Н“7і — 73 = 0» а наименьшее при (1іх — /і2)*4-7і— у2=180о. Танинъ 
образомъ наибольшее значеніе е ость е=^Лх А*, а наименьшее с — Ак— Ла. 

Слѣдовательно о—А1 есть средняя величина, которую можотъ имѣть зксцоптриси- 

тетъ, измѣняясь отъ возмущеній. Предположимъ, что іх есть время соотвѣтствующее 
наименьшему значенію шцеитржіптета, а іг — наибольшему, тогда 

(К — 1і,±) і, 4- Т, — у, — 0; (Л, — /іа) к + 7і ~ у2 = 180° 

Слѣдователи* о промежутокъ времени, въ который зкснентрпсктегь ив мѣняете я отъ 
наименьшаго до наибольшаго значенія будетъ 

180° 

Тіі — Л,г 
і =г_1Г_— 51 — г /. 

я полной періодъ измѣненіи эксцентриситета будетъ слѣдователь и о 

360° 

-— Ь>2 

Чтобы опредѣлитъ подобію этому періодъ измѣненія долготы перигелія, лайдемъ 
времена, въ которыя эта долгота, измѣняясь отъ вѣковыхъ возмущеній, достигаетъ 
наибольшей и наименьшей величины. Возаіемъ для этого отъ выраженія (133) произ¬ 

водную но тогда будемъ имѣть 

__1 сН _ НХ.А{* + 7ц. А^г (]і^ ^ Й*) Ах.Аг соз [(/^ — 7*3) ^ + Т»~ 7 г] 
соз2 тс (й ~~ [Аг соз (Іііі -р7,) + А2 саз (!ігі + у2)]а 

илв 

йіг ; й, Ъг-А** +_(7»і + йй) АХ.А3 ш [(1іх — й».) * +7і — 7а] 
сІі ’ ’ Л,3 -Ь Л2*+ 2Л,. Ао соз [(Ьх — 7ьз) * + 7, — 7яІ 

1гакъ какъ знаменатель ни дли какого значенія і въ безконечность не обра¬ 

щается, то условіе піахіпиші или шіиішит тс будетъ представляться уравлопіш» 

1іХьА* + 7Ьъ,А«г + (Й, + Л2) Л{. Аг соз [(Л, — 7%) і + 7і — 7з] = О 

откуда 

соз [(й, — йа) $ + 7і 
Й[ЛЛгй + Й2)Л2й 
(Л, + Йа) Л,.Л2 

Изъ ото го уравненія можно опредѣлить величину *, соотвѣтствующую наибольшему 
или паи меньшему значоніш долготы перигелія только тогда, когда 

Ь\»Ъъ.Аг > | 

(йі 4- 7^) А%, А 2 
и 
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Если же эта дробь болѣе единицы, то і будетъ спѣть ннпиую величину; другими сло¬ 

вами, уравненіе, изъ котораго придется опредѣлить наибольшее значеніе тс, не будетъ 
имѣть дѣйствительнаго корпя и долгота перигелія въ этомъ случаѣ возрастаетъ или 
уменьшается неограниченно. Такимъ образомъ вопросъ о періодѣ измѣненія долготы 
перигелія но можетъ имѣть общаго рѣшенія. 

О. Перейдемъ теперь къ интегрированію уран пен Гй представляющий» измѣненія 
наклоненія п долготы восходящаго узла. Для этой цѣли пъ послѣднихъ двухъ изъ 
уравненій (25) мы удержимъ только члопы нулеваго порядка относительно эксцентри¬ 

ситетовъ н наклоненій, ибо другіе члены дали бы величины третьяго и высшихъ по¬ 

рядковъ, которые мы условились отвергать. И такъ примемъ 

йЬ __ т_ <11? > (Н __ ап <11? 

(И $ІІ1 І ІІІ ' (Н ~~ 8ІП і гЙ 

Замѣтимъ, что но выраженію (124) 

<11? 

<1Ь ]/«* 

(О 
.. 8;п . зіо &;И (0 — О') 
і А 

Но такт. 
.(■) каш, Аг — то 

<Ш 

<10 

Р_ 

17п* + а' 

7 I чѵ 
* зіп і, зіи і'.зіи (0 — С) 
4 <1<х 

Слѣдовательно 

(134) 

№ \і* «п (I/. 
(О 

<Н 4 ]/ла + лг* <Ы [зіп 

яін г 

7- ; Л |х; т <1Ао . . ... ЛЛ 
— =-;-—ттт- г а-8Ш ?\ 8Ш (0 — 0;) 
<1і 4 ѵѴ + а1* (1<х 

Положимъ подобно предыдущему 

8111 4. віо о .*= Р' 8ІІ1 І\ ЗІП О' р' 

8ІИ І. С08 О — г/; 8ІІІ 4’. 008 0' = $ 
(135) 

откуда 

(130) 

<Ъ . . Л (1г , . . , (ІЬ 
--- = С08 I. 8)11 О -гг 4- 811» г. С08 0 
<и <и 1 (и 

(1$ . л (Н . . . „ до 
— — с08 С08 О —; — 8]1) ? . 8]|1 О “ГГ 
Л <7* Л 

по такъ какъ мм ограничиваемся величинами втораго порядка относительно эксцен- 

трпситстооТ) и наклоненій, то должны считать соз V — I, принимая это, внесемъ въ 
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т • і г ііі й о . 
послѣднія уравненія вито производныхъ -г н ихъ оыралісиія (134) и тогда 

(ІО (іѵ 

легко получинъ 

(О 
Лп а1 ап ДА* , . ч 

4 7ЭТ^“ЛГ(Й в) 

7 - 7,(1) щ  р,' ап (ІАо , > 

<і{- 4^-.-;6йа ■’-'Ѵ' До. 
Р, 

(137) 

положимъ здѣсь для краткости 

,.со 

4 іія • 
=ь 

і/я3 4- л'* 

тогда 

1! Г 

А
. I! 1 Вч
 

►С
^ 

(138) 

подобнымъ же образомъ 

<> 

іі 
"а

і'й
 

^
^

 % = -ь'мь-*) (138*) 

интегралы этихъ линейныхъ уравненій, какъ извѣстно» суть 

р — В. зіи (Н -|- 8); {1 — В. со8 (Ы -|- 5) 
(139) 

р‘ = В', зіп (Ы + 8); <1 = В\ 008 (Ы -(- 8) 

Внося ото въ уравненія (138) н (138*), имѣемъ 

кВ = ЪЩП* — В)\ №=141(1! - В) 

. В 
исключая отсюда отношеніе находилъ 

р + ф + Ъ9) М.Ъ = О 

корпи этого уравненія суть: 11<( — — (Ь Ь') М и 1г2 = 0, слѣдовательно полные 
интегралы уравненій (138) н (138*) представляются въ формѣ: 

р =: Ві ЗІІ1 Фіі —1“ ^і) —}*■ 1$2 ЗІЛ 8^ 

а=В{ С08(7і5^ + Ь|) + Б2 соз82 /чі/іч 
(140) 

р1= Д' зіп (1с^ + М + В* зю 82 

г/= В / со+ 8,) В2 соз 8* 

Возвышая въ квадратъ и складывал первыя два изъ этихъ уравненій, нмѣомъ 

зіп2 г ~ В* + Вш% + 2 В,Вг соз (&і + », — 8.) (141) 

отсюда заключаемъ, что отъ дѣйствія вѣконыхъ возмущеній наклоиспіо орбиты какой 
либо планеты не можетъ возрастать непрерывно, а измѣняется только въ извѣстныхъ 
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предѣлахъ и продѣли измѣненія віи і суп, п 1^—В*. Раздѣливъ первое 
азъ уравпоЩй (140) па второе, пайдомъ 

(142) 
^ о —. Ді 8ІП (М + *і) 4" Д» 8І1І ^2 

Вх С08 (Й^ -р 5)) -{- #3 С08 §2 

Этимъ выраженіемъ должно пользоваться для вычисленія возмущеннаго ліачеяін доя- 

юты узла орбиты. Подобно предыдущему лето находимъ, что прям л которому соот¬ 

вѣтствуетъ наибольшее зяачоиіо 0 опредѣлится изъ выраженія 

сов (М +- з, — ад = — ^ 

Отсюда видимъ, чю б имѣетъ піашшп я тіиіпшпі только тогда, когда Ф < 1< 
і^2 

съ противномъ же случаѣ узелъ орбиты отъ возмущеній движется по эклиптикѣ но- 
прерывно въ одну тропу, 

10. Опредѣлятъ наконецъ форму эпохи измѣненной вѣковыми возмущеніями. 

Въ тротьооіъ изъ выраженій (25) мы отвергнемъ послѣдній членъ по его ма¬ 

лости; по второмъ членѣ удержимъ ту часть, которая ость величина пер па г о я прядка 
относительно эксцентриситета и так ямъ образооіъ примемъ 

(143) 
те <ІГ 

2 сіе 

Форма производной — извѣстна, остается опредѣлить форму производной За¬ 

мѣтимъ, что а входитъ въ выраженіе (124) двояко! явно я въ зависимости отъ а; 
(і) 0) 

шффшцеиты Ш А о и Ах содержатъ а только въ зависимости отъ а, поэтому 
помня, что дли А = О 

Ах иск 
И ЧТО кромѣ того 

(Іа __ «Ча'® — а*) 

Т ^ 
Изъ выражшп (124), полагая 

в*-И* 1 
8 2 

8ІП і.ВІП I 
4 

соэ (0 — О1) О 

легко находимъ 

(ІГ=_ 
сіа 

ар/(а* 

а 

\ка 
а) 

Ао + 008 %‘) (Аі 2 
а — 

(й2 + аУ I 

<о 
АА± 

(Іа 

0) 

со . 

■[-аЦ^Ѳ 
1 (ІА 

1 йЛ* ее' г (РАх , /сЫ^ А*А 
2 ТГ - т ™ С» - ") « з„г + (-ЗГ 4- « тг 

(1) 

Ж?-1® 
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(V? 
Внося ото вмѣстѣ съ пйРдсиішъ выше лырлис'мііеыъ въ уравненіе (1-13) и по¬ 

лагая для краткости 

ш 

Р = 
)/а2 а'2 \іі 

а3 — а' 2 (}г{ 
-—- Л Н—--а - 0 

а1 + а* <Ы 

ф _ _а _ 

(і) 
(ІАЬ 

8(/а*4-аг* Йа 

ѵ _ ап_[2а2—а'3 ^ (ІА^ { а* — а12 ^ 2 \ 

4 I/а2 -{- а** а2 4- с*'2 йа <г -|- а'г (1ь~ \ 

5 =- - Ип 
8 ]/а2 + 

О) со 

сР 4- аг2 V 1 сЫ ) а? + а'9 йа“ 

легко ІШОДІШЪ^ 

<к_ 

;й~ 
Р -|- с2. + се'. 5.008 (тс — тс') 

+ е3-|“ЛІ2-|-2 зіи г.віи г'. ш (О И 4{т’(і' 

Но выраженіямъ (131) составляемъ 

г.о\ сов (тс—ъ') = ті'-^№'—А1А[,-\-Л2А2-\-{А]А<і,-\-А<іАі,)ш[{Ііі—/и) М“7і—Чг] 

подобно этому выраженія (140) даютъ 

зіи г.віп г', сов (О — 0') = В,Я,' -|- В22 -]- В2 (В, + В,') еоз (7ц^ + 5, — 5*) 

Кромѣ того мы 8 наемъ, что 

вііі2 г = В,2 + Я*2 -Н 2#,Ва соя (7с,* + ^ — &2) 

аіа2 #= 7^ + 85,^008 (А,« + », — »а) 

Въ выраженіе (144) входятъ однако не віп2 і и віп2 і\ но $іп! 

принимая зіи і =і и віп = і\ мы будемъ считать 

н вшМ^рИО 

виг + вИІ = 8іп2 і 4- віигг; 

Поэтому принимав все это во вниманіе п основываясь на выраженіи (132) и ему по¬ 

добномъ для й2, приводимъ урашвіо (144) къ виду 

— =5 Д/0?і -(- Мі Со8 [(7ц — й-г) І + ух — Та] + ЛЛ& Ш (М “Ь — М (145) 

гдѣ для краткости полошено 
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М»п = Р + (А2 + Ас) «2 + Я)+ 8 (А{ж + Аъ.Лъ) 

+ я [Ас + л,* - (В, - ад + вг + В?\ 

М) = 2 [Л^/Цф -}- (у!,Л2 + Л/Л3') -К + ^ “Ь А^Аі)"] 

Мі = ав.л/ (В* — Вг1) 

Косффшценты выраженія (145) за исключеніемъ постоянны къ величинъ содер¬ 

жатъ, онъ мы видимъ, элементы а п п, по мы знаемъ, что большія полуоси по 
подлежатъ вѣковымъ измѣиеиІямъ, тоже свойство имѣютъ слѣдовательно и среднія 

движенія, ибо Такимъ образомъ косффиціеиты выраэшіи (145) надо ечн- 

<г 
тать мри рѣшеніи разсматриваемаго вопроса за всличииы постоянныя, а слѣдова¬ 

тельно интегралъ этого выражеиіи будетъ 

(148) е = е0 4- М„п. і + ~5ііГ[(Аі—?іа) і-Ьгі —Та] + ^ аііі 

гдѣ е0 есть постоянная величина, в воден пая нптегриро маніемъ и представляющая собою 
величину эпохи, соотвѣтствующую опредѣленному моменту времени. 

11, Вычисленіе возмущенныхъ значеній элементовъ но выраженіямъ (132), (133), 

(141), (142) и (140) предполагаетъ, что изъ цаблюдошй опредѣлены значенія по¬ 

стоянныхъ введенныхъ интегрированіемъ, но на практикѣ это нс легко выполняется, 

а потому вычисленіе вѣковыхъ возмущеній элементъ основывается обыкновенно па 
соображеніяхъ подобныхъ тѣмъ, которыя мы указали въ ц° 57^ т. I для вычисленія 
измѣненій координатъ отъ процессіи въ теченіи извѣстнаго промежутка времени. 

Если котимъ вычислить шшр. годичныя измѣненія элементовъ, то въ теченіи 
такого малаго промежутка времени можемъ считать элементы о, с\ я, тс; и т. д. 
постоянными; тогда вторыя части уралиеиііі (127) можно считать за постоянныя ве¬ 

личины и интегрировать эти уравненія при такомъ допущеніи. Подобное иитсгрирова- 

. Ле сЫ 
те приведется къ умноженію на і величинъ иропзводиыкъ ^ и ^ вычисленныхъ 

по уравненіямъ (127) съ помощію частныхъ значеній элементовъ со отвѣтствую щи къ 
опредѣленному моменту, панр. срединѣ разсматриваемаго промежутка времени. 

Для вичвслсція вѣковыхъ измѣненій элементовъ і и 0 обыкновенно вычисля¬ 

ются измѣненія функцій р и $ но уравненіямъ (137). Такъ какъ сама эклиптика 
отъ возмущеній перемѣщается въ пространствѣ, то чтобы имѣть дсцжоніс узла и из¬ 

мѣненіе положенія орбиты какой либо планеты относительно подвижной эклиптики, 
вычислимъ сначала измѣненія функцій ^ и % для земной орбиты, а потомъ—измѣненіи 
тѣхъ лее функцій для разсматриваемой планеты. То н другое выполнимъ по уравне¬ 

ніямъ (137). Пусть и Ду будутъ зпачеиія произоодішъ относящіяся къ земной 

* г фі 
орбитѣ, а -у н —-значенія тѣхъ же производныхъ для разом отрицаемой пла¬ 

неты. Вычисливъ эти производныя но уравиеніявіъ (137), висоАгь ихъ въ уравненія 



ш 

Аг . л Ар , л йа 
-- = зш 0 -*2 + С08 Ь -* ль <и к <и 

. .ДО йр , , й<і 
зим -т? = сов 0 - — зш О 

АЬ АЬ Аі 

которыя легко получаются иэ7» уравненій (130*)- Таклмъ образомъ если означимъ чрезъ 
Й01 сіі± 

1І \П Й 
движеніе узла и измѣпеіііе наклоненія разсматриваемой орбиты относи- 

только подішжпой эклиптики., то эти движенія опредѣлятся по выраженіямъ 

АІ1 
Аі - • & “ ) -4- С 08 аі Аі 

(П 

(1<Ь 
Аі 

Если хотимъ вычислять по этимъ выраженіямъ измѣненія элементовъ 0 и і въ теченіи 
. АО. Аі{ 

промежутка времени і, то вычислимъ но нимъ производныя ~~ и -г; при помощи 

элементовъ соотвѣтствующихъ срединѣ разсматриваемаго промежутка времени и полу¬ 

ченныя величины умножимъ на 

Чтобы вычислить измѣненіе эпохи въ теченіи ивѣстиаго промежутка времени, 

обратимся къ выраженію (144). Мы условились принять 

4 8ІП' 4 8ІЦ* У2+<?' 

а потопу упомянутое сейчасъ выраженіе приводится къ виду 

§ = Р + ей- <3 + [еа + ел - (р - р'Г - {<1 ~ йГ] В + её. В сов (к - *') 

въ конкѣ времени і элемепты с, с\ те, те* и функціи р} $ и т. д. имѣютъ величиям 

е + г.$й; й' + і.бй'; и т. д. 

а потому внося это въ предыдущее выраженіе и ограничиваясь членами содержащими 

первыя степени измѣненій Ьо% Ьа' и т. д., найдемъ, выполнивъ интегрирован іо 

е = е0 +%. і т). і2 

гдѣ е0 есть эиачопіе элемента е, соотвѣтствующее началу разсматриваемаго промежутка 

времени Ь. Легко убѣдиться, что 

■^<3,^. (| - % ~ к-і) (|-%)] ^г" 

+ Ъе 4" сЬс) ш (тс — тс) — (§тс — 5тс) ев1 зЬі (тс — тс) ^ 8Щ Г' 

по этотъ косффпціснтъ обыкповепао такъ малъ, что членъ у.? въ теченіи вшошт» 

столѣтій едва достигаетъ секунды дуги, а потопу достаточно принять 

& “ *о 4” 5 • ^ 
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Эпоха «холитъ пожду прочти» иг выраженіе средней долготы планеты, именно 

I = г пЬі слѣдовательно Л =**0+(** + $)*• Такимъ образомъ членъ можетъ 
быть отнесенъ кг среднему движенію планеты, сама же эпоха можетъ считаться тогда 
постоянною величиною относительно вѣковыхъ возмущеній. Замѣтимъ наконецъ, что 
для того чтобы получить среднее движеніе планеты соотвѣтствующее ея первоначаль¬ 

ной орбитѣ, слѣдуетъ вычесть величину ^ изъ средняго движенія выведеннаго изъ 

наблюденій. 

12. Посмотримъ теперь на основаніи кашъ соображеній метутъ быть вычи¬ 

сляемы періодическія неравенства планетъ. 

Положеніе свѣтила въ пространствѣ вполнѣ опредѣляется тремя координатами: 
радіусомъ векторомъ, долготою и широтою. Эти три координаты суть функціи эле¬ 

ментовъ и времени, а потому мы получимъ возмущенное значеніе этихъ координатъ, 

если ппессмъ въ пхъ выраженія возмущенныя значенія элементовъ, соотвѣтствующія 
тому времени, для котораго хотимъ опредѣлить возмущенное положеніе свѣтила. 

Мы знаемъ, что г=а( 1 —е.тп), і*дѣ кодъ и разумѣемъ эксцентрическую 
аномалію. Чтобы найти посредствомъ этого выраженія измѣненіе радіуса вектора со¬ 

отвѣтствующее измѣненію эломеитонъ отъ возмущепій, будемъ дифференцировать при¬ 

веденное выраженіе и при этомъ измѣненія различныхъ величинъ отъ возмущеній 
означимъ характеристикой 5, Тогда получимъ 

= (1 — е. соз и) Ьа + ас. 8ін и. 8м — а. ш и. Ье 

Эксцентрическая аномалія сама зависитъ отъ элементовъ, а потому сл надѣисиіо т. е. 

5м представимъ въ зависимости отъ измѣненій этихъ послѣднихъ. Мы знаемъ, что 

С = и — с. зіп и 

гдѣ подъ С разумѣемъ среднюю аномалію Пусть д будетъ средняя долгота свѣтила, 

тогда С = д — х; слѣдовательно 

^ _зіп и. Ье + Ьд — 5тс 
1 — с. соз и 

посредствомъ этого измѣненіе радіуса вектора представится въ видѣ 

5г = 1.5„ - ^ Ьс + (Ьд _ *к) 
а 1 —* с. соз и 1 — с, соз« 

а это посредствомъ выраженій (25) и (30), ч. 4 обращается въ 

(147) Ьг = -Ьа-а соз С. Ье + зіп / \Ьд - Ы 
Іі у 1 — в% 

чтобы имѣть выраженія 5а, Ье% 5л мы должны интегрировать уравненія (25) и инте¬ 

гралы, но содержащіе произвольныхъ постоянныхъ, представитъ собою искомыя измѣ¬ 

ненія. Мы уже замѣтили, что вмѣсто полныхъ выраженій ^ и ^7 достаточно нрп- 
иС Пи 

юі ЛК те ЛЯ (Ъс ап ЛЯ 
с 2 <?е ' сН е Ле 

пять 
Ле 
йі 
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отсюда к но нервов;у изъ выраженій (25) находимъ 

8с = 

8тс = 

аѵе ЛИ 

ТГ йе 

ап ЛИ 
а сіе 

• Лі — 
ап ЛИ 
е Лк 

• Лі 

(148) 

остается найти форы у измѣненіи средней долготы. Такъ какъ (/ = пі-\-ь> то 

Лу (Ы , (к 
сП 

но такъ какъ п.а*=>К% то 

Ли  3 п (Ьі 
ЛЬ 2 а ЛЬ 

слѣдовательно 

Лд_ 3 п Ла , г Л$ 

7й~~2 а*ЛЪ+П + Ть 

(1411) 

(150) 

Здѣсь вмѣсто должно быть висссио выраженіе отой производной, составленное но формѣ 

(143) при зацѣпѣ функціи I1' полной пертурбаціонной функціей И. Замѣтимъ еще, что 

ЛИ /ѴШ\ , ЛИ Ли 
Л а К Ли/ Ли сіи 

ЛИ 
гдѣ подъ раз умѣемъ производную функціи Л, ішітую огиоситолыю а входя¬ 

щаго въ И я оно. Такъ какъ 

Лп  3 п 
Ла 2 а 

то предыдущее можно іірсдстаивть въ видѣ 

ЛИ /7722 \ 3 сІИ пі 
сіи \ Лес) 2 і.Лп а 

Замѣтимъ, что иереиѣииыл пі и е входятъ въ И по иначе какъ модъ знакомъ три¬ 

гонометрическихъ функцій и при томъ всегда въ видѣ суммы пі + Поэтому 

Слѣдоватслыю 

ЛИ_сШ 
і.Лп с2$ 

ЛИ _ /ЛИ\ _ 3 пі ЛИ 
Ла \ йа ) 2 а Ле 

Внося ото въ выраженіе (143), найдемъ 

<и 
ей 

= — 2 а2п 
.пас ЛИ 
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Бели въ выраженіи (150) по станинъ на мѣсто ~ форму взятую изъ урагшеиій (2. 

то иосродствомъ предыдущаго производная приведется къ виду 

<1±_ 
сП 

п — 2 а?п 
апе АН 
X сіс 

Понятію, что 

гдѣ X ость постоянная величина, вводоішая интегрированіемъ. Эта постоянная опреде¬ 

ляется обыкновенно подъ тѣмъ условіемъ, чтобы въ выраженіяхъ неравенствъ средиоі) 

долготы не содерлсалось членовъ пропорціональныхъ вроноші. Такимъ образомъ сели 
неравенство сродней долготы имѣетъ форму ++ гдѣ йодъ К разумѣемъ 
сумму періодическихъ членовъ, а подъ « н Ь нѣкоторые постоянные косффпцісігш, 

то X доллсио быть опредѣлено изъ уравненія аЬ-^ЬпМ= 0. Пс выраженіе (149) 

Лп_ В п (Іа_ - а (ІИ 

Ъ %аЪ~~ аП X 
Слѣдовательно 

а потому 

Откуда заключаемъ, что 

Ьд = Х,і -2/л (“)'“+!-/ 
СІИ и , 

апс -г— іи — 3 
сіе 

Внося это вмѣстѣ съ виралсоішіаіп (148) въ .выраженіе (147), получаемъ 

Іакъ какъ интегрированіе въ нервомъ членѣ производится относительно времени вхо¬ 
дящаго явно, то первый члопъ можно представить въ видѣ 

(П 
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Кролѣ того мы имѣетъ въ вплу ограничиться ошчииами вторам порядка отно¬ 

сительно эксцентриситета, а потому па основаніи общихъ выраженій, найденныхъ въ 
и0 5, ч, 5, віолсоиъ считать 

О 4 
Т С" о* 
- = і п" — е. соз С — — сое 2С 
(X и м 

С08 /' = — с + (і — соз С + е. соз 25 + |-с2.сс8 35 

= (1 — | й") 8ІІ1 ^ + е-8ІП % + ^ 35 

и тогда вѣрно включительно до членовъ втораго порядка имѣемъ 

»і <? Зв 
"а =і2+2 —2 Ш5-2Ш2!;. 

Г і 
і ап 

^ 11 

(ІЕ и 
-у- • (Н 
(1г 

/ 0/>2\ Ол2 
— е _ (^1 — —) сез с — с. соз 2С — - ^ соз 3^ 

— [^1 — ^зіп С + О ■ кіи 2С + гг. зіп 3,]^ап 

-г [(с — -д1-) 5ІІ1 5 + 8ІП X + 8ІІ1 зс] Ь(І 

ап <1Е 
Г. (І7С 

<Ж 7/ 

(ІГ 

<Н 

по таит, капъ 

3 
8й + 4е ; 

то предыдущее удобно іфсдсташіті. въ пидТ; 

1 >2 _ 3 а _ 3_ 2 
8 й 4 І! — "8 е 

* 0 -а (Пі 
= 2 4- ~ — | с. соз 5 — ^ соз 2? • <и—ѵ 

си 

— с 8Ш 

О 
8' 

3 

8е 

/ап (I. 

ѵа 

* * С ^ 74 V С т 7.11 зіп ? I т * г7^ — соз С / — — • (Ц^ 

іи 25«« ^ ■ і# — соз 25^ 

'? [зіп зс^ ап ~ • йі — соз зс^ 

* Г« Г , Г ап т ,7 

фіііС / *пл-л + шС у т*г*І 

зіп С + ^ зіи 2і; + г3.вів ЗС^ 

...,(ІЕ 
------ сП 

(Ік 

,--е 

(151) 
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Опредѣлимъ теперь форму измѣненія истинной долготы въ орбитѣ. Если озна¬ 

чимъ чрезъистинную долготу, чрезъ# среднюю долготу, чрезъ у уравненіе центра, 

•го какъ извѣстно ѵ=*д*\~у. Но помня, что С = д—те, изъ уравненій (245) н 
(249), ч. 4 имѣемъ 

У = 2 с — 'і) зіи (д-к)-г ^ е2. зіи 2 {д — %) +1| с3, зіи 3 (у — тс) 

откуда 

= (8* - 5я) Ьу = (Ьу — 5я)| (2с — соз С + ^ с2, с08 2? + ^ с8, соз 3? 

+ 8с | (2 - ^ зіп С +1 с . віи 2? 4- '4- е2. зіи ЗС 

по такъ какъ Ьѵ±±Ьд-\-Ьу, то при помощи этого и выраженій (148) составляемъ 

6» = 80+ (2с — ^-)созі: + |с2,ш2^ + ^-с3.сов3^5і)—^ 

2 -1 с") зіи С +1 с.зіи 2^+-^3 С2.8ІП 
та і!Л 7, 

ГА"# *+/ѵш-*] 

по вмѣсто этого совершенно удовлетворительно принять 

Ьѵ = Ьд ^2с-^ соз С + ^ с2. соз 2ц + ‘У* соз 3^ Ьд 

— [(2 — С09 С + |с. соз 25+ соззе] і шг~> ІІЬ 

к 10 

с2) зіи с + 2 с . 8ІП 2? + -*■ й2. зіи 3? 

/'■ 
ЦП (111 „ 
.- си 

(Ы 

лк .. 
т - • <и 

(іс 

пли такъ какъ 
4 

С2 «2 3«* г , г;2 

2 4 " "4 “ 2 4 1 Т° 
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а* -■сП 

2 Р' 

13 

..и 

. Г ап ЛИ , . Г ЛЯ 
Віи С I Т-^-с«+ 01)8 ? I я»-^- 

. л„ / яжШ ... / Й2? 
8іп2? / ----^ • Л соз2? / 

/««ав „ . /* лл „і 
т —.Й + С083С у 

У * -1 

зіп 35 

(152) 

л'/ 

т с?2? ,, 
—аі — со8 С 
с (Ы 

+ й®\ . , 5 л _ , 13 
2с ~~ Т/ 103 ^ 2 С05 ^[V/ 

№ 
С, 5ІІ) С + зіп 2? 

(Щ „ 
ап—,— * аі 

с?е 

Изъ этой суммы только два первые члена имѣютъ главное вліяніе па долготу пла¬ 

неты. Первый членъ, т. о. Ъд представляетъ возмущенія средней долготы» а осталь¬ 

ная сумма заключаетъ въ себѣ неравенства уравненія центра. 

Иайдсмъ наконецъ форму измѣненія отъ возмущеній шпроты свѣтила. Для этою 
изъ треугольника ЛТр (фиг. 0) имѣемъ 

8І|) Ь = ЗІП І. 8ІП (ѵ — 0) 

Иолоэмшъ зіп Ь = я и вводя означенія (135), найдемъ 

Слѣдователміо 

По такъ какъ 

6* = д.т ѵ —^.соз ѵ 

55 = зіп ѵ.Ьд — еоз ѵ.Ьр-1- (^,со$ о 4-^.ьіп ѵ) Ьѵ 

ьи =/8-; *=/ 

ТО 

. Г. 
=* зш V і • 

/ 

§5 =: зіп V і • (ІЬ — С08 V ^ • ЙІ + ($ • СОЗ V + V • *Ш V) Ъі> 

По изъ уравненій (25) съ принятою степенью точности имѣемъ 

сЙ  ап йЛ 

сП — зіп г <іі 9 

$і 
йі 

ап сІТі 

віи і <?0 
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а потопу іірппшш во вшшаше уравненія (136), приводимъ предыдущее къ сиду 

8$ = — зіп (ѵ — 0) 

(153) 

/ап 

5ІН і 

(ІЯ 7. , п. у йИ 
гй~ {* —008 ^ ) / ап ~си * ^ 

+ зіп і.соа (а — 0) Ьѵ — зіп (а — 0) иіщ ^ / ап у * ^ 

/ 

/ 

ЛЙ , гШ\ 

гдѣ 8а должно быть вычислено по выражение (152). 

Разсматривая выраженія для —, 8а и 8*, мы видпмъ, что вычисленіе пхъ 
л 

приводится къ вычнслспію интеграловъ 

/ 
е/ 

ап (ІЯ 1г 
• йі 

8Ш г «ѵ 

Такъ пакъ всѣ эти интегралы берутся отпосіггелыю времени входящаго явно, то пер¬ 

вые пять интеграловъ могутъ быть представлены въ видѣ про извод пыхъ отъ функціи 

Р = / аігЯ. (Н 

взятыхъ относительно элементовъ. Такимъ образомъ 

(ІЯ \ (ІР 

(№ { зіл і № 

(ІЯ л, апс -т— • аі — 
(1с 

ЛР 
с 

(1с 

И такъ все приводится главнымъ образомъ къ вычисленію слѣдующихъ трехъ функціи: 

Р = апЯ. <Н\ 

Что касается до то очевидно, что 

/ г?Л ,, 1 йТ 
ап - т- • аі =-=* • 

ае и йі 

Посмотримъ какимъ образомъ могутъ быть вычислепы указанныя теперь три 
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функціи. Понятии, что выражен іо (122) можетъ быть подставлено «ъ видѣ 

Й, — ^ [* (О — {/) + РУ + Ч 
/і* гг — СО 

Въ саномъ дѣлѣ, первые три члена выраженія (122) ни по лучинъ изъ этоіі общей 
формы, если сдѣлаемъ к = 0, р => О к будимъ считать 

«:"и= 2у,й^ К1- К (і)+^ ©! ■ ^+ѵ+° *] 
Дли составленія четвертаго члена примемъ р = 1, 7*= — * іі условимся считать 

о(І’~л)-- |Л' а 
в* “2^* 

По такъ какъ у =* пі + е, у' = п'і + ®Гі т0 очевидно, что 

р-I т^кт л * 9 <»- л+»+ч+/ «*. ■* 
А‘= —СО 

гдѣ подъ 7іц разумѣемъ выраженіе (123). Такъ какъ въ послѣдней?» членѣ инте¬ 

гралъ бсротся относительно времени входищаго явно, то развить этотъ членъ посред¬ 

ствомъ выраженія (123) нс трудно. Въ саномъ дѣлѣ 

УтК>- ПЦ"ЯІІ10?,-1') +!^-““ (2г-я-*г)-^^т8ІяѴіі'Гх] 

Опредѣлимъ теперь функцію Т. Понятно, что 

^ (М- р) бГ,Р] аіп [Ь (у — о') +14) +к] 

к—г —со 

откуда 

* = 4-<0 //, ГЛ 
Г ЛЛ, 7Л Ѵ(А + Р)^*% п / иг 1/1 

] ™ ■ "*=2 іѵ-іг+і?“1‘с" “"1 +и,+,‘) 
/і= —СО 

а слѣдовательно 

г -V (* + *>«»% • Г7 / ,, , , , 1 | ГГ 4 (Ш* , 

_2[ми-5т+]^я,|[й{//_^,+м+А1 ѵУ ■аг,Л,Л 

Послѣдній членъ выполняется легко. 
Что касается наконецъ до функціи то понятно, что 



352 

с'=/л^"к+/ 
г1 • Л + / 

Но легко видѣть, что 

Слѣдовательно 

аЪъ = апіі 
аи 

V апііч. сЧ 

такъ какъ послѣдній членъ вшолшютсп легко, то остается только составить произ¬ 

водную Мы іцишо составилъ функцію Ч'яиъ мкъ ота "Р011*00^1*11 

берется относительно а входящаго явно, то составленіе упомянутой сейчасъ функціи 
приводится къ составленію функцій 

М 
Ак 

Уі?У~2 
Й \~г- 

, .(О 
ЛАк 
сіа 

/«‘У Я*2 

В, 

сіи 

Попятив, что 

а 

Ии (Іа 
я т. д. 

я 

, 1/ц» + ,г-} Лк\ 
.0) 

й« <«=+«'■)*’Ѵіч-и1’ <ы *■ 

<г гМ* <7а 

Но такъ какъ 
(Ы __ а' (ал — «а) 
с?« (#2 -]- а'2)* 

то 

й 1^.1 
|у«9 + «*\ _ 

Па */«*■+ а'* 
Л 

(О я4 (я'2 — я") ИАк 
,(0 

1 ~2 ' а2'У«,га <?« я* + а1 

полагая здѣсь 

ииѣоиъ 

(154) 

(.)- 
,(0 я2 , я2 —я'3 ЛАі 
Ль о* , ^ т" л Г~'іі а—л- 

/«2Т«'2 г4 «2 +^ 1 «* +«'2 ~ <ъ \ 

(О 

я,2и ѵ 
^—А=~Ук 

(I 
г ,10 
— Уі-_1 
./я* + я’2] _ 

(Іа 
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Замѣтимъ, .что функція Ук паюдится къ простой зашісшсти отъ X*, именно 

г,= 
X* 

і/я’+’я'1 

Далѣе, легко видѣть, что 

7Д0. 
а йл* 

р 

, ,(о ((0 
Я —я .0^4 1/Ѵ-[-'яч Да Г/ ; а‘ - 2«# 

]/аа + ГУ* “3- г/а ц--^((ія (1а~ 

Пусть 

2 — -„1=--=^. 
* у«*+«,2 

(О (0. 
2я*-«и йАѴ , п'-п* 0 (ГЛІ 

.а і ,а а Vя ,Л і ..•* а ~7?а2" л2 + <1и <I* ' (Г -|- а'- 

тогда 

У 
" .. <Іа 

7 ,(0, 
_а_гМ4. 1 

«в'+пч ”?*] 
-Я* 

(155) 

Дифференцируя коэффиціентъ третілго члена функціи Іі{, пігТіеиъ 

(I •»* 

і/я* +"«'» 

Л; 

или 

__ 1 

4/«а + ,г;» 

__ЗУ_ 

4уѴ"+л'* 

«** —2лѴ гМІ° , а'(п‘- — я*) ДМ? 

_(«а у л'*)*' ТЙ + («* + «'*)*' “"7/^ 

я' (а’- — о>) гіл[° _ «_ (01 
(а5 + ' 7/а" У'+Тх* * ] 

а- 

'_А_ 

УУН-Ѵ* і я'1 -а«* 2 дм!0 

4 )/«2Да п2 -(- а" * (Іа1 

ЗУ. я 

)/Ѵ 4-"7’ 

' г2 л ^ .(О а2 — и? (ІАі; 

а1 +• а1’а г7а 
л 2 

-7 + а1- 
л (•)■ * 

млн 

й 
2?і. 

|Уа« + 0«]_ 

(Іи 
-~гк-\-іу.у* 

Дифференцируя шффндіеіітъ члена съ аргументомъ (г/ — </) + гу — 7г, 
имѣемъ 

46 
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Ск 

/с? + « 

Ли 

2 Ы _ аа' (я12 — л®) 
(О 

•іѵл 
I («2 + «‘2) а2 + а 

/О 
72 -^1' 

(150) 

(7а 

а [2а\- я'2) (а1® — а2) «М? , (5ао^г а3) _а» # 

(сг + а’2) сісі ^ а<2^ (Іа 

а-{2аа'г — «*) <0 «к2 (я8 — а'2) Л"л[ 

+ ь Л‘ ' ,,,} («24-«'Т Л1" 
(«*+ «,2)2 

Уравненіе (70) при 8=1 дат. 

(О 

(«*+«'*)• 

И 
<7ЛГ 1(Ь) Д0\ 

взявъ отъ отого производную по а, получили» 

12 ,(0 , 7>) 0 ..(О 
й2Л^ _ _ 3 (ІАь_ 

(Ы 2 г?а 2 йа 

Слѣдовательно 

(Й) 

12 /О 7 ^ іГЛ* . а ,(/!,. 

і7а2 2 Ла 

То же уравненіе (79) при 8 = 3 даетъ 

3 <Ы? 

2 * с?а 

откуда 

.,(») , <м[° .,<») 
ЗЛ* ^ *2а -3Ах. 

АЛ? 3 .(«) 3 ,<•) 

•Ѵ18!^ ~2Л* 

Уравненіе же (81) при 5 = 3 и уравненіе (77) при в = I даютъ 

>) (27: + 3) лі°- 2а (24 - 1) Л?+і 
* ~ 3 (1 - 4а2) 

(О 
.(») (7/11-' 7 .(О 

*Л+1 = а -*А 

Слѣдовательно 

(о) (2/7 + 3) лі3) — 2 (2/7 — 1) а + 2 (2/г — /,:) лі° 

Л/ = 
3 (1 — 4а2) 

а потому 

йЛ°_* + 0а2 /.) 2/7-1 4А? , 24* -7і .(О 
УІІ. 4а2 Л йа 1 

Посредствомъ этого обращаемъ уравпепіс (1>) пъ 

(0 

1 — 4а2 ® ,7а + 1 — 4а* 

, г72Л; Ь + Оа2 ,(.) а 
* Ла2" 2 (І — 4а2) Лі 2 

2Ь-_1. , з 
1-4а» + <* йа 

_и 2к* — /: 

2 (1 — 4а4) 
ДО 



355 

Уравиешс (79) ирк ах 1 даетъ 
.(*) Ы сІАк' (О 

А* =2а--+^ 

понтону 

ИЛИ 

, сГд!° __ 12а* — і (иІ} . За2 + Ь2 .(>) 

а "і7а2 'Г—4а* “ Да + 1 —4а2' "** 

(а2 — и'2)2 ,и ,, . 7Л ,(0, мп . п (ІЛ^ 

ЪГТР? *' "ЙГ =(8а + к ) Ак +(12а ~ 1} “ ^ 

Вноси это въ уравненіе (156), послѣ легкихъ приведеній полупимъ 

і 
-^ = -2ЛУ,- 

г 4 

У«а+ 
сіи 

2 ал ЗА^ 
а * 

а* ДО Ѵа ДО 
Ар-—-^=с=т Аі 

ГА А 

(а*+ «'*)* ** (а2+«'2)2 ‘ Ѵа'+яК 

а ото посредствомъ урасігсиія (а) обращается въ 

С* й 

а* 
уѴ 4~ и' 

(Іа 
=: — 2АУ* — 

а* ДО Ь\ а .(О 

(и2 + «■*)* 

Подобнымъ ко образомъ находимъ 

_ А.. ‘ 

і/«а +"«'*. /о, | пг , (& + 1)а й /0 . а3 ,(») 
—  - - — + 1)1*-н + —ріАк +1 + а л* + < 

- 

|/«* -К в'*. 
гіл 

л-.--**_ 

— 2 ^ ^ ^ ^ ^ + ‘ Ч" ^ 

У<?+ ~'в 
<2а 

_2а 

і/?Т7Д] 

п ,.(0 

(к 4- 1)а Дь-и Ч~ № +1) 

, (А + 1) (5А + 7) „ , Ян-< 
4-“л--*■ * + 1 І 9 

Ул* + ЛУ* 

а1 — 

(Іа 

я* 

Ѵ^й2 “Ь и'~ 

п ,/) 

^№+1М*-И*+1)«^ 

__ (к + 1) (5й + 4) г _& 

/а* + а'2 
Да у/«г+ «'2 

4 

.(О 

(Л -[-1) (ь-Н- 2)2 А+і Н- № +1)а 

№+і) № + 2)П+,-^±» 
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Наконецъ производныя взятыя относительно а отъ четырехъ послѣднихъ чле- 

новъ функціи Д, зависитъ отъ производной 

Л 
№ 

і 2 

(Іа 

(О 
ІТІ 

Изъ уравненія (77) при $ = 1 находилъ 

>> _ 
„(О 

а сІАц (О 

\/а~ + <ьт‘* йа }/а* + а'* }/«2 + а'* 

а отсюда, обращая вншіаіие па уравненіи (154) и (155), лотки ікподііиъ 

Г а Л>) 1 

сіа 
у, - г, 

Такимъ образовъ мы имѣемъ теперь все необходимое для состаилспія функціи 

/ аЧ ^ сП 
сіа 

послѣ чего легко уже образуется функція 17, одна нзъ тѣхъ трехъ, которыя необ¬ 

ходимы для вычисленія возмущеній радіуса вектора, долготы к шпроты свѣтила но 
выраженіямъ (151), (152), (1511). 

13. Заключенія о прочности устройства солнечной системы, основанныя на ин¬ 

тегрированіи уравненій (25) имѣютъ весьма важмоо зинчепіе съ небесной механикѣ, а 
потопу иы счіітаомъ не лілшншъ въ концѣ этой главы возвратиться еще разъ къ во¬ 

просу объ этомъ предметѣ. 

Дадимъ первому, второму н шестому изъ уравненій (25) болѣе простой видъ. 
Мы знаемъ, что 

гдѣ слѣдовательно К\^—\/ѵ, Посредствомъ этого перине изъ уравненій (25) при¬ 
водится къ виду 

сіи 

(ІЬ 
= 2 ]/а. ѵ 

(ІА 

пли къ виду 

(157) сШ 

(к 

Второму изъ уравненій (25) можно дать видъ 
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1 ,1ѵ _ ип-ч л 1 

ап |/Т^-~6 АІ 1 & <1* 

Виоілі Бііѣсти и и -у- ихъ предыдущія величины, легко щншедсиъ ото удлиненіе іа 
(І€> 

виду 

(ІИ 
(ІК = в/і 

Нс 

? іи 
что очевидно обращается пь 

(Ік Ні 

(158) 

II о средствомъ ѵтъ п предыдущаго выраженіи -у^ послѣднее и;п. уравненій (25) 

легко приводится къ виду 

ііліі къ виду 

1 ЛИ 
2 7і0 

млн мишекъ къ 

1 (ІИ 
2 (10 

(150) 

Уравненіями (157), (158) н (159) мы и будемъ пользоваться для доказатель¬ 

ства теоремъ о прочности устройства солнечной системы. 
Если разсматриваемъ только одну возмущающую планету, масса которой есть 

щ, то пертурбаціонная фуикціи шіѣеп видъ (8), ч. 4. Если же принимаемъ во 
вниманіе дѣйствіе п тѣлъ системы на разсматриваемую планету, то порту рбаціоииая 
Функція должна состоять изъ суммы выраженій подобныхъ выраженію (8), Такимъ 
образомъ для дѣйствія п планетъ «ъ уравненіяхъ (25) должно считать 

м=У ш, Г і - ] 
1-И»0^ І-Рі »'< -I 

і~ 1 

(1(30) 

гдѣ 

Р,2 = (х — <г,)2 + (у — Уі)3 -|- {г — г,)2 
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Точно таіежс разсматривай движеніе свѣтила щ, мы должны считать 

і — п 

(101) П' = 
14" ;2-4іН 

і=0 

^ + **і 

гдѣ знакъ суммы распространяется на всѣ значешя і отъ 0 до щ исключая одного 

и = 1, которое соотвѣтствуетъ раз ска тр иваси ой илаиотѣ. При от омъ іі о нашему озна¬ 

ченію х0% у*, *0 суть ху у у г\ тоже относится и къ г0. Что касается до р/, то 

9і =Ѵ(х,— Хі)г -Г (Уі —ѴіУ 4- (*, — *,•)* 

Такимъ образомъ если разсматриваемъ дѣйствіе п іі лап отъ на планету щ, то для 

этого случая должны и ре дета вить уравиоиіо (158) въ видѣ 

(102) 
IV1 — е* — 1)і/"- 7І) 
[ѵг ' Г Ч ] _ Ш( ЙЙ, | щ 

(ІІ 

т. 

(Л сЪс (X <?тс 

АЙ* 

^ (А (1% 

і'дѣ \х — 1 + т0) а 1і{у Д»_Еи суть отдѣльные члены суммы (100), за исклю- 

. „ т г Шп 
чешемъ множителей — . — 

|А • р. 

т? — I ^і + УѴі . 
1 Рі >*іу 

; такъ что 

д,= 1_Ю,+|»,+«, ^ 

р I» ? 

Разсматривая дѣйствіе всѣхъ планетъ системы на планету ти мы можемъ предста¬ 

вить у рам иен іс (158) въ видѣ 

(ИЗЗ) ьн ДЙ« 

№ 
тг (ІВ2 
р-і (ІК \ + 'Ь 

■>к_ 

а, <2тсг 

гдѣ р., — 1 •{- тІУ а В®, ІѴ* Д/ и т. д, суть отдѣльные члеиы суммы (101), 

такъ что 

7? Г _ 1 +1*ТУ 

Ло“р7- 

Х,Х + ѴіУ + еіг 
.3 ЙѴ = 

Ра 

ь\Хі :И/,Уа 
л.ч а - и т. д. 

Кронѣ того 

Р.' “ Рі; Ріг = V (Яі — *2)2 + (Уі — у*)* 4- («1 — *•>)* и т. д. 

Для планеты м*, находящейся подъ дѣйствіемъ всѣхъ остальныхъ илаіютъ си¬ 

стемы, имѣемъ 

(104) _Г__ «г о йДг 4- Ш± 
"Г Ѵг си [А2 сік'1 

ДВ," , шу Ай,” 

р.а йъ" сік" 

Умножимъ уравненіе (102) на ѵк#, уравненіе (103) па м,р.и уравновіо (104) иа 

щ\*2 и т. д. и сложимъ всѣ эти уравненія, тогда пай домъ 
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■)п0 й [(|/1 — сг — 1) \/(ц>] , т, Д[(/і ~ с3 — 1) , 

К (II " Л"К' ' с!і + 

м0м, 
сШ, , 

. (Іх й тс ?]+ 
с/ Л 2 

. (ІК 
ЛАо" , 
Лк" I + 

(ЮГ>) 

Посредствомъ подобяыхъ же преобразованій по уравненію (І5і>) составляемъ 

Періодическими возмущеніями прочность устройства солнечной системы нарушена 
быть по можетъ, ибо по причинѣ этш. возмущеній элементы орбиты плѣняются 
только въ извѣстныхъ предѣлахъ п если возрастаютъ въ данное время, то потомъ 
непремѣнно будутъ уменьшаться. Имѣя ото въ виду, мы должны разсматривать только 
вѣковил возмущенія, которыя представляются величинами пропорціональными времени 
и отъ которыхъ элементы могутъ измѣняться хотя весьма медлен по, ш> тѣмъ не менѣе 
неограниченно. Такимъ образовъ въ предыдущихъ двухъ уравненіяхъ ми должіш подъ 
Я разумѣть ту часть пертурбаціонной функціи, которая не содержитъ времени явно, 

т. е. ту часть, которую мы для дѣйствія планеты на планету щ представили 

въ формѣ (124) и означили чрезъ Такимъ образомъ производныя -4 > ♦ 
<ІЯ сіЯ сш (ітъ 
7і(Г5 ТкГ 11 т' ^ ,саіа показываетъ иыражоиіе (124), будутъ величинами по мень¬ 

шей мѣрѣ втора го порядка относительно эксцентриситетовъ и наклоненій. Кромѣ того 
мы видимъ, что всѣ члены вторыхъ частей уравненій (165) и (166) имѣютъ мно¬ 

жителей вгораго порядка относительно возмущающихъ массъ, тогда какъ первыя ча¬ 

сти зтихъ уравненій суть величины перваго порядка относительно возмущающихъ 
массъ, поэтому вторыя части двухъ упомянутыхъ уравненій по крайней ихъ малости 
могутъ быть приняты равными нулю. Послѣ такого допущенія, интегралы уравненій 

(165) и (160) представятся въ видѣ 

і»0 і/г/р. ІУ 1-г-і] 4«>і /«у [/і-<4-і]-(— =СХ 

2/ц0 \/а\і (1 — сг). зіп2 (4) -(- 2щ \/аУ (Г— ?'2). яін г (4Л 4.~Ог ' ^ 
\&г \ л/ 

Если ограничимся величішамн втораго порядка относительно эксцентриситетовъ, 

то первое изъ этихъ уравненій представится въ видѣ 

ы0с2 уТТУ щСі7 \/а1у! + «М02 /а>" 4.. О 

Такъ какъ въ настоящее время эксцентриситеты всѣхъ планетныхъ орбитъ малы, то 
іі величина Сі представляющая Сумму этихъ малыхъ членовъ, также нала; но такъ 
какъ С есть постоянная величина, то заключаемъ, что эта сумма навсегда останется 
малою; а слѣдовательно плпиотпия орбиты всегда будутъ имѣть форму близкую къ 
круговой. Кромѣ того мы видимъ, что всѣ члены имѣютъ однпакіе знаки, ибо всѣ 
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состоятъ изъ сущсствслпо положительныхъ производителей; это обстоятельство приво¬ 

дитъ пасъ къ тому заключенію, что если эксцентриситеты и измѣняются, то перемѣны 
происходятъ только періодически, н въ- то время какъ эксцентриситеты однѣхъ орбитъ 

возрастаютъ, эксцентриситеты другихъ необходимо должны уменьшаться, ибо въ про¬ 

тивномъ случаѣ при одинакнхъ знакахъ всѣхъ членовъ суммы, эта послѣдили не нош 
бы сохранять постоянной величины. Такимъ образомъ мы видимъ, что солнечная си¬ 

стема имѣотъ прочиое устройство относительно эксцентриситетовъ орбитъ. 

Ограничиваясь во второмъ изъ уравненій (107) величинами итораго порядка 
относительно наклоненій, шгЬсмъ 

т0 /п[і.8іла + «і, /ау.вш* (^) +.. С 

Отсюда рядомъ соображеній иодобныхъ иродыдущпмъ заключаемъ, что солнечная си¬ 

стема имѣетъ прочное устройство относительно наклоненій орбитъ. 

И такъ мы имѣемъ точное доказательство прочности устройства солнечной си¬ 

стемы относительно большихъ полуосей орбитъ; въ ирочиости же устройства системы 

относительно эксцентриситетовъ и наклонсиій мы убѣждаемся на основаніи такихъ 
уравненій, которыя справедливы только'до членовъ втораго порядка относительно 
массъ. Пол Ьс строгаю доказательства разсматриваемыхъ иажмыхъ теоремъ иг на¬ 

стоящее время мы по знаемъ. 



Вычисленіе возмущеній по способу механической квадратуры. 

14. Изложенный павп сиособъ вычисленія возмущепій основывается ца анали¬ 

тической!, развитіи иертурбаціолпой функціи въ рядъ по степеппмъ эксцелтрисите- 

топъ н наклоненій. Мы улсе говорили, что во віпогихъ случаяхъ такой рядъ ис прод¬ 

ет а в л потъ достаточно быстрой сходимости. Колеты движутся въ орбптахъ по формѣ 
близкихъ къ параболамъ,* эксцентриситеты путей этихъ свѣтилъ обыкновенно не много 
разнятся отъ единицы, а потому вычисленіе возмущепій осповапиос па упомяпутомъ 
способѣ разложенія пертурбаціонной функціи по лрииѣпимо къ изслѣдованію комет- 

пыхъ дппженііі. Хотя П. А. Гансенъ и показалъ нѣкоторые аналитическіе пріемы 
вычисленія коистпыхъ возмущеній, но всѣ они весьма сложны и но могутъ считаться 
вполнѣ удовлетворяющими потребностямъ практики, по этому при рѣши іи вопроса 
о вычисленіи возмущеній въ двшкопін кометъ мы по необходимости должны пользо¬ 

ваться искусттнымъ пріемомъ, осцоваипымъ па вычисленіи опредѣленнаго интеграла 
по нѣсколькимъ даннымъ значеніямъ йодъиптегралъиоП функціи. 

Примѣнимъ этотъ пріемъ питсгрировапія уравненій возиущеппаго движопія, из¬ 

вѣстный подъ именемъ способа механической квадратуры, къ вычисленію возмущен¬ 

ныхъ значеній прямолинейныхъ координатъ. 

Легко видѣть, что въ уравненіяхъ (9), ч. 4 производпыя пертурбаціонной функ¬ 

ціи по координатамъ могутъ быть представлены въ формѣ 

(ІВ_ 1Н і V — X х' 

йх 1 + іи« ! - Р3 

№
 

1 IV “ У ѵ1 
сіу 1 + 1 р3 г'8. 

Ші к — г аг 
(1г 1 —|— !. ?*. 

Предположимъ, что оскулирующіс элементы орбиты везиущелпаго свѣтила, со¬ 

отвѣтствующіе оирсдѣлеппому времени извѣстны, предположимъ, что координаты 
свѣтила вычисленныя на основаніи этихъ элементовъ суть , уо ■ 2о‘ 
і = і0 (Ц свѣтило будетъ двигаться въ орбитѣ, элементы которой будутъ ужо от- 

лпчпы отъ упомянутыхъ оскулпругощихъ и координаты, вычисленныя па основаніи этихъ 
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новыхъ неизвѣстныхъ элементовъ будутъ такие разлиться отъ координатъ #0, у0, , 

Предиолоасилъ, что этв координаты, удовлетворяющія уравненіямъ возвущештго дви¬ 

женія, имѣютъ форму X = Хй + 5*^1 у = Уъ Т" Ьуі 8 = 8й + 8*, гдѣ &Г, 

суть очевидно обусловливающіяся возмущеиіями измѣненія координатъ, происшедшія въ 
теченіи промежутка времени йі. 

Внося эти значенія координатъ въ уравненія (0), ч. 4, иолу чинъ 

Д*(яо-И4 , м , ш ч*о+ 8® 
-^-Н * I1 + «о) “а- — 

СЩ±^+а* (і + «*„) М;- - а* (і + ы 

&(1+т0)~ 

<№ 
сЪ 

Координаты я0,у0,го мы можемъ разсматривать какъ вычисленныя но системѣ 
элементовъ и ре дегавл тощихъ собою коническое сѣченіе соприкасающееся въ данное 
время ^ съ дѣйствительно описываемой кривой, т. е. такое коническое сѣченіе, по 
которому стало бы двигаться свѣтило, если бы въ моментъ і0 возмущающія силы пере¬ 

стали дѣйствовать; поэтому можемъ считать, что координаты ^0, у0> удовлетво¬ 

ряютъ. дифферсикіалышъ уравненіямъ шишшшо движенія, т. с. урдішоніяиъ 

^ + А*(н-яд^ = о 

Ж+**(1 + !Ч?* = о 
“ 4- 1І1 (1 4- »(0) — = О 

Вычитая эти уравненія изъ предыдущихъ, находимъ 

, ...,[■*(• +8-е *о'І ..... . . с?1 
1? + М1 + №а) [—-Ы = 1 (1 +*"•> Тх 

сііі 
(/х 

й* ііу 

г + а -ь «ю) [^---- *,] = А* (1+«О § 
Вели г* — я<>2 + Уол + *о2, то г ^ г0 4- &>'; а слѣдоиатсльио, ограничиваясь пер¬ 
вою степенью всличиаы &г, имѣемъ 

Хо + Ьх Ьх -3 Г і * 1Г, 88Л 
— = г0 л:0 Ч- од; 1- 

I- Л Гл ^ г0 

если удержимъ въ этомъ выраженіи только величины перваго порядка относительно 
нриращоиій &>• и й.г, то легко найдемъ 

:с0 + _я* _ 1 
.. з -3*° 5,1 

Го -I 



поэтому уравиовін, интегрированіемъ которыхъ долмшы быть опредѣлены ішѣшія 
8л?, Ья коорднпать отъ возмущопій, могутъ быть представлены въ видѣ 

(Т*Ъх 

йі? 

д?Ьу 
<и2 

сіЧз 
~ж 

= ,,,1+,,„« +'‘1(1+3!! [а ^в,-8е] 

(169) 

ио такъ какъ 

>'3 = ж5 4- Г + = и + Ьх? + {уь + 4- (*0 4- а*)2 

то ограничиваясь величинами перваго порядка относительно возмущопій, имѣвкь 

г2 — ха3 4- у»3 4- г„3 4- 2 (да0&» 4- уо&у 4- гйЬг) 

или 

Г = Го Г1 4- -Г2 (*08^ + У<$У 4* 2йЪг)у 

откуда заключаемъ, что можоо принять 

г - го.= -8*4-Й!8»4-“ 5г 
*о *’о *1» 

ио такъ какъ г = г0 + 5?', то 

8г = ^&г4-^8у4--'-8в 
г0 ?*о * ' ^ 

Эта величниа и должип быть виесова въ уравповія (169), Посмотримъ теперь какой 
составъ имѣютъ первые члены вторыхъ частей этихъ уравненій. Выраженія (168) по¬ 

казываютъ, что производныя пертурбаціонной функціи взятыя по координатамъ возму¬ 

щеннаго свѣтила сами суть величины порядка* возмущающихъ массъ,.поэтому въ 
первомъ приближенія рѣшенія вопроса достаточно поставить въ эти. выражопія (168) 

вмѣсто искомыхъ х, г/, з координаты У а у Таким ъ образовъ полагая 

(170) 

гдѣ ро* = (я' — а?о)2 + (у' “ */о)2 + — *о)2, можемъ представить уравненія 
(169) въ видѣ 



(171) 

сРЬх ѵ , Ѵ(1'±ы0) 

лг=иХ> + —V 

й88у ѵ і ^(Н *ио) 
^ “*вТ" Г0з 

й28* , і* (1 + ж0) 
Л1 ~ + Гоа 

Гакъ какъ послѣдніе члепы заключаютъ въ себѣ неизвѣстныя величины 5^, Ъц, Ьгу 
то вопросъ о вы чо еле и іи изнѣлепій координатъ отъ возмущеній можетъ быть рѣшенъ 
только послѣдовательными приближеніями. Въ первомъ приближеніи иеличопы неиз¬ 

вѣстныхъ Ъ$% 5у, Ья должны быть опредѣлены изъ уравненій 

(171*) 
іПх 
йіг 

— Хо > 
__ у . 

ар-*" 

которыя мы предполагаемъ интегрировать по способу механической квадратуры. Этотъ 
пріемъ заключается въ вычисленіи величины опредѣленнаго интеграла по нѣсколькимъ 
даннымъ числовымъ величинамъ оодъоптегралшй функціи. 

15. Если мы знаемъ систему оскулирующнхъ элементовъ орбиты, то посредствомъ 
иея для опредѣленныхъ моментовъ времени всегда молеемъ вычислить числовыя значе¬ 

нія, координатъ х0і у0, г0% а посредствомъ таблицъ большихъ планетъ пли посред¬ 

ствомъ такихъ астрономическихъ эфемеридъ какъ ВоПіпеѵ АвкгопошжсЬсз ЛлЬгІшсй мо¬ 

жемъ вычислить длп тѣхъ жз моментовъ координаты х' у' г’ иозмуіцающаго свѣтила, 

слѣдовательыо для избранныхъ моментовъ времени всегда можемъ вычислить числовыя 
аиачеиія функцій Х0, У0% 2о но выраженіямъ (170). ІІо этилъ величинамъ Х0, 

У0і 2и и требуется найти изъ уравненій (171*) измѣноніл координатъ 8я, 8^, Ь$, 

происшедшія въ теченіи извѣстнаго промежутка вромеии. Величины X*, Хоі 
суть вообще функціи времени, такъ что 

сРЬх 
йР 

Слѣдовательно измѣненія координатъ въ теченіи опредѣленнаго иромежутка времени 
іх — представляются въ видѣ 

Ьх ~ Iйіьѵ = / м / М«).<8 и т. д. 

гдѣ нитегралы берутся между предѣлами і0 и . И такъ задача приводится къ вы¬ 

численію этохъ двойныхъ интеграловъ по даннымъ частнымъ значеніямъ подъиптс- 

гральныхъ фупкціб /* (*), А Й и т. д. Для нашего случая 

и 9ь 
А (0 = 

Гѵ' — у* 

I г?д и т, д. 

Предположимъ, что аргументы частныхъ значеній каждой изъ этихъ функцій 
составляютъ собою арноиотическую прогрессію. Пусть разность ариомоточеской про¬ 

грессіи, въ которой возрастаетъ иереиѣпиое і, есть = о и положимъ, что вообще 

АО — {(а + «*>) 



гдѣ а есть слѣдовательно частиоо зиапсіпо і соотвѣтствующее « = 0. Коли і = а -|-пь>, 

то <Н = о. (Іп, а потону 

/ {(і). <и = ы / {(а 4- п<*>). ІІП 

по по теоремѣ Тейлора 

/ (,. -ь «И - / (") 4- «« - <ГіГ 4- —2- -^г 4- 72) 

Ъкіімъ образомъ 

Покажемъ воз»н>лсл ость сыч колонія производныхъ сюда входящихъ но даішынъ вопроса. 

Положимъ, что мы знаемъ значеніе функціи для нѣкоторыхъ частныхъ 
значеній и, именно для « = — 3, — 2, — 1, 4* К 4“ 2, + 3; слѣдовательно 
знаемъ числовыя величины ряда функцій 

І\а + *ш). (Іп = V + 7і. {(а) + ~ 
*/(«) т па ..*гіУ(«) о -і ./ 4- — о ж» ^2.з сіа' 73) 

/’(« — 3«); / (а — 2о>); /*(« — «); {(«); /*(й + <■>)> Ий + 2ы); ({а + Зо) 

Вычитан каждую предыдущую функцію изъ послѣдующей, отиѣтлнъ первыя раз ноет 
знакомъ {\ вторыя—знакомъ /*, третьи—знакомъ н т. д„ аргументы отихт. функ¬ 

цій всегда будемъ представлять въ индѣ арномстлческой средины изъ аргументом 
вычитающихся функцій, такъ что поэтому знакоиоложенію будемъ имѣть 

/■(«)—/(«—«)=л («—|) 

/(“+“)-/ (я) = Л (« + і) 

Г1 («4-|)~л("-|) = ЛИ 
И т, д. 

И такъ если данъ рядъ функцій /*(а — Зо>), {(а—2о), /*(« — ы), /{а), /Ха + о)* 

[(а-\-2<ь)> /'(я-рЗы), ч*о рядъ послѣдовательныхъ разностей этихъ функцій по на¬ 

шему означенію долженъ быть представленъ въ водѣ 

С (« — Зо)| 

/ (« — 2о) 

/■{«—“) 

/» 

С (я 4- О) 

/■(«4-20) 

/' (« 4~ $ы) 

Л (о—2 “ 

Л — 2« 

Л1« + | 

Л 

Л 1«4-о ® 

Л(«-2«)| 

л (О—и) 

ЛИ 

Л(«+») 

Л(«4-2ь>) 

Л «-*» 

ЛН4-* 

Л (« 4-2" 

Л (*■*—ь>) 

ЛИ 

Л(я-М 

ЛИ 5 ( // _ 
и 

<о 
ЛИ+о 

Л(«) (И 
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Положимъ крокѣ этого 

І[г(«+|)+г(»-|)] = ги 

,В) I [** (“+1)+/'1 (“ - ?)]=р м 
и т, д. 

Извѣстно, что для интерполировав л по разностямъ расположеннымъ около горизонталь¬ 

ной строки, заключающей въ себѣ функціи / {а), (а) » т. д.7 существуетъ выраженіе 

{{а+*») = т+пГ (а) + ^ГИ4-(”+І1|а?з~1>/'э <й> 

I (и4-1)иа(к— 1) , (Чі4-2)(и4-1)п(н—!)(»—2) г>, , 

+ 1.2,3,4 * (а>+ 1,2.3.4.5 ~ М“Н 

располагая этотъ рядъ по стопенямъ «, имѣемъ 

Н* + па) = /■(«) [ГИ — ^ /‘э(«)4-^-ЛГ' 

т»' гм-ъГЧ«) + ±Г>(«)- 

+ -—»* [/'3 <«) - т/в {и) + тіо {1 {а) 

+ |/>)-|г(«) +. 

+ Н~1^7(й> +. 

Сравнивая это съ рядомъ (172), заключаемъ, что 

“ЦЦг=г'ы-}<,ь) + ±'‘ы- 

,ч4 - ГА Г~\ _ 1 ГѢ \ = Л(*)-~-/’6 (*) + 

и Т. д, 

Поэтому выраженіе (173) можетъ быть представлено въ видѣ 
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У*/’(л-^п«)ймвО+«.^(а) 

4--§-»а [/'' 00 

+ 

т^м+^г(.)-.; 

П' 

. 1 

+м” 

[/■<“>- В ^ <“) + Ж Г (“)-.] 
[№-^‘М + ^ГМ-.] 

(174) 

+ 
Здѣсь С ость постоянная поеденная интегрированіемъ, она должна быть опредѣлена 
теперь согласно съ условіями вопроса. Наша главная задача заключается въ вычи¬ 

сленіи излѣченій Ьх% Ьу, Ьг по даннымъ частнымъ значеніямъ вторыхъ частей урав¬ 

неній (171), или первоначально уравненій (171*), Найденныя такимъ образенъ вели¬ 

чины Ьх} 8?/, Ьг должны представлять собою измѣненія возмущеніями координатъ 

свѣтила въ теченіи извѣстнаго промежутка времени, слѣдовательно интегралы пыра- 

й46з й28у (РЬг . , , » 
жеиш-^-, должны быть взяты между извѣстными предѣлами. Мы при¬ 

няли «ы, а потому 

і — а 
о 

если будемъ брать интегралъ 

/ Г 

между предѣлами і' н і'\ то очевидно для высшаго н низшаго предѣла по п будемъ 
имѣть 

^гг_Ьи — а в ^ в Ь' — а 

такимъ образомъ 

(174,) 

гдѣ подъ гі и ѵ* разумѣемъ предыдущія вслнчниы. Если выберемъ а такимъ образомъ, 

чтобы 

а 
і’ 4- Г 

2 

то очевидно, Ѵго въ этомъ случаѣ пи = —гі и сслл возмемъ интегралъ (174) между 
такими предѣлами, то очевидно, что въ выраженія (174) исчезнутъ псѣ члены, умно¬ 

женные на четиыя стопопн п и результатъ получитъ простѣйшую форму. И такъ для 
упрощенія вывода, за начало, отъ котораго считаются аргументы, слѣдуетъ взять арио- 

мстнческую сродппу изъ высшаго и низшаго продѣла шітегрсиа. Постоянную С до лжи о 
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опредѣлить при условіи, что интегралъ обращается въ пуль при низшемъ предѣлѣ, 

ибо оскулпрующіс элементы могутъ быть приняты за возмущенные соотвѣтствующіе 
одному опредѣленному моменту, нмешю эпохѣ. И такъ для опредѣленія постоянной С 

имѣемъ уравненіе 

(175) о=С4-«'Ж4-^ /-’Ы-^Ы+^ЛЮ-.]+. 

Мы впдпхъ возможность упростить интегралъ (174), принимая за аргументъ а средину 
промежутка времени заключающагося всолсду предѣлами интеграла. Если бы при такомъ 
условіп мы стали считать за начальный аргументъ эпоху п за фуиклін этого аргу¬ 

мента значенія вторыхъ пастей уравненій (171) или (171*) вычисленныхъ по оскули- 

рующимъ элемгнтамъ для времени эпохи, по тогда пришлось бы выбирать предѣлы 
интеграла такъ, чтобы высшій предѣлъ слѣдовалъ за эпохой на таком же промежу¬ 

токъ времени, па какой низшій предѣлъ предшествуетъ эпохѣ ц тогда низшій предѣлъ 
иссовпадалъ бы съ эпохой н условіе, которое мы поставили сейчасъ для опредѣленія 
постоянной не имѣло бы мѣста; кромѣ того тогда пришлось бы вычислять много част¬ 

ныхъ значеній разсматриваемыхъ функцій для моментовъ предшествующихъ эпохѣ, 

Чтобы избѣжать этихъ неудобствъ мы покажемъ сначала форму, служащую для вы¬ 

численія измѣненій координатъ, происходящихъ въ теченіи одного подраздѣленія всего 
періода і1' — кромѣ того самыя эти подраздѣленія расположимъ такъ, чтобы эпоха 
совпадала съ половиной одного изъ иихъ; тогда если напольный аргументъ есть я, то 
низшій предѣлъ интеграла (выполняемаго по і) или эпоха представится въ видѣ 
„ о> . . Iх — а 
і = а— —, но такъ какъ пнэішй предѣлъ интегрированія по п есть п'=-то 

^ 1 і О) 
попятно, что пр» такомъ условіи п’ = — - а слѣдовательно п11 = + Условив- 

а , 6 

шись пока въ выборѣ такихъ предѣловъ иптегрирояанія, вычисливъ рядъ функцій 

/ (д — 3); /*(я — 2); {(а — 1); ] (а); [(а + 1); / (а-[- 2) и т* д. 

гдѣ теперь водъ а разумѣемъ величину 

‘“‘’+Іг 

По этимъ функціямъ составимъ ряды рази остей 

Г (а); Г-{«)\ Ріа); Р (а) 

собственно говоря, только Р (я), Р(а) н т, д, суть дѣйствительно разности, вели¬ 

чины же Р (я), р (а) и т. д извѣстнымъ образомъ зависятъ отъ разностей, По 
этимъ воличипамъ р(а), р (я), и т. д, составимъ вторую часть выраженія (174), 

которое по смыслу вопроса должно быть подвергнуто вліянію извѣстныхъ предѣловъ. 

Теперь мы условились за предѣлы интегрированія по 1 , 1 
считать — р и + ^, а по¬ 

тому для этого случая выраженіе (174) даетъ 
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О 

■] 

■] 

{{а 4-иы) йп = } {и)4 

п — 1 
" 5 + 

1 
1Г 

I 
1920 

[И«)-4лі 

[>(«)-4лЧ«) +. 

322560 1У0(а) 

или 

/ 
П = 4- і 

/■ (а+««)іЬг=А«) + 24 /* («) ІЛ(а)+ 367 УШ60 —.(170) 

5 

суммою подобныхъ интеграловъ могутъ бить нредстшеии тѣ интегралы, которые намъ 
предстоитъ взять между про дѣлами іи в і\ ибо весь промежутокъ аремопи Ьи — V 

моштъбить раздѣломъ на *4" 1 рапныхъ промегаутконъ о, танъ что і,}—ш (г —|- 1) 
и тогда предѣлы пнтогрнропанін но «, соотвѣтствующіе предѣламъ і11 и і'ѵ легко мо¬ 

гутъ быть указаны. Въ самомъ дѣлѣ, если низшій предѣлъ интегрированія по п есть 

— і, то 

і' — а 1 
2 

а слѣдовательно высшій продѣлъ интегрированія по п будетъ 

И' — а . , і 
-= 1 -г т 

ь> ' & 

ибо прн этомъ і" — і' = (і + 1) ю, что ни и предполагаемъ. И такъ 

і + і 

{(а + «<■>). (Ы 

ѵ ч 

по ионятио, что /Ч + а* /*+і гг 

{(а+пі>)Лп^ і ((аПш)Ап-\- / /'(сжгю).йя+ + / {(<Х'Нш)Ап у (177) 

н-.і 

такимъ образомъ рѣшеніе нашего вопроса приводится къ вычисление отдѣльныхъ чле¬ 

новъ этой конечной суммы, Мы пошли выраженіе для перваго члена ряда; посмотримъ 
какъ могутъ быть опредѣлены остальные, 

47 



Замѣтимъ, что 

У*/* (а 4- «“) = уѴ 4“ ^ 4“ О* — 0 <*>] ^ (** — *) 

если подъ г разумѣемъ напое либо постоянное число, Примѣняя сюда выраженій (174) 

и полагая п — ъ = к} паіодпмъ 

/ к* 

4- — 
^ (3 

/1 (л4-ш) — («44и)+ 

/" («+іб>) — Л Л («+40)4- 
1 Л 

чтобы опять но возможности упростить форму интеграла» возмсмъ его въ предѣлахъ 

по к отъ —.} до 4- 5 і тогда 

* = } 

{{а -}- іа 4- іи) Д "={{<ь-\- ш) 4- 
1 

24 

2 

17 
0700 

(\ (^4-гео) 4 

Если снова введемъ сюда перемѣнное п и замѣтимъ, что существуетъ тождество 

к-г — і- ^ 

/' [^ 4“+ О* ?) у] ГІ/4 = 

П — / + і 

/* (<7 4- «У) 

I/ ~ г I 
о 

то будемъ имѣть 

і» = »+ 4 

^І(л+ии) Ап = /і)г 4 

* — ? - { 

17 
2І Г('< + “>)“ 5700 Г1 (" + “>) 4“ 

Изъ ото г о общаго выраженія легко получаются интегралы составляющіе сумму (177), 

а слѣдовательно и латъ искомый интегралъ, Въ шюмъ дѣлѣ» полагая здѣсь послѣ¬ 

довательно і— 1, і = 2 нт. д. н складывая полученные результаты съ выраженіемъ 
(170), получимъ по выраженію (177) 

/э1 + а 

/ /ч« ■ 
ѵ 

(« + »«) *4 = [/'(«) + /' (я +»)+/■(« + 2о) +  -{-{ (я +«■>)] 

+ “й- !/■*(«) + /а(« + «) + Р(« + 2ы) -1-)- /-2(« 4- ш)] 
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Что можно представить въ видѣ 

«•і-^ « = і /‘ і 2 и —г 71 — г и = * 

Г(«-ЬІШ) = У ( («+ им) + !, У/'2 (« + нм) — 57бО^Л («+ »м) + 

п — О И —О п=0 

но разсматривай таблицу (Л) разностей, легко убѣдимся, что 

71 — І 

(ч +«м) = /■! [« 4- (* + 4) м] — /■1 (а — 
п =: О 

« = г 

(« 4- пм) = /'а [« 4- (‘ 4-4)“] — /'а (« — Э 
п — О 

И т. д. 

Келн представит, себѣ что передъ рядомъ функцій ({а\ /’(а-[-о))1 ?(а-{- 

находится еще рядъ функцій, для которыхъ отн натальныя служатъ разностями, то 
но нашему означенію будемъ имѣть 

Ѵ(‘‘ + 7) 

у(л+!«) 

+(*+4)ы] 

ж 

((« 4- м) 

/ (« 4“ 2<й) 

/' (« 4- іо)) 

Слѣдовательно 
Я =: ? 

= ѵ* [« + (*+!) “] — ч{« — I) 
п = 0 

поэтому предыдущій интегралъ можно написать въ видѣ 

/' (« 4- км) (г« = V [й 4- О 4- 4)«] — У(« — 
6) 

й- 2 + ^(/'1[« + 04-4)м]-Г( 

+ о7й) [" + О + 4)ш] - /'3 (« - 1)1 

(173) 
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такъ какъ первая изъ дополнительнаго ряда функціи, лыонио функціи 

совершенно про нз вольна, то будокъ его располагать такъ, что би сумма функціи рѣ¬ 

ющихъ аргументомъ а — сложенная съ этой произвольной функціей обращалась въ 

нуль, т. о. чтобы 

(179) '/•(а-|)=-і/‘1(в-т)-Ьб1Іо^(й-|)-0«^('‘-а) + 

тогда искомый нптегрсиъ приведется къ виду 

< + і 

{(а + ««) сЪі =? 

(180) 1 
2 

Г 

1 

/■ 
-і 

/{«+(»+!)« -Г и' “+0+1)" -віёй^ й+(‘+ й)« 4 

по трудно также найти форму подобнаго интеграла, взятаго между предѣлами — і 
и і Для отого взявъ интегралъ (174) по п келсду предѣлами 0 и имѣемъ 

/ г («+«•) а»=іт+іт+кгл (") - -Лт г (в) 

По пашому озпачепйо 

{а~т) = ?' (« + ?) —^ (я) 

г(й-|)=г(а+|)_г(й) 

Слѣдовательно по выраженіяхъ (Я) легко составить 

ПЫ = Г'(* + Ч)-?Гг[а) 
(181) 

Л(в)-Л(а + Й-ІЛ(а) 

Внося это въ предыдущій пптегралъ, получимъ 
І 

А» = т /■(“) + I /■’ (я +1«) - І Г («) 
7 

Ж /’к; 
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Подобнымъ эке образомъ можетъ быть найденъ интегралъ 

/•*+ 1 
^ {(а + «о) іЬі 

Бели і ость постоянная величина, то 

^ {{а по) ііп = 1*1 [а + іо -|- (« — і) о>] А (а — /) 

полагая здѣсь п — і = к и примѣняя къ выполненію послѣдняго интеграла ішра- 

женіо (І 74), имѣемъ 

^{[а і.и }с. и] Ак = С+ к{{а-\- іи) 

+ у [л ('< + *»)-~ Л (п + го) +.] 

4- у [/■*{« 4- «О — ^ Л (« 4- *») 4-.] 

+ 94 {/“ + “>) — Г (п + ш) 4-.] 

Взявъ этотъ интегралъ ио к въ предѣлахъ 0 п имѣемъ 

* = і 

/ {(а + іи + /:<!>) сік =-/*(» + ш) + | р(а + ш) + ~/* (а -Ио)- 

* = о 

Такъ какъ /і ~ п — і, то вводя снова ііорсігЬшюо п, ііиѣоит. 

/м-’ + І 

/’(« + мы) Йй ^ ~ {(а 4- ш) + і /ч (а 4- *>) ^ / 2 (а + іа) — 

Ь —і 

Если подобно предыдущему замѣнимъ здѣсь екмііолы р(а-\-іи), р(а-\-т) п т. д. 

ихъ величинами, то найдемъ 

і+і 

{'(а + пи) Ап = 
\ 
1 І (а + іи) 

— (а+іш) 

*—И [д 4-(»4-1)"]- 

[“4-(* + *)"] 4- 

ио искомый интегралъ 

< + } 

({а + по) Ап — 

< 
И 

/ / (а 4- юы) Ап == / р(а + по) Ап 
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шітегрми, разность который, зд*сь берется, ю теперь виНіетны, а потопу со- 

ставляоыъ 

(/& 4" о*ы) <?и — 7 4 с "Ь;°) 

Ъ 1Г г1 [я + (і + т) “] - т /1 [й + (* + т) й] 

-зйб ^ [в + (*'+ 4) »] + і Г* (« + *“) 4-' 1 ■ 

Но по нашему означенію 

/ (в 4- ю) = ѵ [в + (і + 4) ы] — Ч [« + (* “ а-) “] 

Г*(« + «*) = /' [« + (* + ѵ)ы] “ Г1 [«■+■ (; _ т) °] 

Внося это въ предыдущее выраженіе, приводимъ его къ виду 

(182) 

+ (* + ° 

^ + (і 4_ і) ^ 

+ Ш5Н “+(‘4-4° 
+ 

+ т|«4-(*“І)‘^) 

+ /■' р+(і^- а)о|| 

+ /'3 |“ + (* ~ 4) “ ) 

И такъ предполагал, что періодъ і" — Iх времени, для котораго хотимъ опредѣлить 
измѣненій коордппап отъ возмущеній, заключаетъ нъ себѣ г <} равныхъ проме* 

жуткой, ь>, будемъ считать за предѣлы но і интеграла (174*) величины і'=*а —~ 

п — тогда предѣлами интеграла но «будутъ очевидно величины — і и і 
Но такъ какъ по выраженію (174*) /а+)Ь> р 

{(і). (Іі = б> У {(а по). сЫ 

— X _ і. 

то ш* получимъ искомую величину интеграла, если предыдущее выраженіе (182) 
умножимъ па ь>. 

Въ разсматриваемомъ случаѣ вычисленіе измѣненіи координатъ зависитъ отъ 
выполненія двукратияго интегрированія, а потому если мы имѣемъ выраженіе для 
функціи 
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, сП 

то предстоитъ еще найти тражейіс для интеграла 

//П»,и> 

взятаго между предѣлами і' и і‘\ Такъ какъ {= а яо, то (Ч — и.сЪь, слѣдо¬ 

вательно 

Ѵ‘ «/' 

IУѴ (О *№ = и* ^/г (а + по) йп1 
I’ ^ IX' 

Чтобы выполнить указанныя здѣсь интегрированія, обратимся къ выраженію (174) 

и опредѣлимъ постоянную С подъ тѣмъ условіемъ, что интегралъ обращается въ нуль 

при низшемъ предѣлѣ перемѣннаго, т. о. что существуетъ выраженіе 

0 = 

1 

“о* 

’2 

г3 

Г(«)-| ГЧа) + - 

Г-{«)-4/Ч(л) + ' •] 

Вторую часть ото го уравненія можно разсматривать какъ опредѣленный интегралъ 
нида 

п такъ 

О == ^У {а 4- м-ь>) (Ы 

и1 

Слѣдовательно выраженіе (174) можно представить въ формѣ 

^ /Ч« + ш) (Ьг Г {<( “г по) дп “Ь ѣ /Ч'О 

+ ’ЯЛИ-ІГ‘М4.] 

+ ?И‘>-іѴ‘('1> +.] 

+. 

ум ножи въ ото па і/п п ввивъ еще разъ интегралъ, полупимъ 
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^ ^і^{а^гпа) йиа=С" 4- ^йп^{{а + па) Ап •+ -- С (») 

+т [<’■(«)-4/”<“)+.] 

(Ш) + тгИ‘,>-пг(“) +.] 

+ т5ггИ“>-7№> +.] +. 
Пусть предѣлами этого интеграла по п будутъ сиачала пг = — і н пи = + 4 і 
тогда 

+ А 

/У*Яй Н-«и) Й*2 = /+ «*>) <І« + --^Г {V1 (л) *" у /8 (а) +.] 

+4о[^(«)-т^ы +.]+" 

Чтобы имѣть выраженіе для перваго члена второй части этого уравненія, мы 
положивъ і = 0 въ выраженіи (182) и тогда найдсиъ 

уі0/'(« + Щ (ІП = '/» — У /' (а) + р (а) —. 

“ 4 

Виося это въ предыдущее выраженіе, легко иолучимъ 

+ і 

(184) // Г (а + па) АР = Г (а) («) 4* і /”(«)-. 

-* 

Подобнымъ же образомъ, осли замѣнимъ сначала функцію /’(а4“^ь>) прозъ 
([а -{- іо 4“ (» — 0 <■>] и {йп)х чрезъ [й (« — і)р, положимъ п — і = Л, оозпеіъ 
нитогралъ ио к въ иредѣлахъ —{• и -{” 4 и сиова перейдемъ потовъ къ п} то по¬ 
лучимъ 

й-4 

085) ^ уУ(«4-и«)ймг= Ѵ(й + ім) — 4;/п(а+і'и) + 'Ш'/'8(я+'1,))~. 

І-I 

Имѣя это, легко ужо найти 

* — 

/У /(-Н~ пи) 
_ 1 

2 

йл*. Въ самомъ дѣлѣ 

и і 1 'і 

І 4* 4 

^ /*(а ~Ь Йл2 = 

-5 

+ ? 

//7 («4-па) <ІР! Г{а Н~Мо) і/н1 

+і 

г + 5 

+•///> н - мы) Ап" 

(180) 
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но пс'Ь интегралы о то го конечнаго ряда получаются изъ послѣдняго по выраженію 
(185). Въ самомъ дѣлѣ, если сдѣлаемъ въ этомъ выраженіи 4=1, 2, 3 н т. д., то 
найдемъ 

+ 5 

/)V (« + по) (Ьі2 = У (Л 4- о) — 2І- Р (й 4" “) + -^§0 /3 (« 4- *>) —. 
+ І 

/У*/1 (« 4-= '/'(«4-24>)— 4*2“) + /3(«4-2о) —. 

Вели сложимъ всѣ эти выраженія съ выражопіеиъ (184), то получимъ 

+ І + ^ « = і лг* я = і 

11На+па)(Іпі = '2іЧ'(а-Ыо)— (а+пи) 4-Т^(Г^^а+,г^-О87) 
— І и — 0 и = 0 « = О 

гдѣ но нашему означенію 

1Ж = т[т(* + т)+У(«-т)] 

'/■(«+ ы) = т[т(а + т)+ '/(•+т)] (188) 

Ѵ(а4-іо) = -^ |Ѵ(«4-(*+т) и)+ ,с(“4-(*— 1)и) 

Но функціи У (а — '/' (а + у) і У (« + ^-) я т. д, мы можемъ уазена- 

трнвать какъ разности другихъ функцій, первая изъ которыхъ совершенно произ¬ 
вольна. Ножомъ предположить, что существуетъ слѣдующій рядъ функцій и ихъ раз¬ 
ностей 

Н (« — ») 

Ѵ<«) 

Ч (л 4-ш) 

У[«4-і.оі 

Ѵ[й + (*4-і)°] 
У [я4-(> + т) “] 

49 
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Слѣдователи о 

1/(л+і)= 4 — “/■(«) 

Внося ото иг выраженія (188), паходикъ 

У (а) = і [У (а+ и) — У (,< — о)] 

1П«+ «) = 4 [*/Чл-Ь2») — Ѵ<^)] 

•/* (й 2о>) = і [2/ (а + 3<о) — V {« 4“ и)] 

У (сі+ **) = і[Ѵ[“-М*+і)«>] — Л>4(*“ і)Ч] 

Мш сложимъ эти виражом, то полупимъ 

2 ]1'(а + ш)= і У [« + (* + 1И-ИУ(л + «•>) — іѴ00“ і Ѵ(« — <*>) 

Подобиъшъ жо образокъ легко убѣдимся, что 

н—і 

^?Р(а + пі*)=и' [л + (Н- !)<«>]-Н/' (гН“^) — і/‘ — (« — “) 
“о 

^ (а -Ь «и) = ^ ^ [^е Ч- а-Ь 1)«] -Н і Л<« -Ь -^) — ё / а(-0 — /*2(^ — «) 
п=0 

Виося это въ выраженіе (187), имѣемъ 

(189) 

< + 

//((» + ни) (Ьс — 

~і - ІѴ[« 4- {* 4* і)4 4 2/'(« + і«) — 

й” {/1“ 4 (* 4-і)»] 4 ((п 4- *'и) — 

+ ЗШІ/'2!-" + (* + Я “14- /*(« -М») — 

ѴМ — Ѵ(« — «)} 

((«) — {(я — “)} 

Г («) — Г- (а — И)} 

Мы зааонъ, что 
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Г У) — /' (« — и) = /ч (й — -“) 

Придавая къ оОТиімъ частятъ перваго уравненія но 2*/’(«—о), втораго—по 2/’(«), 

трстг.лго—но 2/'2 (гс) и т. д., получимъ 

УМ Н-У (« - и) = 2У(п - о) +.Ѵ (* - -“) 

Ж + /Ч«-о)=2/'<«)-/‘1(а-2) 

Г М -у Р (« - ») - 2/2 М - У (« - -“) 

Слѣдовательно выраженіе (189) пред ста нлястся въ видѣ 

' + | 

//Ѵ(«+«в) <*»*= 4- (у [«-НЧ-:!) «]4-“/ («4-М-зу &/-«)- ■/■(«-1)\ 

—-,Ѵ{ /'О-И'-м) 4+ /'{«+'“)— мм-н'1 (" — [ 

т шіі \р (ДУДУ1) “]+/Ул+'”и)—2р(п)-{-Р (« — -) | 

Такъ какъ функціи Ѵ'(« —и У(/т — со) совершенно произвольны, то выберемъ 

ихъ такъ, чтобы 

7>-Э = 

У (« — «) = 

й/Ч'-Й+шГЧ'*-»-. 

І/(д)“вЙо[2/*<«) + /л^-“)] + '-** 

тогда предыдущій интегралъ приметъ видъ 

і + ^ 

/ //(« + »“) й»1 = ~5~ {у [«-ь (' У 1) и] -{- У (а + ш)} 

— {/' [« У У У іН У / (« У <“)} 

+ ш{^[(,Ч-(»4-1)‘>] + Г,(« + «)} 

(189*) 

(190) 

Подобно атому легко найти двойной интегралъ, взятый между предѣлами — і 
п и Взявъ интегралъ (180) въ предѣлахъ 0 и имѣемъ 
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/уѵ (я .+ Лй)) {1п% = *Х / І “Ь й(|>) ^ + 8 ^ (Л) 

+ 1 +.] 

+ШІ/’И-Т',<«> +.] 

+. 
Такъ какъ мы предполагаемъ интегрировать въ предѣлахъ —{ п г, то подъ п‘ въ 
этоиъ выраженіи должно разумѣть —*. Слѣдовательно для нашего случая 

о 
{{а 4-пь>) / 

о 

/* (а + ?іь>) с7« 

Мы ужѳ тгЬли выраженіе для итого интеграла, и потону внося его величину въ пре¬ 

дыдущую <[о])пу двоПиаго интегралу получимъ 

4 
'//>(« + «о) *»4 = 1 «/■ (а) + 4 Г («) - й Р («) + Ш Г* (“) +. 

О 

Исключая отсюда символы /**(«), /*(«) нт, д, посредствомъ вырюшій (181), имѣемъ 

§ 

//г (. + ,») Л.« = і ТМ + -і Ж - і я („ +1) + А Г‘ (а) 

+ в»/•(«> +. 

но 

ѵ («) = 4 [ у(п - ?)+у («+“) ] 

и кромѣ того по пятому означенію 

Слѣдовательно 

ѵ(»>=у(» + !)-іт 

Внося эго въ предыдущій интегралъ, шіѣомъ 
} 

/М + “) *•’=і -/■(«+-Л-І гм - А /-' (»+ “) 
О 

+-&1 г- м+Йо г («+")-, ”й /■ м + 
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Мы уже видѣли, что нзмішоиіо обоихъ предѣловъ на величину і влечетъ за собою 
пЗЕкіішоіііс аргументовъ па величину іи, а потому заключаемъ, что 

і + і 

УУ /■(«+яо) гіпг= V [« 4- (* 4- 4) “ 

іг ^ [я + (* 4- 4) °] 

+ ЗЙ40 ^ [« 4- (і 4- -г) “] 

з ((л -{- Ѵи) 

+ ^5Г /Ч* + іо) (191) 

+. 
Попятно, что 

і І + 1 і + ^ 

У^ І\а 4* пь>) <№7=1 /] "1“ по) 1^г% “У ]*І (а + пь)) 
-1 “} і 

Внося сюда вмѣсто интеграловъ второй части ихъ выраженія (190) и (191) и помял, 

что но нашему озпачепію 

У !> + (< + і) «] = Ѵ[« + « + 1) о] - V (а + іо) 

/*• [« 4“ (і + і) <*>] ” /*[л + (і + 1) со] — {(а -)- іо) 

/я[а 4“ ('■ + і) и] — + (* + 1) <•>] — /*(« + 2») 

легко выводимъ 

?! 

УУ*/’(й + ““) = Ѵ(« 4-*“) 4*521 («4-»“) — 2го/2(«4-«") +.(ЮЗ) 
__ 3 

у 

посредствомъ этого составляемъ искомый цптегралъ по формѣ 

ѵ* 

У*УѴ(0 & = *>2 у*уѴ(л + по) й?г 
* -1 

(193) 

16. И такъ зная числовыя велпчпиы производныхъ 
<12Ьх АЧр <14* 

СІІ 2 і сіі № для 
какихъ либо равноотстоящихъ одниъ отъ другаго моментовъ времени, мы можемъ ны- 

дЬх (ІЬи йЬ# . .,ллч « > « 
числить какъ производныя но выражение (132), такъ и Ьг, бу, ьз 

по выраженію (192). Эти величины 6я, бу, Ьг представляютъ собою тѣ пзмѣпеиія 
координатъ, которыя будутъ произведены возмущеніями въ точеніи извѣстнаго проме¬ 

жутка времени, 

Въ лорвонъ приближеніи мы интегрируемъ по способу механической квадратуры 
уравненія (17Ц), Если приближенныя величины Ьхі 5у, Ьз такимъ образомъ будутъ 
найдены, то они могутъ служить основан іонъ втораго приближенія, въ которомъ бо- 
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лѣс точныя эпачепія &г, Ьу, Ьг должи ы быть пай доны посредствомъ интегрированія 
по способу механической квадратуры уравненій (169), и при этомъ производныя 

йЛ йВ йіі должны быть вычислены по выраженіямъ (108); что касается до 
йх ’ йу ’ йг 
коордииаті» х, у, я, входящихъ въ эти выраженія, то онѣ во второмъ приближеніи 
представляются, суммами г0-{-Ьг, а 5/* вычисляется по выраженію 

8г = ^ 8а: 4- ^ Ьу + ^ 5* 
V а 1 Г0 ° Г0 

Въ теченіи большаго промежутка времени, координаты отъ возмущеній могутъ 
измѣниться такъ, что величины 5у, Ьг могутъ сдѣлаться весьма значительными. 

Поэтому для большаго промежутка времени оскулнрующіо элементы нс могутъ счи¬ 

таться постоя и иимн; слѣдовательно иельзя вычислять для большаго промежутка вре¬ 

мени пторып части уравненій (171*) или (169) при помощи одной н той лес системы 
эмулирующихъ элементовъ. Тогда необходимо весь разсматриваемый промежуток\ 

времени, иапр. время одного обращенія, раздѣлить на такія части, для которыхъ въ 
отдѣльности не могли бы накопиться большія измѣненія координатъ отъ возмущеній,. 
Съ первойачалыюю системой осісулнрующнхъ элементовъ слѣдуетъ тогда вычислить 
возмущенія координатъ въ періодъ перваго подраздѣленія, а затѣмъ по найденнымъ 
уже возмущеипымъ зиачоиіямъ координатъ слѣдуетъ составить для начала птораго 
подраздѣленія иовуш систему о окулирующихъ элементовъ, и такъ далѣе. Имѣя это въ 
виду, вайдекъ выраженія, посредствомъ которыхъ по координатамъ и ихъ первымъ 
производимъ могутъ быть вычисляемы элементы орбиты. 

Мы знаемъ, что С = і/с124~ с/4- «32 — к у у, а потому уравненія (14), 

ч. 4 могутъ быть представлены въ видѣ 

(Іу сіх 
хЖ-'->1й = 

(193) 
СІХ <І2 

2 си х <и — 

йг йу 
Ут-г<и = 

к ]/р. сов і 

к]/р. 8ІН І . СОЯ О 

к 1/^.ш і.т О 

кромѣ того мы знаемъ, что 

(194) 

X =т Х0 + Ьх 

У = 2/0 -Ь Ьу 

г = г0 Ьг 
% 

СІС ^ йх0 і Й8.г 
(И ’ йі “Г Ій 

йу _ йЬу 
йі йі ’Г йі 

йг _ с1г<> йЬг 
Ж' йі 4* йі 

Координаты х0і у0і г0 вычисляются по первовачальной системѣ оскулнрующнхъ элс- 

віептоэъ, а 8а?, Ьу} Ьг и ихъ производпыя получаются чревъ нитегрпропаиіс извѣст¬ 

ныхъ уравненій по способу механической квадратуры, слѣдовательно если будемъ имѣть 
сіг. 

еще выраженія для вычисленія производныхъ 
1 йі йі йі 

молломъ пользоваться для вычисленія элементовъ «, 
йі 1 йі ’ Т0 УРавпСйіями (193) 

и функціи і>. 
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Найденъ выцгикспія дл:і иронзиояиыхъ Диффуроицпруа послѣд¬ 

нее изъ выражоиШ (135), ч. 4 относительно прсііеіш входящаго явно, шіходпл'і. 

йг Лг . . . Ли 

но ііциинмая эломенты за но столпи ші величины, имѣемъ 

ііу ка 

Замѣтимъ кромѣ тоги, что 

и = ѵ о; 

а потому предыдущее легко приводится къ 

(Ы _ ск> к ]/р 
(Н ЛЬ гг 

.. _ V 
1 С 08 » 

</* 6 . . г * 
.... « —: $ш г\е, со8 й> -+■ соз « 
,и Ѵѵ 

Их Ни 
-- " такъ что Подобнымъ же образомъ находимъ выраженія производныхъ и 

-77=-Р= Г(зіп и + с'.§І1) о) С08 й 4- (соз И + С,С08 Сі>) ЗІП ь С08 Ч 
сП ур [ 

—-Г(„й ?{. -)- й.вііі и) 8ііі 0 — (сок и 4- о.соз ю) соз 0 соз і (195) 
сП Ѵр I і 

СОЗ П ^-О.СОЗ^ 8(11 г 
СІ2 

(ІІ 
I 

Ѵі> 

Если для вычисленія этихъ ироиэводныхъ будемъ пользоваться системой окулируш- 
<ІХо сіу с <1*0 

іцихг элементовъ, то получимъ числовыя значенія производныхъ -у, -*у, 

Возвышая уравненіе (195) въ квадратъ и складывая, найдемъ 

(IГ+(І),+§Т=Я1+-“<“-“>+“'] 
Придавая п вычитая къ сумѣ заключенной въ скобки по единицѣ, имѣемъ 

ііхХ1 
\и) 

Но такъ какъ 

і> = « (і — Л 
1> 

1 + с. соз (и — и) 

то 

*У+ ^У + /Й*У = Й.Га_Г 
ЛЬ) ~ ' \ііі/ Іг а. 
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откуда пряно НЫѢОМЪ 
к2 2кг , (сиу . (Сіу\2 . 

і1®®) «’ \<Й/ “'Чей/ ѵй/ 

Это уравненіе и служитъ для опредѣленія элемента а повой системы. По найденной 
величинѣ а извѣстнымъ образомъ опредѣлится среднее суточное движеніе По вы¬ 

численнымъ значеніямъ п а легко опредѣлитс.н е изъ выраженія $ = <і {1—е*). 

Наконецъ со опредѣлится изъ уравненія 

(197) 2 
г 

1 = с. соз (и — со) 

По этому выраженію опредѣлится непосредственно разность и— о, по для вычисленія 
м ни будемъ пользоваться двумя первыми изъ уравненій (135), ч. 4, по которымъ 

составляемъ 

(198) 
г, віп и = — х. зііі б. $сс і + у. соз 0. зес і 
г. соз и = х, соз 9 -|- у. зін б 

Этихъ двухъ уравненій совершенно достаточно для опредѣленія и. 

Имѣя с и разность и — о, вычислимъ изъ уравиеиія 

, Е ,/~1 - с, и —ь> 

Ь'*Т = У ЩГеІт~2“ 

эксцентрическую аномалію Е и за тѣмъ пзъ уравненія М = Е — о. зін Е пай домъ 
среднюю аномалію повой оскулнрующой эпохи. Такимъ образомъ будотъ вычислена 
новая система эмулирующихъ элементовъ, 

17, Пояснимъ па частномъ примѣрѣ изложенную теорію вычисленія возмущеній 
по способу мшппческой квадратуры. Вычислимъ тѣ измѣненія координатъ колеты 
Энке, которыя производитъ своплъ возмущающимъ дѣйствіемъ Юпитеръ въ тсчспііі 
промежутка времени отъ 1-го Марта 1875 года до 11-го Декабря того же года, Мы 
видѣли, что послѣднее прохожденіе кометы черезъ перигелій имѣло мѣсто около 
13-го Апрѣля 1875 года и около этого времени геліоцентрическія координаты кометы 
измѣнялись весьма быстро. Имѣя это въ виду, для вромепъ близкихъ къ прохожденію 
черезъ перигелій мы вычислимъ значенія вторыхъ производиыхъ кооршатъ для мо¬ 

ментовъ отдѣльныхъ десятидневными промежутками, а затѣмъ эти же функціи будемъ 
вычислять для каждыхъ двадцати дней. По нашему условію средина одного изъ де¬ 

сятидневныхъ промежутковъ должна совпадать съ оскулпрующсй эпохой. За оскулп- 

рующіо элементы мы примемъ систему, найденную въ концѣ п° 48, ч, 4. Слѣдова¬ 

тельно оскулирующая эпоха въ пашемъ случаѣ есть 1875 г. Марта 1,0 ср. Грив, вр; 

такимъ образомъ за начало п конецъ одного изъ десятидневныхъ промежутковъ должны 
быть привиты Февраля 24.0 п Марта 0.0; послѣдній изъ этихъ моментовъ мы будемъ 

сі2Ьх &*Ъіі д- 23з 
считать за начальный аргументъ и чпелоиыя зпачвш производныхъ -^г, 

соотвѣтствующія этому момепту мы означимъ чрезъ ((а). Чтобы имѣть достаточное 
чпело первыхъ и вторыхъ разностей, мы вычислимъ значенія упомянутыхъ производ¬ 

ныхъ для нѣсколькихъ моментовъ предшествующихъ оскулнрующой эпохѣ; такимъ 
образомъ числовыя зпачопія производныхъ будемъ вычислять для слѣдующихъ момен¬ 

товъ; Февр. 4.0, Фсвр. 14.0, Фсвр. 24.0, Марта 6.0, Марта 16.0, Марта 26.0, 
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Аор. 5.0, Аир, 15.0, Апр. 25,0, Мая 5.0, Мая 15,0, Мая 25,0, Іюоя 4.0, Іюля 14,0, 

Іюля 4.0, Іюля 24.0 Авг. 13.0, Ссит. 2.0, Сент. 22,0, Октябр. 12,0, Ноябр, 1.0, 

Ноябр, 21,0, Дек. 11 0; кронѣ того чтобы при вычисленіи значеній 8 5^ 
аь (іл (!іЬ 

для 11 Декабря во имѣть падобиостн въ экстраполированіи нѣкоторыхъ функцій, мы 
вычислимъ значенія вторыхъ производныхъ для 31-го Декабря. Вычисленіе для всего 
разсматриваемаго промежутка врсмепн будетъ основано на одыо.й и той же выше 
упомянутой системѣ оскулнруюіцпкъ элементовъ. 

Полагая въ выраженіяхъ (135), ч. 4 

еоз Ѳ = а, 8ІВ А; 8Іи 0 = Ъ , зіп В\ А0 = А + о; (70— ы 

соз г 8іи 0 = а, соз А; соз і соз Ь = Ъ. сов Б; В0 = В + о = зіп г 

Мы приведемъ ихъ къ виду 

х = ф\ зіп (Ль + ѵ) 

у = Ьг. зіп (Б0 + ѵ) 

2 — ОТ. ЗІП ((То + «>) 

Слѣдовательно въ пашемъ случаѣ л и пей и ыя геліоцентрическія координаты кометы 
доллшы быть вычисляемы по выраженіямъ 

г0 — [9.997934] г, зіп (298° 29' 23", 8 + ѵ) 

2/о= [9.9906703 г .8іи (157 42 81.0 +*) 

*0 = [9,356020] г. 8Іхк (188 41 І0.0+«) 

Вычисляя извѣстнымъ образомъ для разсматриваемыхъ моментовъ сначала г п г>, а по¬ 

товъ по приводоинымъ сейчасъ выраженіямъ и самыя координаты х0, у0, 20, находимъ 

Е V Іов г 1о& ж0 Іод у0 Іод г-0 

Фовр. 4.0 295° 42' 1" 228° 54' 26" 0.14398 9.48075 9.78593 9.40000 
14.0 300 43 40 233 20 55 0.09630 9.24646 9.79959 9.37614 
24 0 306 24 3 239 0 17 0.03903 8.67755 9.80626 9.34373 

Марта 6.0 312 58 20 246 36 5 9 96798 8.9140 Зп 9.80284 9.29777 
16.0 320 53 6 257 38 13 9.87652 9,31814,, 9.78238 9.22754 

26.0 331 0 10 275 43 32 9,75409 9 50199,, 9.72635 , 9.10422 

Апр, 5,0 345 1 15 310 35 52 1 9,59838 9,56672,, 9.56650 1 8.80925 
15.0 3 58 45 13 51 36 . 9.52832 9.39492» 8 68520 8.36860 

25,0 21 3 15 66 29 4 I 9.662701 8,59870 , 9.49665* 8.99217» 

Мая 5.0 33 24 14 92 47 2 9.80769 9.52090 , 9.77268» 9.16094» 
15 0 42 29 33 107 21 35 9.91625 19.77002 9.90531,, 9.24229* 
25.0 49 47 47 116 45 6 9.998501 9.91108 9.98786,, 9.29012» 

Іюля 4,0 55 57 59 | 123 26 47 0.06341 0.00702 0.04580,, 9.32101» 

14.0 61 21 20 128 33 4 0.11645 '0.07854 0 08939,, 9.34191» 

Іюля 40 70 33 20 1 136 0 8 0.19912 0.18094 0.15149» 9.36601» 

24.0 78 20 55 і 141 20 31 0.26169 ,0.25275 0.19396» 9.37600» 

Авг. 13,0 85 12 5 | 145 28 5 0.31138 ! 0.30689 0.22477» 9.37729» 

Септ, 2.0 91 22 45 148 49 12 0.35216 0.34961 0.24785» 9.37249» 

22.0 97 2 49 151 38 27 0,38640 ,0.38433 0.26541» , 9.36301» 

Окт. 12.0 1 102 18 57 і 154 4 42 '0.41565 0.41814 0,27885» 9.34964» 

Ноябр. 1.0, 107 15 53 156 13 43 '0.44096 0.43742 0.28902» 9.33280» 

21.0! Ш 57 4 158 •0 24 0.46308 0.45808 0.29657» 9.31273» 

Дйк. 11.01 116 25 8 159 54 31 ,0.48254 0.47579 0.30192» 9.23947» 

31,0| 120 42 7 1 101 31 9 '0.49976 0.49103 0.30538» 9.26292» 

ІО 
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Здѣсь йодъ Е мы разумѣемъ эксцентрическую аномалію кометы, Перейдемъ теперь 
къ вычисленію для тѣхъ же моментовъ геліоцентрическихъ коордииатх Юпитера; при* 

ведемъ для этого данныя въ Каиіісаі АІшапас геліоцентрическія долготы къ сродному 
равноденствію начала 1875 года, Означая геліоцентрическую долготу Юпитера чрезъ 
І, шпроту чрезъ &, радіусъ векторъ Юпитера чрезъ г' и попит, что 

$' — г', сов Ъ. соѳ I 

у‘ = г*, СОВ 5.8ІП I 

г1 = г'.т Ъ 
для нашего случая имѣемъ 

Февр. 4 201° 

1 

21' 34" + 1° 

Ь 
16' 50" 

Іод г 
; 0.73666 

1 1о(? х‘ 

0.70565,, 
юе у1 

0.29791,, 

1о§ е' 

9.08595 

14 202 6 55 1 16 37 1 0.73662 : 0.70332,, 0.31224,, 9.08463 

24 202 52 15 1 16 23 1 0,73658 , 0.70091,,, 0.32603„ 9.08327 
Марта б 203 37 35 I 16 8 0,73653 0.69840,,' 0,33932,, 9.08180 

16 204 22 57; 1 15 52 0.73648 0,69580,, 0.35214», 9.08017 
26 205 8 20 і 1 15 35 | 0.73642 0.69310,, 0.36452,, 9.07854 

Лпр. 5 205 53 44 1 15 17 , 0,73636 0,69031», 0.37647,, 9.07675 
15 206 39 7 1 14 59 0.73629 0.68740,, 0.38802,, 9.07495 
25 207 24 32 I 14 40 0 73623 0.68442», 0.39921,, 9.07305 

Мая 5 208 9 58 1 14 20 1 0.73615 0.68131,, 0.41002,, 9.07103 
15 208 55 25 1 13 59 0.73609 0.67813,, 0.42051,, 9.06892 
25 209 40 54 1 13 37 ! 0.73600 0.67482,, 0.43067,, 9.06667 

Іюня 4 210 26 21 1 13 15 1 0.73592 0.67141,, 0.44051,, 9,06442 
14 211 11 52 1 12 52 0,73583 0.66789,, 0.45005,, 9.06205 

Іюля 4 212 42 53 1 12 3 0 73564 0.66053,, 0.46830,, 9.05697 
24 214 14 1 1 11 12 0.73544 0,65272* 0.48552,, 9.05162 

Авг. 13 215 45 15 1 10 17 0.73523 0 64444* 0.50178,, 9.04578 
Свит. 2 217 16 33 1 9 19 0.73501 0,03509,, 0.51714,, 9.03954 

22 218 47 56 1 8 19 . 0.73476 0,62640,,: 0.53165,, 9.03298 
Окт. 12 220 19 27 1 7 15 0.73450 0.61660,, 0,54540*. 9.02589 
Ноябр. 1 221 51 5 1 6 8 0.73423 0.60623,, 0.55840,, і 9.01835 

21 223 22 49 1 4 59 0,73394 0,59528», 0.57071* , 9,01044 
Док, 11 224 54 40 1 3 40 0.73361 | 0.58373,, 0.58238,,, 9.00190 

31 220 26 39 -И 2- '31 I 0.73333 \ 0.57152,, 0,59342,, | 8.99303 

Посредствомъ найденныхъ значеній коордииагь я, у, у\ предстоитъ нычи- 

слить взаимное разстояніе р возмуіцешіаго и возмущающаго свѣтила по выралсепко 

Р2 = (*. --Ѵ)* + (і/е - у'? + («о - 

Затѣмъ во выраженіямъ (170) останется вычислить функціи Х0і У0, 2о, 
#Ьх <Пу еР5* 
Л I 

Т. С. 

первыя ирпбяижешшя величины производныхъ ^гі ллл выполпеі^51 

иитегри ров алія, какъ показываетъ выраженіе (193) эти функціи должны быть умно- 

жены па *>а, Бъ нашемъ случаѣ для первыхъ четырнадцати аргументовъ множитель 
ю = 10 и для остальныхъ ь> = 20, пбо первые аргументы отдѣлены десятидневными 
промежутками, а послѣдніе двадцати дневными. Мы примемъ массу Юіштира равною 

1 
1047,879 

а потому представляя число тхЪ*. ю2 пъ единицахъ седан г о десяти ч и ?ыо знака, на¬ 

ходимъ, что для первыхъ четырнадцати аргументовъ іод тхІсх, <о-=- 2.45085, а для 

послѣднихъ Іод = 3.05291. й такъ 
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Іоер2 4Х0 <о2У0 4Х0 
Фопр. 4 1.55270 4 1.720 4 0.021 — 0.383 

и 1.53817 4 1.522 — 0.159 — 0.373 
24 1.52270 4 1-308 — 0.358 — 0.357 

Март. 0 1.50021 4 1 069 — 0.575 — 0.331 
10 1.48817 4 0.787 — 0.801 — 0 290 
26 1.46840 4- 0.431 — 1 005 — 0.222 

Аир. 5 1.44869 — 0,041 — 1.058 — 0,104 
15 1.44056 — 0.510 — 0,593 4 0.069 
25 1.44492 — 0.707 4 0.Ю6 4 0.209 

Мая 5 1 1.48181 — 0 290 4 1.147 4 0.238 
15 1.50653 40,018 4 1.704 40.248 
25 1.52901 40.308 4 2,240 4 0,244 

Іюня 4 1.54909 4 0.561 4 2.020 40.233 
14 1.50700 4 0.777 -|- 2 933 4 0.220 

ІЮЛЯ 4 1.59731 4-4.445 4 13.711 4- 0.772 
24 1,62175 4 5,356 4 15.245 + 0.070 

Лиг, 13 1.64149 4 5.939 4 16.501 4 0.580 
Септ, 2 1.65750 4 0.269 4- 17.572 + 0.501 

22 1.67038 40.392 + 18.506 + 0.432 
Окт. 12 1.68063 1 4 0.350 -- 19.339 + 0.372 
Иоябр. 1 1,68858 4 6.105 4 20.086 ! 4- 0.319 

21 1.69458 4 5.802 1 4 20.702 -- 0,272 
Дек. 11 1.69881 --5.454 1 4 21.374 --0.229 

31 1.70146 1 +4.952 - - 21.920 — 0.191 

Па основаніи этихъ значеніи функцій и2Х0, ы*У0, ю*2о опредѣлитъ первыя 
приближенныя величины измѣненій 8а;, 8//, для разсматриваемымъ моментовъ; для 
этого будемъ руководствоваться вышо щиюсдоши.иш теоретическими соображеніями. 
Что будемъ говорить о вычисленіи измѣненій 8т;, то будетъ относиться и къ вычи¬ 
сленію величинъ Ьу, Ьг, имѣя это въ виду, прослѣдимъ съ подробностями только вы- 
•шелеоіо величинъ 8а:. Разсмотримъ сначала аргументы отд'Ьлешше десятидневными 
нромежуткпни, По нашилъ означеніямъ имѣемъ: 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

{[а— Зо) = 4-1.720 

/'(и— 2и) = +1.522 

/ (п—■ о) = 4* 1.308 

/•(и) =4-1.009 

п#+ ш) = 4*0-787 

/■(а 4- 2о) = +0.431 

{{а 4- Зи) = — 0,041 

/■(а + 4м) = —0.510 

/'(« + 5м) = — 0.707 

/> + Ом) = — 0.290 

/> + -7м) = -|- 0.018 

/■(а4 8м) = 40 308. 

/> + 9м) = 4 0-581 

/•(«4 Ю») =4 0-777 

Л (я— 4») = — 0.198 

Г (я— |м)=-0,214 

Л (а—-“-) = —0.289 

Л (я 4-^-) =-0.282 

Л (а + -|-м) = -0.356 

Л (а 4 Т °) = — 0.472 

Л (л 4 т »)•*- 0.400 

Л (а 4 4 м) = — 0,257 

Л (а 4 Т “) = 4 0-477 

Л (я+уо)= 40.308 

Л(«4т«) = 4 0.290 

Л (я 4 т и) = 4 0.253 

Л («44“) = 4 0-210 

/*(а —2м) = — 0.010 

{'{а— м) = —0.025 

/■*(«) = — 0,043 

Л(«4 «)= — 0.074 

Л (й42о) = — 0.110 

/■8(а43о) = 40.003 

/■* (я 4 4м) = 40.212 

/■* (а 4 5м) = 4 0,734 

/4«46ь) = — 0,109 

4(я47б>)= — 0.018 

/■* (я 4 8“) = — 0.037 

+ (д4 9м) = — 0.037 
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Мы ограничиваемся здѣсь вторыми разностями, ибо и опѣ будутъ имѣть уже малое 
алія а іо па результатъ. Такъ какъ Ьх доллшо быть опредѣлено но фортѣ (192), то 
для каждаго разсматриваемаго момента предстоитъ вычислить 2/ (^ + ш), рядъ этихъ 
фуокцій находится въ извѣстной зависимости отъ ряда функцій '('(а + і®). Мы со¬ 

ставимъ оба эти ряда, если только опредѣлимъ '/‘(а—и Ѵ(#—со). Для этой 

послѣдней цѣли обратимся къ выраженіямъ (189*). Въ иашемъ случаѣ достаточно 
Припять 

У(« ~ і) = — я Л {« — “); V (д — «) = ~ ^ (а) 

ибо всѣ далыгѣйшіо члеиы рядовъ (189*) въ разсматриваемомъ случаѣ по своей ма¬ 

лости могутъ быть отвергнуты. Мы имѣемъ 

Г (“ — і) = — 0.239 і /» = + 1069 

Слѣдовательно 

У (а - ") = + 0.010; V(а - и) = + 0.044 

Такъ какъ вообщо 

У [я + (* 4-}) <*>] = / (л + гм) х{\а 4- (г — і) и] 

то въ иашемъ случаѣ 

У (в + -г) = т + У{« - ?) = + 1-079 

У (а "Ь ~з~)= і (д + и) + У (а 4* '2)= “Ь 1.866 

У (« + ЧГІ = ((» 4* 2ь>) + У (а + { и) = + 2,297 

Для ряда фуикціЙ Ѵ(л4-*ь>) имѣемъ подобно этому общее выражеиіе 

У О 4- (і 4- 1) о] = «/ [а + (і 4- *»)] 4. у (а + щ 

а потому въ нашемъ случаѣ 

V (а) = У (« — -|~) + У (й — а) = + 0.054 

V (а + ») = У (а + -5-) + У (а) = + 1.133 

У (а 4- 2о) = У(а + |и) + У(а + и) = Ц- 2.999 
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Кикъ скоро рядъ функцій Ѵ(л4“^®) составленъ, то для вычисленія Ьх но выраже¬ 

нію (193) к (192) стоитъ только къ Ѵ (а+ *<*>) придать двѣнадцатую часть функціи 
/*(я + ш) и вычость двѣсти сороковую часть ссотвѣстпующой второй разности, по 
по большей части эта нослѣдпяя поправка такъ мала, что можетъ быть опущена 
безъ ущерба точности, И такъ если панр. для четвертаго аргумента *{[а) = 4-0.054, 

!'{а) = + 1.069 и (г {а) = — 0.043, то очевидно, что для разсматриваемаго мо¬ 

мента 8я = + 0.143 и т. д, Такимъ образомъ составляются слѣдующіе ряды 

ТЧа + т»)35 —4.540 
5,в 

1 У (а — Зы)= + 4.162 
7 (а 4- 4») = - 2-820 

+ 4.31 

2 У (а— 2о) — 1.342 
7 (я— -!■«)= — 1.298 

+ 1.47 

3 У (а— и) = 4- 0.044 
'/'('*—г*) =* + 0.010 

+ 0,15 

4 у (а) = + 0.054 
У(в4-Т-) = +1.070 

+ 0.14 

5 У (а 4- «)=4- 1.133 
у (я+ -?“-) = +1.866 

+ 1.20 

6 ■ У (а 4- 2ы)=+ 2.999. 
'П« + Нг) = + 2.297 

+ 3.04 

7 | У (а 4- Зи) = 4" 5.296 
У(п + ^Ч = + 2.256 | 

+ 5.29 

8 У (я 4" 4») =8 4- 7.552 
7>У^) = + 1.746 

+ 7,51 

9 ,У(а+ 5и) = У 9.298 
7> + ^) = +0.070 

+ 9.23 

10 У (а 4- би) в 4- 10,277 
7 (в + -Ч^)- + 0.689 

+ 10.25 

11 У (а 4- 7и) = 4- 10.966 
У(аУ^)= + 0,707 

+ 10.97 

12 У (а 4- 8») =4-11.673 
'У(« + Т^) = +1.015 

+ 11.70 

13 У (а 4- 9о)= + 12.688 
У{й4-Т‘») = + І-57в 

4- 12,74 

14 У(а + 10ы)=: +14.264 
У (а и) =4- 2.353 

4- 14.33 

Посмотримъ какимъ образомъ могутъ быть вычислены значенія 8л? для остальныхъ 
аргументовъ, отдѣленныхъ между собою двадцатидпевпымп промежутками. Одна изъ 
функцій у(а + ю) для итого ряда не можотъ быть найдена тѣмъ же путемъ какъ 
прежде, ибо постоянныя величины введенныя интегрированіемъ должны сохранять свое 
прежнее зпаченіо и для этого ряда. Возмемъ изъ прежнихъ аргументовъ нѣсколько 
послѣднихъ отдѣленныхъ между собою дпадцатидповнымн промежутками. Возмемъ ар¬ 

гументы 10-й, 12-й и 14-й, тогда они будутъ составлять непрерывный рядъ съ осталь¬ 

ными аргументами яачипая съ 15-го, Но въ аргументѣ 10-мъ, 12-мъ и 14-мъ мно¬ 

житель 6) = 10, а въ остальныхъ ы = 20, слѣдовательно чтобы привести къ оди¬ 

наковому множителю мы должны умножить имѣющіеся аргумоиты 10-й, 12-й к 14-й 

на 4 ибо ыг для перваго ряда въ четверо менѣе чѣмъ со2 во второмъ ряду; и такъ 
10-й, 12-Й, и 14-й, аргументъ будутъ топерь — 1,100; + 1.232; +3.109, слѣ¬ 

довательно мы имѣемъ 



390 

10 

12 

14 

15 

10 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

/(«+Им) = —ЫбО 

12») — + 1.232 

Да 4-13а) = 4-3.109 

Да 4,14а) = -4 4,445 

да 4-15а) = 4-5,350 

Да + 16«) = +5.939 

Да 4- 17а) = + 6.209 

Да 4- 18а) = -4 6.392 

/ (« -4 19а) = + 6.350 

/'(«4-20а) = 4-6.165 

Да + 21о) = -4 6.862 

Да 4* 22а) == -4 5,454 

Да 4-23а) =4- 4.952 , 

1 Д (а+ “») = +2-8ва 

Д{в+"“)=г + 1.877 

/і(а + ^а) = 4-1.336 

Д («4-т’ °) “ 4* о.9іі 

Д(д 4-4 а) = 4-0.583 

Д(а4-Иа)= -4 0,330 

Д(а-4“о)= -40.123 

д(в+4«)=.-0.042 

Д<»4-Т“>=-°'187 

Д(а+Т») = -0-308 

Д (а -4-|- о) = — 0.408 

Д(аД-§ а) = — 0.502 

Д (п-4 12а) = -0.515 

Д («4- 13«) = — 0.541 

Д («4-14ы) = —0.425 

Д (а+15«)= — 0.328 

Д(а-4і6а) = —0.253 

Д (а4-17а) = —0,207 

Д («4-18а)= — 0.165 

Д(«-419а) = — 0.143 

Д (а4-20а)= —0.118 

Д(„4-21а) =—0,105 

Д («4-22а)=—0.094 

Кровѣ итого ми знаемъ уже велнчппы Ьх, соотвѣтствующія 10-му, 12-му н 14-му 
аргументу, а потому, пронимая во вниманіе соотношеніе (192) 

5а: = *Да -4 гы) + Да 4-4и) — — Д (а + *в) -4-. 

можемъ изъ него для упомянутыхъ аргументовъ вычислить У(л4-ш), Съ сакомъ 
дѣлѣ для 12-го аргумента 

Ьх= + 11.698; ({а 4- 12м) = + 1.232; {а + 12о) = — 0,515 

а потому 

У (а Ц- І2ь>) = + і 1.593 

подобнымъ же образомъ найлонъ, что 

У (л -І- 13ь>) = 4 14.068 

Слѣдовательно 

V (« + ?“) = + 2-475 

а зная одну нзъ функцій 1/' [а Ч- (і 4}) и], можемъ составить цѣлый рядъ нхъ, 
Имешю придавая У[а + (*-Н) ь>] къ /’['* + (*+1)°]> получимъ У[а + (*+?) <4 

Посредствомъ ряда функцій V’[г* 4“ ('+ з*) е°]> одну изъ функцій У(я + ш), 
составимъ извѣстнымъ образомъ цѣлый рядг, от нхъ послѣднихъ; наконецъ имѣя всѣ 
зтц ряды, по выраженію (192) опредѣлимъ значенія &з, соотвѣтствующія моментамъ 
отдѣльнымъ двадцатом ев пы ил промежутками, Такншъ образомъ мы нашли 
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10 

12 

14 

15 

10 

17 

18 

10 

20 

21 

22 

23 

24 

2/Ч«-{-11о) = + 
У(«4-12Ы) = + 

7 (а 13“) = + 
7 ‘(« + і4о) = 4- 
2 

10,355 

11.593 

14,068 

19,652 

/■(а + 15») = 29,681 

7Ч«+16о) = + 45,060 

У(«+17ы) = 4- 60,390 

У (в + 18о) = 93,983 

У (а 4 19») = + 127.968 

У (а + 20ш) = + 168.303 

У (л + 21») = 4- 214,803 

У(в + 22«)=* + 207,165 

У(я + 23о) = 4- 324,981- 

У («+“«) —4* 1-238 

‘/‘(«4*“») = + 2.475 

У (я 4-ти) = 4- 5.584 

У(«4*Т °) = + Ю.029 

ѵ (в + т«) = 4-15,385 

У(а4-“ о) = + 21.324 

У(а+ т «) = + 27.593 

7 (« + -1 и) = + 33.985 
50 

/“(а+ -;-») = 4- 40.335 

7(« 4- 7 и) = 4" 46.500 

у (а 4-т ») = 4- 52,362 

У(« + Т»)= + Й7.81в 

Йяг 

8г 
+ 10.25 

+ 11 70 

+ 14.33 

+ 20.02 

+ 30.13 

+ 45,56 

+ 66.91 

4* 94.59 

4-: 128,50 

+ • 168,82 

,4 215,29 

+ 267,62 

4- 325.39 

Остается опредѣлить для разсматриваемыхъ моментовъ 8.-^-. Для этого вш 

должны пользоваться выраженіемъ (182). 'Гакъ какъ всѣ входящія въ пего функціи 
теперь извѣстно, то вычисленіе не и роде тан л него трудности. Танг и а примѣръ если 

хотшиТ) опредѣлить 8 для втораго аргумента, т. е. для 14 Феврали, то, какъ по¬ 

казываетъ выражсніо (182), вш должны изъаршштичсскойсредины функцій х{{а —}*>) 
и '('{а — 5 со) вычесть одну двѣнадцатую ариомотіічсской средины функцій /''(<* — $ <*) 
н /*' (и — *о). Но такъ какъ подъ {(а + іи>) ми разумѣли сойХ0, то такимъ 

образомъ найдемъ не 5^-, но Для втораго аргумента 

йН'Ч" 
С л I; д о и ат е л і, л о 

5 и) 4- у (« — * «)] = — 2,059 

3 О)+ /•!(«_ 5 О)] = _ 0.017 

о .8 -~ = — 2,047 
си 

И такъ пользуясь выраженіемъ (182), иъ пашенъ случаѣ имѣемъ 

Март 

Лир, 

Мая 

Іюня 

10.5% 
сП 

20,! 1' 
<и 

14 _ - 2.04 Іюня 14 - 3,90 
24 _ -0.04 Іюля 4 - - 7.71 
С _ - 0.57 25 - -13.65 

16 - - 1.50 Авг. 13 - -18.32 

26 - -2.12 Сент. 2 -24.44 

5 _ -2.32 22 - -30.79 

15 _ - 2.03 Окт. 12 - -37.17 
25 | - - 1.35 Ноябр. 1 - - 43.44 

5 - - 0.80 21 - - 49,46 

15 - -0.67 Дек. 11 - -55,12 

25 ; - - 0.84 
4 1 - - 1.28 



№ 

Совершсішо подобно этооіу по найдсілшігь выше зиачоиіяыъ функцій <о2Г0 и 

і>?2ъ получаемъ 

ѢУ 10,5 5 
аі 

За 10.5 ^ 
Аі 

Февр. 4 — 0.92 — — - из — 

14 — 0.40 + 0.46 — -0.40 + 0.54 

24 — 0.05 + 0.21 — - 0,04 + 0.18 
Мар. 6 — 0.06 — 0.26 — • 0.04 — 0,17 

16 — 0.65 — 0.95 — • 0.37 — 0.48 

26 — 2.03 — 1.86 — ■0.99 — 0,74 
Апр. 5 — 4.41 — 2.92 — ■ 1.82 — 0 81 

15 — 7.80 — 3.76 — -2.76 — 0.93 
25 — 11,76 — 4.01 — 3,62 — 0.78 

Мал 5 ' —15,53 — 3.35 — 4.29 — 0.55 
15 — 18.19 — 1.87 _ 472 — 0,31 
25 — 19.10 + 0.14 — 4.91 — 0,06 

Іюня 4 — 17.77 4- 2.58 — 4.85 ' + 0.18 

Ьу 20.5 | 8* 20.5 % 
(11 

Іюпл 14 — 13.83 — 10.71 _ 4.56 -- 0.81 
Іюля 4 4- 3.10 -- 23.48 -- 3.33 -- 1,63 

24 4- 33.71 — 37.99 — 1 32 --2,35 
Аві*. 13 + 79.54 — 53.88 - - 1.35 --2,98 
Сват. 2 4-141.86 — 70,93 4.60 -- 3.52 

22 + 221.74 -- 88,98 - . 8.36 -- 3.98 
Окт. 12‘ + 320.12 -- 107.91 ~ - 12,55 -- 4.38 
Ноябр, 1 4-437.83 — 127,63 ~ - 17.11 -- 4.73 

21 + 575.61 --148.06 ~ - 21.99 --5,02 
Дек. 11 -- 734.16 -- 169.13 _ _ 27.14 --5.27 

31 -(-014.07 — -- 32.52 

Найдонныл величины Ьх, 8у, Ьз вычислены иа осиоваиіп грубо-приблажсиішхъ 

выраженій^ (170),^ а потому слѣдовало би, но приступая къ вычисленію измѣненій 

® л7 > ^ -=7, 1,0 приближенно извѣстнымъ величинамъ 5л?, 8у. Ьг вычислить 

вторыя производима по выраженіямъ (171) и снова приложить 

способъ механической квадратуры къ опредѣленію по этимъ иовыиъ зиачѳиіяиъ упо¬ 

мянутыхъ производныхъ болѣе точныхъ величинъ Ьх, н вмѣстѣ съ этимъ во 

второмъ только приближеніи вычислить измѣиѳиія 8^’, 5^, ио шожеииос 

выше мы считаемъ совершенно достаточнымъ для иолсионіл интегрированія уравнеиій 

возмущеннаго движенія по способу мехаиической квадратуры, а потому новыхъ ори- 

ближеиій въ рѣшеніи вопроса дѣлать ие будемъ. И такъ позмущеииын значсоія ко* 

ординатъ и ихъ производныхъ, соотвѣтствующія 11 Дек. О* ср, Гр. вр,, должны бить 

вычислены по выражеиілиъ 

я = Жо + 267.62 ~ = — -|- 2.76 

'=«• + 734Л6 1=& + 

•-'*+ 2714 г=ж+»-26 
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(ІХп (Ьи Лгл 
гдѣ Го, Уоі *і>ч - ^ вычисляются посредствомъ перооштлыюй системы 

оскулирующнхъ элементовъ, а ихъ поправки, зависящія отъ возмущеній, представлены 
въ единицахъ седьмаго десятичпаі'О знака, 

(Іх йу і!я 
(Іі 1 йГ’ <Н 

быть вычислена повал система элементовъ для оекулирующей эпохи 1875 г. Док, 

11.0 срд. Гр. вр. 

По найденнымъ ташіъ образомъ величинамъ у, можетъ 

18, Изложенный способъ вычисленія возмущеній прямолинейныхъ координатъ 
предложенъ профессоромъ Эиио. Другой, едоалн нс болѣе употребительный въ настоя¬ 

щее время пріемъ вычисленія возмцщеній, основанный также па способѣ механической 
квадратуры, данъ И. А, Гансеномъ. Этотъ пріемъ относится къ вычисленію возмущеній 
средней долготы или средней аномаліи, радіуса вектора и широты свѣтила иадъ нѣ¬ 

которой постоянной плоскостію. 

Возмущенія, происходящія въ двнжеиін свѣтила, т можемъ раздѣлить на двѣ 

груішы; можемъ принимать, что одною частію возмущающей силы измѣняется поло¬ 

женіе соѣтнлн въ орбитѣ, а другого измѣняется положеніе самой орбиты. Мы можемъ 
опредѣлить возмущенное иоложеніе свѣтила въ непрерывно измѣняющей свое положеніе 
орбитѣ радіусомъ оекторояъ н угломъ этого радіуса вектора съ нѣкоторой постоянной 
прямой, проведенной въ подвижной орбитѣ; кромѣ того чтобы знать вполнѣ положеніе 
возмущеннаго свѣтила, необходимо умѣть опредѣлять для всякаго времени положеніе 
возмущенной орбиты, ила, что все равно, положеніе мгновенной орбиты относительно 
нѣкоторой постоянной плоскости, за которую можемъ считать мгновенную орбиту, со¬ 

отвѣтствующую оиредѣлсиному моменту і9. 

Мы сказали, что иоложеніе свѣтила въ мгиовоииой орбитѣ опредѣляется между 
прочимъ угломъ, который составляетъ радіусъ повторъ съ нѣкоторой постоянной пря¬ 

мой, проводеиной въ плоскости орбиты. За такую прямую нельзя считать линію аб¬ 

сидъ, ибо опа измѣняетъ свое положеніе.отъ возмуіцоиій, также и отъ той же при¬ 

чины подпилена линія узловъ. Допустимъ, что положеніе разсматриваемой постоянной 
линіи опредѣляется перемѣннымъ угломъ с, считаемымъ но направленію движенія отъ 
упомянутой постоянной прямой до восходящаго узла мгновенной орбиты надъ эклип¬ 

тикой. Если би орбита не измѣняла соосго положенія и постоянная прямая находи¬ 

лась бы въ ней па такомъ угловомъ разстояніи отъ узла., въ какомъ точка весенняго 
равиодоиствія находится отъ того же узла по эклиптикѣ, то мы имѣли бы с = О, 

предполагая, что 0 есть долгота, восходящаго узла орбиты Орбита отъ возмущеній 
измѣняетъ снос положеніе, имѣя это въ виду, означимъ чрезъ х уголъ между по¬ 

стоянною прямою н частію большой полуоси направленной въ перигелій, тогда 

)г = о) Ц- а, если <•> есть разстояніе перигелія отъ узла. Если бы положеніе орбиты 
нс измѣнялось, то тогда имѣли бы х = гдѣ % есть долгота перигелія. Вели озиа- 

чнмъ чрезъ и аргументъ широты и чрезъ ѵ истинную аномалію въ мгновенной ор¬ 

битѣ, то для этой послѣдней и ~ ѵ «4* У. — Разсматривая оскулпругощіо элементы 
какъ спетому соотвѣтствующую мгновенной орбитѣ опредѣленнаго момента и, имѣемъ 
у0 — <і)о_4 0о. Если назовемъ чрезъ X истинную долготу въ мгиовениой орбитѣ, то 

Х=ѵ4-7г=і?-1-сі>4“^ по кромѣ того х”*>4**і слѣдовательно —(о —9), 

Легко видѣть, что въ долготу, представленную такимъ образомъ, включается и та 
50 
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часть возмущеній этой координаты, которая объусловлнвается измѣненіемъ положеніи 
мгновенной орбиты, т. о. измѣненіемъ не только положенія перигелія и узла, по также 
й наклоненія мгновенной орбиты къ эклиптикѣ или къ другой какой либо основной 

плоскости *). 
Бели иііаемъ возмущенныя значенія элементовъ е и то изъ уравненія 

Е — с.тЕ=М + \і(і — і<>) 

для всякаго і можемъ опредѣлить возмущенное значеніе эксцентрической аномаліи Е. 

Съ пею при помощи возмущенныхъ значеній а и с можемъ найти г и ѵ, соотвѣт¬ 

ствующія возмущенному движенію, изъ уравненій 

г, сов ѵ = а. сов Е — ае 

г. 8іп ѵ = а. )/і — с1, зіп Е 

и наконецъ при помощи ѵ возмущенная истинная долгота X опредѣлится изъ урав¬ 

ненія Х = і>+Х— (* — % осли кронѣ того будутъ найдены величины х н с, ко¬ 

торыми опредѣляется положеюе мгновенной орбиты. 

Но кромѣ этого способа полнаго опредѣленія возмущеннаго положенія свѣтила 
можно представить себѣ еще другой пріемъ рѣшенія того лее вопроса. Можно отдѣ¬ 

лить опредѣленіе возмущеній, объусловливающихся дѣйствіемъ составляющихъ возму¬ 

щающей силы въ плоскости орбиты, отъ о и редѣло пія возмущевій зависящихъ отъ 
дѣйствія составляющей перпендикулярной къ плоскости мгновенной орбиты. 

Й такъ разсмотримъ с па чала только двѣ составляющія возмущающей силы дѣй¬ 

ствующія въ плоскости орбиты. Назовемъ долготу въ орбитѣ измѣненную дѣйстніемъ 
только этихъ силъ чрезъ Хи тогда ^ ^ х> ибо разность О— с заключаетъ въ 
себѣ ту часть возмущеній истинной долготы, которая зависитъ отъ измѣненія накло¬ 

ненія орбиты в положенія узла, а въ у, включена часть возмущеній долготы объ- 

у ело вливающаяся движеніемъ перигелія. Кромѣ этого раздѣленія поставимъ вычисленіе 
возмущеннаго положенія въ зависимость не отъ системы перемѣнныхъ элементовъ а, 

с, р, тг, по отъ нѣкоторой системы постоя иныхъ, папр. оскулирующпхъ элементовъ 
а0, е<п щ>> *о, соотвѣтствующихъ тому положенію игповопиой орбиты, которое она 
имѣла во время і<>; при этомъ первую часть вопроса объ опредѣленіи воэмущевій ио- 

ставимъ въ такой формѣ: будемъ искать такую поправку 8ДГ средней аномаліи, при 
помощи которой и системы постоянныхъ элементовъ я<,, во, Ж0, (4 для всякаго 
времена і опредѣлялась бы изъ уравненія 

Еі — вц. зіп Е± — и0 (? —- 

эксцентрическая аномалія Е1} имѣющая то свойство, что величина у, вычнелеппая 
при помощи ея изъ уравненій 

**,, 008 ьг = а0. сов Ех — а0оь. 

г,. зіп Ѵі = «о і/і — сД зіп Е, 

давала бы въ связи съ постояннымъ элементомъ щ или Хо шмущенное зяашгіо 
долгсугы въ орбитѣ по формѣ X, = г*і -|-Хо = Н~ *о • Слѣдователю 5ІІ* должно 
быть опредѣлено при томъ условіи, чтобы уравненія X, = ѵ -}- ут п X, = тс0 

были тождественны. 

*) См. М. Хандрико/п. Общая торія попущеніе, стр, 00 и 01, 10. 
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Попятно, что величина г,, вычисление въ спиза съ ѵг, будетъ разниться отъ 
нов л у шейнаго значенія радіуса воіетора г, а потому оиредѣлимт. еще такую величину 
ѵ, которая въ связи съ величиною г, давала бы возмущенное значеніе г но 
уравненію 

г = Гі (I 4- ѵ) 

И такъ величинами ІМ и ѵ представляется дѣйствіе составляющихъ возмущающей 
силы расположенныхъ іГъ плоскости орбиты. Найденъ уравненія, которыя могли бы 
служить для опредѣленіи величинъ ЬМ н ѵ. 

Иазонсмъ чрезъ х н у нрямолниойішл координаты возмущеннаго свѣтила, Воз* 

пущенный радіусъ во к торъ пусть будетъ г. Предположимъ, что ось х выбрана такимъ 
образомъ, что радіусъ векторъ г составляетъ съ ней въ извѣстный момсіггь і уголъ 
Ѵ\. Тогда въ плоскости мгновенной орбиты положеніе свѣтила для времени Ь опредѣ¬ 

лится координатами 

х = ?*.со$ ѵ,; у “ г, зш ѵу 

Павовенъ составляющія возмущающей силы по разсматриваемымъ осямъ хну чрезъ 
X н У, Тогда дифференціальныя уравненія движенія свѣтила въ плоскости орбиты, 

какъ извѣстно, будутъ имѣть форму 

(14 

\и 
5 4- *ЧІ + Я») - у. I _ у 
2 ^ г3_ Х •“■ Л> “г ,.8 У — х (199) 

Умножимъ второе изъ эткяъ уравненій на <к, а иервоо на у ц вычтемъ второо произ¬ 

веденіе изъ перваго, тогда послѣ интегрированія полученной разности найдемъ 

<Ъ/ 
йі 

гдѣ О ость постоянная введенная интегрированіемъ. Но понятію, что 

ІІХ 
(Н 

йг сЪ, 
СОЯ Ѵі -г, — Г 8111 Ѵі —;г 

' йІ СІІ 

сіу . йг , (Іѵ. 
^=тѵі7і+гтѵгЖ 

откуда легко находимъ 

3 & 
(II ^ йі йі 

Слѣдовательно предыдущій интегралъ нрпшімасп видъ 

Предположимъ, что возмущающая сила разложена па три составляющія, одна 
изъ этихъ послѣднихъ пусть будетъ направлена но радіусу вектору, другая—по на¬ 

правленію перпендикулярному въ радіусу вектору въ плоскости орбиты и тротья—по 
направленію перпендикулярному къ плоскости мгновенной орбиты. Означимъ чрезъ 5 
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вторую изъ этйхъ составляющихъ. Такъ какъ радіусъ векторъ составляетъ съ осью 
х уголъ , то 

сох (5, я) сох (00°4-ѵі) = — V*; сох {В,у) = ш (90° +ѵх) = сох у, 

Слѣдователь и о 

X = — 5,5Ш ѵг; У = 8. сох уг 

а потопу 

Ух —Ху— г.8 

Но средств окт» этого предыдущій интегралъ обращается къ 

-іж=/^'в+° 

Такъ прсдстапллетел удвоенная элементарная площадь сектора» описанная радіуспіп, 

векторомъ въ плоскости орбиты. И с л и назовемъ чрезъ у0 уголъ» который составляетъ 
во время іо радіусъ векторъ съ осью х (гдѣ подъ іо разумѣемъ оскулирумщую эпоху)» 
то» какъ мы знаемъ 

^ — ЬѴ^оО +»') 

Слѣдователи^ 

(200} 

Умножимъ уравненія (199) первое ца х, второе па у к сложивъ произведенія, най¬ 
демъ 

(201) <0Л I к' (1 + »о 
СІГ- *" У №) + г2 

*х + ѵ- У 

Легко видѣть» что 

(ігх , а»у дѵ 
* Л* ^ ѵ № ~~ ' '№ 

д 
<и 

кромѣ того, если назовемъ чрезъ Л составляющую возмущающей силы направленную 
но радіусу вектору, то понятно, что 

п потому уравненіе (201) приводится къ виду 

(202) 
ДѴ 
Л* 

(Іѵ,\2 , й* (1 4- »*) 
Й/ + ' г4 “ 

Уравпешя (200) к (201) должки существовать совмѣстно съ ураписвіямк 
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Ь\ - Оо. 5Ііі Е, = Ма + ІХ0 (і — 10) 4- ЬМ 

»Ч . ш ѵ, = а0 с08 Еі — ((0»о 

*'і • зін »» = я01/1 — а". 2іп Е{ 

X, = у, +Хоі »•= Гі (1 -Ь ѵ) 

(203) 

Ьудомъ дифференцировать эти ургишскія, нршіііиа:і за постоянный величины одни 
только оскулирукіщіс элементы. То еда получимъ 

п чмй, . (КМ 
[1 «о С08 Іі|] - Р-о + -•^Г 

(іг, . <?«, . _ гі/*;, 
С08 ѵі1т-г, вш і>, .(7Г = -Г,в31„ ЕІ -л 

<1г, 
8І.П;, л 4-»-, 08», 

-о тх і 1ЛХ 
• = гго К1 — V-608 А “ 

(204) 

и 

(1\г_ (Ъ{ 

1Т ” “5Г 

опредѣли,» по второму н третьему изъ этихъ уравненій цроизводнуго имѣемъ 
йЬ 

(1і і г /. « , _ _, сІЕі 
»*і ^ — \_«о VI — е0л. г, зш ѵі соз Еі — соз ѵ{ зш -Е,] 

13несомъ сюда вмѣсто г, зіп ѵ{ и >\ соз ѵх ихъ величины изъ уравненій (203), а вмѣсто 

его величину вшую изъ уравненій (204), тогда цоолѣ простыхъ сокращеній 

получимъ 

(Ь\ г Г . еЙЛІІ . г, 
Г, ->-■ = «оЧ Ь, + зш Ь, 

по гг0 (1 — с02) = ро, и потому зіп ѵх = ]/иоРо зіп Егі слѣдовательно 

сЪ\ «о5 Г, . 1 *Ш1 • 1 

Мы знаемъ, что 

поэтому 

«о . Ь V1 + 

Й/ 

ЛЬ 

. , 1 ЛЬМ | . 
і = —1— 1 Н-=7- Со зш V, 
* Ѵѵо 1 Н-о -1 

(205; 

Исключая между вторымъ и третьимъ изъ ураішсиШ (204) производную ей , находимъ 

^ = 4/рД1+*0 [і + (206) 
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мы приняли г = іч{1+ѵ)і іюотошу 

(206*) 
Л іЪх .. / Т\—; г Г, I 1 №М] п I 

гІ.1 + ;п~п(і4' 

Такъ какъ уравнеаія (200), (202) н (203) существуютъ совѣстію, то внося сюда 

вмѣсто г2 — его величину взятую изъ уравненія (200), легко находимъ 
(Н 

Г_1__Л ,_N_ 

* І(1+ѵ)« ] “*"<1 4-ѵ)* 
-^и.... л 

/.Уізо(і+»0 / 

интегрируя это, получимъ 5М, т. с- измѣненіе средней аномаліи отъ возмущеній. 

Составимъ теперь уравненіе для опредѣленія ѵ. Два послѣдовательныя диффе- 

рсинироваііія уравненія г=* ?*, (1 4"ѵ) даютъ 

сіг | . (Ь\ . (Ъ 
П = 0 + ѵ)1й + ’ЧГі; 

^ ^ ,. , . Лгг{ . А-, <Ъ «і*ѵ 
5*і^и+ѵ)Т(Г + 2-^-^н- м, -.цг 

Диффѳрапцпрул уравненіе (205), находимъ 

<іЪ\ к V1 -4- № і 1 ЛМІ (ІѴі , к Ѵ\ -\г яь , сІ’ЬМ 

V = Ч1 + ^Iм-а + -ЩГ *"м «' ■ 

Внося сюда вмѣсто его пол«чипу изъ выраженія (206), имѣемъ 

йѴ|_&л(1 «0 , I й&Д/ 
йР “ Гі2 с?* 

, к /І 4- ж г* $ін й2§Л/ 
й0 СО? Ѵі - - —-1-7--1 -лП- 

Віеося эту величину вмѣстѣ съ величиною взятою изъ уравненія (205) во второе 

изъ уравненій (208), имѣемъ 

<Рг (Рѵ . 7иа (1 И- т) (1 4*ѵ) Гі і 1 й»Л*Ѵ 
Гі зл + —*—Чгі 11 Н- -—^ I боСОВѴ, 

Ж1 ~ г‘ л4 +-п*-1.1 + Й “«ГІ * 008 *■ 
(200) ,_ 

кУІ + тГі + і&Ш . пеЪ . 2 Л Й8ЛГ 
+~Ж~[ІГ-ЗГ + ^ + ^ЗГ' Й-і'•8,0 

Дифферент!руя уравненіе (207) еще разъ по і, находимъ 

(1 -и) (ПМ <Ы Г 1 , _ 
<и2 М [(1+ѵ)г “И /,-(і+ѵу 4=™ - V 

К2>о{1н-)»)у ] 1 + 4 /У^о {1-Т «О 

Придавая н вычитая къ суммѣ заключенной въ скобкѣ но единицѣ и обращая вни¬ 
маніе на уравненіе (207), отсюда легко находимъ 

1 +ѵ й*Ш | а (Ь 2 <Ь (Щ_ _1_г.8 

Н-о йі% (Ч Цо Л кі 1 ѵ к|/2)0 (1 4-'«0 
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и слѣдовательно уравненіе (209) приводится кг виду 

<2Ѵ_і ?.2/і 1 „л (1 + ѵ) [\ і.1 , «овіцу, ^ 
а(11+”‘) “Г [:1+- . + Л?1 ^ * 

Лозшшая ураоііеиіо (206) оъ квадратъ, имѣемъ 

.210) 

ЛЬ/ г.3 
, _і те2 

+ Но йі . 

Но мы знаемъ, что 

Рч _ 
1 + ѵ’ 

а потому предыдущее даетъ 

(<ЪЛ>_кЧ\ + т) 

(Н 2 (1 + Ѵ) 

1 + д„ еозт), 

14- — —— 
^”{А0 (И ^ 

+ кг (1 + «О с0 соз г), м , Л Г, , 1 <?ШТ 

йі ] ,» 2 (1 + ѵ) 1 + 

„ (<Ъ,\- я , гіѴ 
Ііпося эту величину гуЦі) В,,'ІС™ съ величиною нредетавлешшою от, видѣ 

(210) въ уравненіе (202), имѣемъ 

ді“-+^+5('+»нч-ѵ)'і;.+^ 

-+1-1 Я-(И- »,)(!+.) 
2>о • 

йшт 
>и . 

Ш изъ уравненія (207) находимъ 

(I + ѵ'2 !_• 1 
Гр.а (Н ] 

- 1 +--.-І-_, / 8г. М 
/<■ Ѵр» О + «О / 

Ипзимшая ото иъ квадратъ и о нося въ предыдущее уравненіе, получаемъ 

<1--> Я 21;Ѵ'\±т 

"гі"г*.Ѵю7" 
8г. <11 

Рь 5іч Ѵі 5 

Ро 

Й* (1 +*») 
- +9 

'_1 

кѴро (1 +я») 

иитсгриропаиіемъ этого уравненія опредѣляется величина ѵ. 

(211) 

19. Посмотримъ наконецъ какимъ образомъ можетъ бить опредѣлено положеніе 
мгновенной орбиты въ пространствѣ. Для этого мы должны имѣть въ виду дѣйствіе 
составляющей возмущающей силы перпендикулярной къ плоскости возмущенной орбиты. 

Означимъ чрезъ тхг у,, е{ координаты свѣтила относительно такой системы осей, за 
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основную плоскость которой принята плоскость эклиптики. Пусть хну будутъ ко¬ 

ординаты свѣтила относительно осей расположенныхъ къ плоскости мгновенной орбиты 
н измѣняющихъ свое положеніе вмѣстѣ съ ней, Пусть аир будутъ косинусы угловъ, 

которые оси х и у составляютъ съ осью гк. Тогда 

г{ = а, х 4- Р. у 

Если бы положеніе мгновенной орбиты не измѣнялось, то а и Р были бы постоянныя 
величины, въ дѣйствительности же эти косинусы должны быть разсматриваемы какъ 
фу шоу и времени. Такимъ образомъ въ выражепіо гі время входитъ двояко: явно въ 
зависимости отъ іео ординатъ хи у и кромѣ того въ зависимости отъ а и |3, которыя 
суть функціи времени по причинѣ дѣйствія возмущающей силы. Такимъ образомъ 

производная 
Аег 
Аі 

состоитъ изъ двухъ частей и можетъ быть представлена въ видѣ 

‘К _ Л&л Гйе( 
Аі 

гдѣ первый членъ происходитъ отъ измѣненія времени входящаго явно, второй—отъ 
измѣненія а н р. Но такъ какъ всѣ возмущенія мы опредѣляемъ йодъ тѣмъ условіемъ, 
чтобы по только всякая функція координатъ, по также и всякая функція ихъ пер¬ 

выхъ ироизоодныхъ сохраняла свою форму въ обоихъ родахъ движенія, то это усло¬ 

віе удовлетворится, если совмѣстно существуютъ уравненія 

<}*- _ (ЯеЛ 
сП V <Н) ' 

попятно, что 

(А*1 
V Аі 

<1х , 0 (Ь/ 

= *-Ж+р’7« 
Ал , г?Р 
Ті + У Ті 

что касается второй производной, то очевидно, что 

(212) 
<Ре% сЬ. Ах г Ау , (Рх , . (Ру 
■'* Лі ^ ій <и а • Шг' + ‘3 • Л* йі Аі йі 

Назовемъ чрезъ X, Г, X, проложен!л возмущающей силы па оси х, у, г, гдѣ 2 

ость слѣдовательно составляющая перпендикулярная къ плоскости мгновенной орбиты. 
Назовемъ ііроложоиін топжс возмущающей силы на оси хи уи чрезъ Хм Х^ 

и уголъ наклоненія мгновенной орбиты къ основной плоскости означимъ чрезъ тогда 
очевидно 

2і = а,Х + р,У+г.со8г 

Координаты х и у удовлетворяютъ уравненіямъ {199), а ротону внося въ предыду¬ 

щее уравненіе величины состпвляющпи. X к Г, взятыя изъ урашіеііій (199), и за¬ 
мѣтивъ, что е{ = а. х +|3. у, имѣемъ 

гт — , о (Ру , кг (I 4- ш) . 
- а (Ц2 + I5 + - —з-г, + г. сое / (213) 
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Уравненія движенія относительно осей л,, у{, я, имѣютъ, какъ извѣстно, форму 

+ *Чі + — хі 

+ й3 (1 + вь)~| = х і (214) 

+ ?г“ (! + »)* " г' 

При иоііоші послѣдняго изъ этихъ ураппепій предыдущее приводится кт, пилу 

—^Х — (}1Х 
Ій5, “ * Ж? 

сѴу 

сП1' 
+ 2* соз а 

Сравнивал это съ уравненіемъ (212), заключаемъ, что 

Ла йх .д$ йу _ 
Л* * л/ \ йі йі ~ йі йі 

^ = 2.ті (215) 

Исключая изъ уравненія (212*) составляющую 2Х посредствомъ третьяго изъ уравненій 
(214), имѣемъ 

(1 -|- т) § + Я. соз И- а. X + Р. У (216) 

Предположимъ, что а0, а0 п [30 суть тѣ величины, ісъ которыя обращаются а 
и Р при 2 = 0, тогда предыдущее уравненіе дастъ 

= - ** (1 + ^ + ац,, X 4- р0 , У (217) 

Мы оставили здѣсь г безъ измѣненія но томъ основаніи, что составляющая 2> дѣй- 

стпуя перлопдикулнрпо къ плоскости мпі овей пой орбиты, изыѣсяотъ только положеніе 
этой послѣдней ц ие вліяетъ на измѣненіе г, который измѣняется только съ измѣне¬ 

ніемъ размѣровъ орбиты, Мы говоримъ здѣсь только о иорсмѣиахъ объ условливаю¬ 

щихся возмущеніями. И такъ если означимъ чрезъ Ьеу, 8а и 8? части пзмѢнопШ ве¬ 

личинъ а и р, записиідія отъ дѣйстпія составляющей перпендикулярной къ плос¬ 

кости мгновенной орбиты, то 

*1 ” *о + 8$; а = а0 + 8а; Р = Ре + 8? 

Внося ото въ уравиопіо (216) и вычитая потомъ уравненіе (217), имѣемъ 

^ = - А* (1 + л) ^ + X. 6« + У. 5|Э + г. соя і (218) 

Такъ какъ измѣненіе Ъг{ зависитъ исключительно отъ измѣненія плоскости орбиты, 

то въ уравненіяхъ 

(ІХ , 

*Ті + 
йу 

йі 

при дифференцированіи относительно характеристики 5 величины у, 
(Іх йу 

ъ 11 ж 
бі 
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должны быть раэсыатрпваеош какъ постоянныя іг тогда 

(210) 

Исключая изъ этихъ зрашісиій величину &|3, имѣемъ 

Л , вЛ сй$і Ах « . Л/ я г. 

= х•* + *• ** 7и = Ш + <и 1 

У ~и 

Кооффидіоптъ при Ьа есть удвоенная площадь сектора описал наго радіусомъ векто¬ 

ромъ, а потому 

(220) §а = — 
<1у я АЬз, 

, — • Ъг, — ѵ-1 
к]/р{1 + т)\_(и сП 

Исключая изъ уравненій (219) величину &а, подобнымъ же образомъ находимъ 

(221) аз = 
_1_ _ Г (Шх __ Ах ^ 

Ъ]/# (І 4" *») [ <и <и \ 

Подставлял эти величины 5а и &Р въ уравненіе (218), получаемъ 

(222) &=-1л(1-Н»)^+— 
' 1 <П- V 1с\/р(1+ш) 

-2ті 

Мы пидѣлп, что 

(223) 

откуда 

8=*Г-2х; Е = -Х + Яу 
Г г г V 

Х= - И- 1 8; У = Ѵ- п л. -У. в 
о* п< ' ..I ,, 

<!У Изъ, этихъ уравненій, иомппжая первое ші и вшитая изъ произведеніи второе 

умножен поо на , имѣемъ 

ХМ-у-<П^г1с}/3,{1 + ^~8У( 

при гіооіощи этого и перваго изъ уравненій (223) приводимъ уравненіе (222) къ пилу 

<0>А.\ (1'Ьг'~ й*(1+яі). , _ .ГЛ 8 (М Зу іІЬг, 
Л г3 [г й|/2»(і-]т)(и\ ЪУрі 1і-ш) ,11 

Внося пт. первое изъ убавленій (208) вмѣсто его величину взятую изъ урви- 

ненія (205), паходшл, 

1-ѴІ-Уы 
(224*) 

гІг 

сП 
(1+ѵ) I 4- 

1 ЛШ 

Ѵз}0 1 р-о м . '■*. 8ІП Ь + г, <и 
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1 ММ 
исключая отсюда — -у— съ ішлощію урасмсніц (200), имѣемъ 

|*о (Н 

&у /і I \ * (‘о « і <7ѵ Ж ~<1 + ѵ) Г,- 7„‘ ^ 5П) г», + »•, т 
си '* 1 іи Ро' 

по такъ какъ і\‘ (1 -|- ѵ)2 у\ то 

сіу (‘о $иі »х 
•г У 

<іо{ . сЬ 
<и ^(і+ѵ)' сіі^г,,и 

ІЮ 

(Іох __ ку'}) (1 ~|- ьі) 

<и V* 

гдѣ подъ р и у і>ауузіѣо>і'ъ возмущспнып значенія отпхъ функцій; Поэтому 

Яг иѴр (! + *<*) <‘і> нін *>, , . іЪ 
ш ро (і И-ѵ) 1 <и 

подставляя эту величину ігі> уравпсиіо (224), имѣемъ 

ІІ Ѵа ЗІІ1 Р <РЪ*Х /г(1 + ш) 5 . _ . . 
(ір --“Г---Ч+ ^.совН- 

Ро 
Чі 

1 + ѵ 

к \/р (1 + ш) 1. ^ 
ЛЬ*, 5^, 

Г 4* ѵ (ІІ 

(225) 

изъ этого уравненіи иптогрпро пятомъ по способу механическом квадратуры и должно 

бить опредѣлено измѣненіе 8я,. 

II тага уравненіями (207), (211) п (225) вполнѣ рѣшается вопросъ о вычи¬ 

сленіи возмущеннаго положеніи свѣтила. По примѣнить эти уравненія кч> ішчпслспііс 
возмущопШ можно только послѣдовательными приближеніями. Прежде всего, отвергал 

члены втораго порядка относительно нозмуідопій, приведемъ упомянутыя уравненія къ 

виду 

<1№ 

(ІІ 
/ п8.<1і-2Нѵ 

!і Ю'о ( 1 + Ю 

г?»» 

"іи1' 

<Пгх 

,МГ 

К , 21 

Ѵп 

I 
/і+>* Г 

)ъ3 У іи У 
Гав. м - 5 

1>о 

/*(1 + Ш) 
,.ГЬ" ѵ (220) 

. /У( 1 + *>) 
2. СОЗ і0 — д— 8#і 

гдѣ подъ го разумѣемъ величину радіуса вектора, вычисленную посредствомъ оскули- 

рующнхъ элементовъ Но п зги уравненіи по могутъ быть примѣнены непосредственно. 

Сначала отверти въ двухъ послѣднихъ уравненіяхъ ишѣдпіо члени, по остальному 

вычислимъ ѵ н 5^,, потомъ принимая во вниманіе послѣдніе члены, изъ тѣхъ же 



404 

уравненій найденъ болѣе точный значеніи для ѵ и &$,. Имѣя эти послѣднія, но 

нброому уравненію вычислимъ наконец), ЬМ. 

20. Для вычисленія 5Ж, ѵ и Ьг, необходим» имѣть выраженія составляющихъ 

В, 8 н 2 возмущающей силы. 

Въ выраженіяхъ (199) мы подразумеваемъ подъ X и У функція слѣдующаго 

вида 

X = т‘кг 
V — X Г 1 X 

-.а — * 
К
 

II «V
 'у1 — у 

І о* 

У 
г'8. 

и подобно «тому 

Но такъ какъ составляющія В, 8 в 2 мы будемъ вычислять по данной системѣ ос- 

кулиругощихъ ал енотовъ и за плоскость ху принимаемъ орбиту, представляемую этой 

системой эмулирующихъ элементовъ, то необходимо должны считать л = 0 и тогда 

(227) 2 = щ'к% 

Если положимъ 

4-а] р4 = (*' — *)* + ІУ — У? + 

1 = І_і рЗ г‘і 

то понятно, что функціи X и У могутъ быть представлены въ видѣ 

Х = ьѵ[®'.ь —; У = йп' [V* и - 

По такъ какъ 

8 = *Ѵ-Ѵ-Х; 
г г 

д= - х+- г 
г г 

то 

(228) 8 = Ъгт* ~ [ху — ух/]; В — іЛп1{хх1 + уу') — 4^ 

Такъ какъ величины составляющихъ 8 \\ В возмущающей силы нс зависятъ отъ 

расположенія осей х и у въ плоскости • оскулируюідей орбиты, то составляя выра¬ 

женія для В и 8, мы можемъ оси х дать какое угодно направленіе въ упомянутой 
сейчасъ плоскости. Проводомъ ось х чрезъ восходящій узелъ оскулцрующсй орбиты 

надъ эклиптикой. Пусть уголъ, который составляетъ радіусъ векторъ съ осью ж будетъ 

іѵ, тогда х^г.соыѵ; у = ?,.8ііиі', гдѣ *0=ь>в-|-0о; если подъ ?.й, ѵ0 разумѣемъ 

радіусъ векторъ и истинную аномалію возмущеннаго свѣтила вычисленныя но оскули- 

руіощннъ элементамъ, а йодъ о0 разстояніе перигеліи отъ узла эмулирующей орбиты. 
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Подъ а>\ ?/, я* мы разумѣемъ теперь координаты иозмуідаюкцаго свѣтила, отне¬ 

сенныя къ такой системѣ осей, за основную плоскость которой принята .плоскость 

оскулирующсй орбиты. Чтобы опредѣлить эти координаты, означимъ чрезъ і1 и О1 

наклоненіе къ эклиптикѣ и долготу восходящаго узла надъ эклиптикой орбиты воз¬ 

мущающаго свѣтила. Пусть Р будотъ наклоненіе орбита возмущающаго свѣтила къ 

орбитѣ возмущеннаго свѣтила соотвѣтствующей времени і0. Пусть 27 будетъ долгота 

узла орбиты возмущающаго свѣтила на плоскости оскулирующсй орбиты, долгота счи¬ 

таемая отъ точки пересѣченія этой послѣдней плоскости съ эклиптикой. Пусть 27' 

будетъ угловоо разстояніе восходящаго узла орбиты возмущающаго свѣтила надъ эк¬ 

липтикой и восходящаго узла той лее орбиты надъ оскулирующсй орбитой. Изъ сфе¬ 

рическаго треугольника заключающагося между точками пересѣченія обѣихъ орбитъ съ 

эклиптикой ц точкой взаимнаго пересѣченія обѣихъ орбитъ, имѣемъ 

. Р . N + 27 О' — О 
ЬШ ѵ>- 8111-^-—• ВШ-5- ‘ зііі !-±!і 

. Р 27 + 27' 0'-0о . —$0 
ЫН 2 С08 — 2-= 008 —2— 8Ш —2— 

/ . 27— 27' . Ог — % і‘ +ч 
сов - вш —^-= 8Ш —5—* сов —^— 

()• — О0 і1 — іѵ 

(229) 

Р 27— 27' 
соз ^ соз- - — “ соз —2—~008 2 

Изъ этихъ уравпеиій опредѣлятся уГ, 27 и 27г. 

Предположимъ, что па фиг. 6 дуга 00' представляетъ орбиту возмущающаго 

свѣтила и въ Р находится это свѣтило. Пусть дуга Д} представляетъ оскулирую- 

щую орбиту возмущаемаго свѣтила, пусть въ ѵ находится восходящій узелъ этой ор¬ 

биты надъ эклиптикой. Теперь предполагается, что чрезъ точку ѵ проходитъ ось х. 

Проведемъ чрезъ Р большой кругъ перпендикулярный къ оскулирующсй орбитѣ п по¬ 

ложимъ 2>ѵ — го\ Рр = (Э'. Такимъ образомъ іо' будетъ долгота нозаущающаго свѣ¬ 

тила, считаемая отъ узла оскулирующсй орбиты на эклиптикѣ, а Р' шпрота иозкущаю- 

щаго свѣтила относительно основной плоскости. Пусть АР=и' н такъ какъ Лѵ = 27, 

то сторонами треугольника ЛРр будутъ АР--и’; Рр — $*\ р-4 = «/'—27 и 

противъ стороны Рр дожитъ уголъ </. Изъ этого треугольника имѣемъ 

соз и' = соз (5' соз (го1 — 27) 

зш и? соз Р = соз Р' зіп {ю‘ — 27) 

віи и' зіи Р = зіи Э' 

откуда 

Іаив (іс' — 27) = кие »’• соз Р ^зо) 

іанв (3' = зів {гѵ' — 27) кп? Р 

Пели и' извѣстію, то эти два уравненія могутъ служить для опредѣленіи го1 н (*г. 

Что касается п\ то эту величину легко опредѣлить. Назовемъ чрезъ /*' истинную 

аномалію возмущающаго свѣтила, чрезъ <о‘ разстояніе перигеліи отъ узла орбиты воз¬ 

мущающаго свѣтила, тогда аргументъ широты этого послѣдняго представится нъ видѣ 

суммы и легко видѣть, что ѵ! = о>' + /*' — 27', Зная и\ можемъ считать 
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хо1 и 15' извѣстныии, а но отимъ послѣднимъ координаты х\ у\ з опредѣлятся изъ 

ураоисиШ 

х' = г\ соз (ЭЛ соз гѵ‘ 

у1 ся г', соз (З'.зіп гѵ* 

$' =? г', зір (*' 

При помощи этихъ выраженій и выраженій х = г0, соз щ у ^ г0.ьп\щ выраженія 

(227) и (228) легко приводятся къ виду 

(231) 

3 = яУ/Д Ьг. СОЗ р' ЗІ|1 {ѵ>' — і.о) 

И — тѴ Ну', соз Р’1 соз (гѵ* ^и>) — - 

2 = т‘кг. Ьг’. зіп р 

Этими вы ражен Іями мы и должны пользоваться для вычисленія составляющихъ 5, 

В и %> Что касается до р, то понятно, что оно опредѣлится изъ выраженія 

р2 = гг2 + !*6а -+* 2гѴ0 соз р'. соз (гѵ' — гѵ) 

21. Въ теченіи большаго промежутка времени, для котораго иногда приходится 

вычислять возмущенія, члены втораго порядка относительно ікшущопій, опущенные 

въ первомъ приближеніи могутъ значительно возрасти. Чтобы нс вводить ихъ въ вы- 

чшѳиіо, можно большой промежутокъ времени разбить па два или па три .сравни¬ 

тельно малыхъ ц въ каждомъ изъ этихъ подраздѣленій слѣдуетъ вычислять возмущо- 

иія на основаніи повой системы оскулирушщш» элементовъ, вычисленной для начала 

послѣдующаго подраздѣленія ио возмущеніямъ координатъ пай доннымъ въ предыду¬ 

щемъ подраздѣленіи. II такъ вопросъ, который предстоитъ теперь намъ рѣшить* бу¬ 

детъ заключаться въ опредѣленіи попой системы оскулиругощнхъ элементовъ по дан¬ 

ной первоначальной системѣ и извѣстнымъ шчоиіяогь ЬМ} ѵ, 8^ и производнымъ 

<ІсШ йЬ&х 
(Іі 1 ііі 11 ііі 

Мы считаемъ 

сЬі Ь\/р (1 + *») 

йі ~ г* 

сравнивая это съ выраженіемъ (206*), имѣемъ 

выраженіе, носрсдствовіъ котораго можетъ быть вычислено р. 

Для иоамущошюП орбиты мы имѣемъ 

т 
— о, 81II ѵ 

Сравинвая это съ выраженіемъ (224*), имѣемъ 

йг _ к\П + 

ііі ~ і/:; 

Ѵі о, е.тѵ — Ѵр. е0. зіп ьх Л І5ІГ| м і ѵ) і ЛхУм^, ^ 
N ^ к]/і 4- т йі 
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исключал въ первомъ члесііі второй части величину ]/р посредствомъ уравненія (232), 

находимъ 

Г,. 8111 ѵ = с0.8111 ѵ. 
иш 

Но сІі ] 

110 ПО соотношенію ЗІСЖЛУ Г и Г, ІШ'ІГСМЪ 

и 
■(1 + ,)» + _!!!Йг=г* 

к у 1 Ц— т ііі 
(233) 

__ Ръ (1 + ѵ) 
1 С . С08 V 1 -(- С0 . С05 У, 

опредѣляя отсюда с.шѵ и внося вмѣсто р ого величину изъ уравненія (232), на¬ 

ходимъ 

С , т V = (1 -|- Со • С08 у,) і 
(1 + ѵ)3 — 1 

положимъ для краткости 

(1 + *)* - 1; 

тогда уравненія (233) н (235) примутъ видъ 

а = 1 г 

г^0 <й 
__г, \/р <Ь 

к /1 -(- ш (ІЬ 

е. сов ѵ — е0.8іи у, -|- а'е0. $ін у, -|- (3' 

е. ш ѵ = с0. сов у, -Ь аѴ0. сов у, + а' 

(234) 

(235) 

(230) 

гдѣ а и |3 суп величины порядка возмущенія. 

Придавая п вычитая во второй части птораго изъ уравненіи (203) но айе0*тТи{ 
гг шил, что ро = сіц (1 — е0й); г, = <і-0 (1 — г,0,ш 7^), легко находимъ 

г, С08 У, = Ро С0$ Еі — е0}\ 

принимая ото но вниманіе, по уравненіямъ (23(3) легко составляемъ 

С . С0$ (ь\ — ѵ) = $іп у, — р\СО8 ѵх 

О. $111 (У, — ѵ) =■ Со + С08 Ііі + $'• ЗІа Уі 
(237) 

по этимъ уравненіямъ легко вычисляемъ с, (у,—ѵ) н ѵ. По такъ какъ с = $іцф, 

то а=^$сса<р, вмѣстѣ съ этимъ имѣемъ 

ъѴ Г+ ш іаііе Ц = Іап& і 459 
<р\ л у 

г) *"Ч; 
М = Е — с зіп /і1 

у равной! я, которыя псѣ вмѣстѣ даютъ возможность опредѣлять ер, <іу у и -3/. Остается 

показать выраженія, но которымъ вычисляются элементы О, I и тс или 

Пусто ІЩ (фиг. 10) будетъ эклиптика, пусть аР‘ представляетъ нсцулирую- 

щую орбиту возмущеннаго свѣтила для пачпльпой эпохи. Пусти а*Р будетъ эмули¬ 

рующая орбита того же свѣтила, по для времени т. с. для того времени, для ко¬ 

тораго вычисляемъ новую систему оскулирующнхъ элементовъ. Пусть въ К будетъ 

находиться узелъ одной изъ этихъ орбитъ па другой. Пусть еО будетъ орбита поз- 
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мущающаго свѣтила. Тогда если въ ѵ находится точка вешняго равподспствія, то 

ѵй=60; ѵаг=:0, гдѣ + Пусть = Д а'о = №, мс = 3, аЯ=Ф0; 

а!К = ф ^ гдѣ* ф г» -(- Дф. Кромѣ того по прпиятому означен по Кас — 4, 

Яа'с = і; пусть наконецъ аКа* = т), тогда пзъ треугольника аа'с, имѣемъ 

Пусть 

(238) 

8ІИ г. 811) ДО = 8111 Т}. ЗІП «Іо 

8111 г . С08 ДО = соз 7). 5111 іо + СОЗ 4 • 8ІІ1 Т). С08 ф* 

С08 І = СОЗ 7). С08 4 — 8111 4 . ЗІП 7). СОЗ фо 

8111 Т). СОЗ Фо — С05 0 . ЗІП <3 

соз т] = соз д. соз <3 

8ІІІ 7). 811) Фо — ЗІІ) 2 

тогда предыдущее приводится къ виду 

зіі) г. зііі ДО = зіі) % 

(239) зіц і. соз ДО — соз зііі (4 + Я) 

СОЗ І = соз %. СОЗ (4 + Я) 

Если будемъ знать Фо и \ то но пикъ изъ уравненій (238) опредѣлятся ^ а г, 

при помощи этихъ послѣднихъ по уравпепіямъ (239) опредѣлятся искомыя і н ДО. И 

такъ посмотримъ прежде всего какимъ образомъ могутъ быть вычислены Фо и *|« 

Пусть ОК= х; РО =“• 2. Понятно, что ? = — 2/ и такъ какъ ѵ, опре¬ 

дѣляется извѣстнымъ образоыъ по 8 Л/, а ^ вычисляется по уравненіямъ (229), то 

2 можемъ счптать теперь пзвѣстной велпчппой. Припимая это, изъ треугольника РР'К, 

въ которомъ РР есть перпендикуляръ, опущенный изъ позмущеннаго положепія свѣ¬ 

тила на эмулирующую орбиту времени 4, имѣемъ 

іпщ т). зін (2 — х) = Іац$ (Н?1) 

Назовемъ чрезъ р проложеиіе позмущеннаго радіуса вектора па орбиту времени 4- 

Тогда попятно, что 

-■2 = рг + ^г; *- = Р + ^;’ +. 

И такъ мы видимъ, что р отломается отъ г только величиною птораго порядка от¬ 

носительно возмущепій. Кромѣ того понятію, что 

Іана ГР9 « 
Р 

(анз ^. зіп (2 — х) = 
9 

швая здѣсь т] и х какъ постояппыл величины, имѣемъ 

Іаііб Т). с08 (/ — х) 
іП 
<П 

Слѣдовательно 

(250) 
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Но такъ пакт, 

<11 _ (ІѴі 
•и “ 1і 

ТО МО Ж ОНЪ II 1)11 пять 

Ьаі® 7). сов (2 — х) = 

<1Ьз 

ЛЬ 

* 

■-8г' 7и 

Г>Ѣ 
ль 

(241) 

<1г 
Знаменатель этого выраженія вываляется іго формѣ (200*), а у- но формѣ (208) 

Ф\ <и 
въ которой производная 

<Н 
представляется выраженіемъ (205). И такъ уранпешя 

(240) и (241) совершенно достаточны для опредѣленія ѵ) н / — х, а слѣдовательно 

и х, по какъ скоро х иаГідстю, то ф0 можемъ считать извѣстной, ибо понятно, что 

Фу — х + N. Такимъ образомъ мы имѣемъ все необходимое для вычисленія і и ДО 
но уравненіямъ (239). Остается опредѣлить ь>. Бели положимъ КР=иу то изъ 

треугольника КРР‘ имѣемъ 

и =і Іац# (2 — х) аус г\ 

вмѣсто этого для вычисленія и можемъ пользоваться иыралссіііомъ 

и = 1 — х ілііВГ (о) 2 (І — к) (242) 

Кромѣ того такъ какъ «Я* =» Фо + М, т° примѣняя къ рѣшенію треугольника 

аа'К одно изъ уравненій Гаусса, имѣемъ 

І Іо • *Д® 

Ш 2~ 3,11 2~ 
(243) 

ибо аа‘ = ДО. Какъ скоро Дф н и вычислены по этимъ уравненіямъ, то но трудно 

найти о, въ самимъ дѣлѣ, полагая а‘Р = (Іу имѣемъ 

V = и + Ко! = н + фо + Дф = ы + ^Ч- х + Дф. 

По = о> Ч- откуда слѣдовательно искомое 

о = н ~|- Лг + х 4- Дф — ѵ (244) 

Что касается до ь\ то эта величина считается извѣстною, ибо но уравненіямъ (237) 

мы можемъ вычислить разность у, —ѵ. Такимъ образомъ мы пнднмъ иозгапюсть 

опредѣлить новую систему оскулирующнхъ элементовъ. 

52 



V. 

Возмущенія вращательнаго движенія земли около оси. Механическая 
теорія прецессіи и нутаціи. 

22. Въ сферической астрономіи мы указали па причины измѣняющія положеніе 

экватора, а слѣдовательно и земной оси относительно эклиптики нзвѣстпаго времени, 

принимаемой за ностолиную плоскость. Въ этой послѣдней главѣ предлагаемаго астро- 

пошшкаго трактата намъ предстоитъ привести теоретическія соображенія, па осно¬ 

ван] и которыхъ могутъ быть изучаемы упомянутыя перемѣщенія экватора и вычисляемы 

прецессія равноденственныхъ точекъ н путація земной оси. 

Движеніе тв орда го тѣла можетъ слагаться изъ двухъ: изъ поступательнаго дан» 

ясопііі этого тѣла п его .вращенія около извѣстной точки. Чтобы изслѣдовать враща¬ 

тельное движеніе, можно разсматривать точку, около которой происходитъ вращеніе, 

какъ неподвижную въ пространствѣ, приложивъ къ каждому элементу тѣла полую 

ускорнтсльпую силу равную и противоположную той, которая дѣйствуетъ па точку 

принимаемую за центръ вращонія, Если вращсиіс происходитъ около центра тяжести, 

то мы можемъ разсматривать это движеніе какъ происходящее около неподвижной 

точки, по вводя новыхъ ускорительныхъ силъ. Этотъ случай мы п будемъ имѣть въ 

впду, изучая возмущенія вращатольпаго движенія земли. 

Когда тѣло вращается около точки, то внутри его во всякій моментъ суще¬ 

ствуетъ прямая неподвижная въ тѣлѣ и пространствѣ. Эта прямая называется мгно¬ 

венной осью вращеніи. Огъ одного момента до другаго положеніе мгновенной оси 

измѣняется какъ въ тѣлѣ такъ и въ пространствѣ. Она движется такимъ образомъ, 

что описываетъ комическую поверхность, неизмѣняемо соединенную съ вращающимся 

тѣломъ, въ то время какъ ось этой поверхности описываетъ другую коническую по¬ 

верхность псподшшнуго въ пространствѣ. Такимъ образомъ первый конусъ безъ сколь- 

жеиіл движется по второму н образующая, по которой въ даплый моментъ касается 

первая поверхность ко второй, служитъ мгновенною осью вращенія тѣла для разсма¬ 

триваемаго номепта. 

При рѣшеніи вопроса о движеніи земли около ея центра тяжести пары силъ 

производящія вращеніе, мы будемъ изображать прямыми пропорціональными момен¬ 

тамъ и перпендикулярными кт. плоскостямъ этихъ паръ. 
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Какъ тѣла возмущающія вращатсльиоо движеніе земли мы разсмотримъ Солнце 

п Луну; при этомъ примемъ ихъ за сферы дѣйствующія на землю такъ, какъ бы вся 

масса каждаго изъ этихъ тѣлъ била сосредоточена въ центрѣ тяжести каждаго изъ 

нихъ. 

Представимъ себѣ прямоугольную систему координатъ, осп которой совпадаютъ 

съ главными осями инерціи земли относительно ея центра тяжести. Назовемъ чрезъ 

х\ у\ з' координаты какой либо точки земли относительно такихъ осей. Массу этой 
матеріальной точки означимъ чрезъ (Ьп\ Координаты одной изъ притягивающихъ то¬ 

чекъ, возмущающихъ вращательное движеніе земли, отнесенныя къ той же системѣ 

осей пусть будутъ х, у, г. Разстояніе этой точки отъ начала координатъ, т, с. отъ 

центра тяжести земли пусть будетъ г. Назовемъ чрезъ г' ростояпіс возмущающей 
массы отъ матеріальной точки (іт\ Произведеніе массы, возмущающаго вращеніе земли 

тѣла, иа постоянную величину, представляющую собою нрігшссніс единицы массы па 

единицѣ разстоянія, пусть будетъ т. Пусть X, У, 2 будутъ составляющія возму¬ 

щающей силы но осямъ координатъ. Предполагая, что эта сила дѣйствуетъ но за¬ 

кону Ньютона, очевидно будемъ имѣть 

X - я*У (Іт‘; Г = «/%-у/- Им'; 2=>т$сіт' 

гдѣ интегралы распространяются на весь объемъ земли и такъ какъ Им*=$.<1х\сЪ/.(12\ 

то эти интегралы суть тройные и берутся относительно координатъ х\ у\ г\ Подъ 
р мы разумѣемъ плотность земли, или точнѣе, плотность въ той точкѣ, координаты 

которой суть х\ у\ г1. 

Принимая центръ тяжести земли за неподвижную точку, мы должны вмѣсто 

этихъ составляющихъ силъ разсматривать нары отъ нихъ происходящія, Бели пазовомъ 

чрезъ Д М, N ионепты зтнхъ паръ, производящихъ враіцоиія около осей коорди¬ 

натъ, то извѣстно, что 

Ь = у.2 — *. Г; М. = г X — х.2; N = х.2 — у.Х 

или внося сюда вмѣсто X, У, 2 ихъ величины, получимъ 

X = ш ^ - ту _) с у 
Ж=В ѵьх^ г /" -*д сіт' 

N = Щ к — ш />> 
но 

г'2 = (х - хТ + (У- У'?' + (* - *Ѵ 
и такъ какъ г2 — х1 + у2, -{- з\ то легко видѣть, что 

~ = 1-[і-^(іх‘ + ѵѵ‘ + «О + УVч] 3 
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х> 7і‘ г' х V 2 
отношенія —, —, — суть всегда малыя величины» тогда какъ ^ , ногуп 

быть близки къ единицѣ, а потопу ограничиваясь первыми степенями упомянутыхъ 

малыхъ дробей, будемъ имѣть 

Прообразуетъ посредствомъ этого одинъ изъ предыдущим моментовъ. ІЗімся шінр. ото 

иъ выраженіе X, получимъ 

Ъ [г§у'ііш' — у^ -|- у” - [ у'Мм' — г] УѴЛ«’] 

^ ^з?у'.<Ън‘— ху^х'г.іЪѵ'~ У* 

По танъ кокъ іш примяли за начало координатъ центръ тяжести земли, то по своіі- 

стпу центра тяжести 

^х\ <Ы' = 0; ^у'.гЪп’ — 0; ^ г. <1ш' — О 

За оси координатъ мы приняли главный оси инерціи, а но свойству этихъ оші 

^х'у*. йш' = 0; У*® V. &ы' = 0; ^у‘г\ <Іт' ^ О 

Слѣдовательно 

1 = 3 ш^у* (У12-г'1) (Ьп‘ 

Коли пазовомъ чрезъ А, В% С три главные момента инерціи зешіаго сфероида отно¬ 

сительно осеіі ху ?/, 2у то, какъ извѣстно изъ механики 

А= уѴ2+-г’2)<Ь'; В = уѴ* + «’Миі'; С= Дл+я'ЪЛ»' 

Изъ этихъ выраженій легко выводимъ 

Ь°-л, /^„„^А + с-в. ^^Л+В-,; 

а потому предыдущее выраженіе момента пари X приводится къ виду 

Ь = ^(С-В)у* 

Совершенно подобнымъ жо образомъ иаходпмъ 

М = ~ [А - С) х.г\ (В — А) Х у 

Такъ какъ астрономическія широты мѣстъ земной поверхности, выводимый изъ наблю¬ 

деній, оказываются соверілсппо постоянными- величинами, то отсюда заключаемъ, что 

вращеніе земнаго сфероида происходитъ около оси совершенно неподвижной внутри 

этого тѣла, пли, что все равно, относительно точекъ земной поверхности. Градусным 
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измѣренія и ронзводшшя па поверхности зек ли приводитъ насъ іи, заключенію, что 

фигура земли мало отлична отъ фигуры сферы и эксцентриситетъ земпаго меридіана 

весьма не ноликъ, наконецъ предположеніе, что элементы кассы зек наго сфероида, рас¬ 

положенные па одиипкомъ разстояніи отъ центра земли, имѣютъ одшіакую плотность, 

весьма вѣроятно. Принимал все это во нншіапіе, можемъ заключить, что главные мо¬ 

менты нпорцін земли мало отличны по величинѣ идиііъ отъ другаго, а слѣдовательно 

ихъ разности равно какъ и моменты і, Л/, 2/ имѣютъ малую величину. По если бы 

при неподвижности осп зешіаго сфероида внутри отого тѣла, моменты Ж, # въ 

точности были равны пулю, тогда ось и ращенія била бы главною осью шгерпгп; при 

незначительныхъ же величинахъ моментовъ і, Ж, N ны съ большимъ приближеніемъ 

къ истинѣ колсемъ допустить, что вращеніе земли происходитъ около главной оси 

инерціи. 

Земля ограничена поверхностью вращенія и если допустимъ, что существуетъ 

упомянутое выше распредѣленіе массъ, то должны принять, что моменты относительно 

двухъ главныхъ осей инерціи, расположенныхъ въ плоскости экватора, между собою 

равны. Мы примемъ плоскость экватора за плоскость хуу а поэтому А = В. Земной 

сфероидъ сжатъ у полюсовъ п расширенъ подъ экваторомъ и меньшая ось эллипсоида 

есть ось вращенія, поэтому О А. Обращая па это вниманіе, заключаемъ, что 

і = !?(0— Л)у.г- М = —~[С—Л)х.яі О (245) 

Мы приняли плоскость экватора за плоскость %у. Проведемъ ост, д: черезъ точку пс- 

ссііітііго 'равноденствія. Такъ ісаісъ земля есть тѣло вращенія, то осп х и у располо- 

леенныя въ плоскости экватора и перпендикулярныя между собор будутъ главными 

осиян инерціи. 

Пары представленныя моментами Ь и ІІ/, дѣйствуя въ точеніи безконечно 

малаго времени сН, сообщаютъ землѣ двѣ безконечно малыя угловын скорости около 

осей х и у. Происходящій отъ этого количества движенія представятся произведеніями 

Ь,(ІІ и М.сіі. Итакъ количества ди п лее нія, іс.порыя имѣетъ земля въ концѣ момента 

г72, разсматриваемыя какъ силы м перенесенпыя въ начало координатъ произведутъ 

три пары вращающій систему около осей #, у, г. Двѣ первыя изъ этихъ наръ имѣютъ 
моменты Ь.йЬ и М,(НУ третья есть пара тѣхъ количествъ днижепія, которыя имѣетъ 

земля въ началѣ разсматриваемаго момента. Если означимъ чрезъ (т момоитъ этой 
третей пары н назовемъ чрезъ р угловую скорость земли около ея осп вращошн, то 

какъ извѣстно изъ механики 

Три пары, о которыхъ мы теперь говоримъ, слагаются въ одну. Вели предста¬ 

вимъ моментъ каждой пары прямо отложенною но осп пары и пропорціональною этому 

моменту, те составная пара, о которой мы теперь говоримъ, представится по величинѣ 

и направленію діагональю прямоугольнаго ііараленпиода построеннаго на Ливіяхъ Ь (И 
М.(Ы и (} отложенныхъ по осямъ у, Два первыя ребра этого наралшшеда, 

т. е. Ь.сН и МъЛЬ безконечно малы нъ сравненіи съ третьимъ, а потому діагопаль 

ипражзпшгеда будетъ составлять беуісопечш> милый уі-олъ съ третьимъ ребромъ и мало 
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будетъ отличаться отъ пего по длинѣ. Направленіемъ этой діагонали опредѣлятся 

направленіе оси вращенія земли въ конкѣ момента <М. Протяженіе Солнца и Лупы, 

оказываемое этими свѣтилами на земной сфероидъ, измѣняетъ слѣдовательно въ каж¬ 

дый моментъ положеніи оъ пространствѣ осп вращенія зек ли, по измѣняя при этомъ 

скорости вращенія около этой оси. 

Мы разсмотримъ перемѣщеніе оси производимое каждой возмущающей силой от¬ 

дѣльно. Алгебрнческую сумму этлхъ перемѣщеній будемъ считать за норсмѣщопіс про¬ 

изводимое совмѣстнымъ дѣйствіемъ всѣхъ возмущающихъ силъ. 

23. Разсмотримъ сначала возмущающее дѣйствіо солнца на земной с фо ре ялъ. 

Назовемъ чрезъ а большую полуось земной орбиты, чрезъ е ея эксцентриситетъ, чрезъ 

и среднее суточное движеніе земли по орбитѣ, плп суточное измѣпсиіо сродной дол¬ 

готы солнца, чрезъ I геоцентрическую долготу солнца, чрезъ |л массу земли пыражон- 

пую въ единицахъ массы солнца н замѣтимъ, что 

(246) 
/м.(1+ М __ й 

гдѣ т (1 + р.) = 1 -Ь У*) , если полъ к* разумѣемъ Гауссову постоянную 

величину, подъ М массу солнца и подъ »»0 массу земли; пусть наконецъ о будетъ 

долгота перигелія земной орбиты, тогда 

а(1 —ег) 
1 -|- е. ш (I — ш) ’ 

<а 
іП 

= паг у'і — ег~ 

откуда легко находимъ 

ш _ и* [1 е. соя (I — и)]3 _г\ сП 

а.|Л - е і 

Принимая во вниманіе выраженіе (246), изъ этакъ двухъ составляемъ 

ш л п [1 с . С08 (I — ц)] 

(1 + ц) (1 _ в*)І 

Посредствомъ этого уравненія и уравненій (245) составляемъ 

і. <и 

(247) 

3» (С — А) уг г, , 
-[1 + с. со$ (Я — о)] (II 

<1 + ^)(1-а? Г 

М.(П — 
__$п (С — А) х* 

(1+|х) (!-*■)» 

-т[1 + с.т (г — о)] (II 

Въ этихъ виражевшг ху у, я суть координаты центра возмущающаго свѣтила, т. с. 

солнца н *• разстояпіо земли отъ солнца. Означимъ чрезъ е ііаклоиоиіо эклиптики къ 

экватору, тогда подобно уравненіямъ (134), ч. 4 будемъ имѣть для упомянутаго вышо 
расположенія осой координатъ 
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х = у . СОЗ I 

у = г. соз г.ті 

г = г. зіі] е«зш I 

Посредствомъ этого легко составляемъ 

уг_віп « 
ГУ — і 

СОЗ 6 ^ Л7. хе зш в . Л, 
соз 21); -5- = -г- зш 21 (248) 

Имѣя это, разсмотримъ дѣйствіе пары О- сначала совмѣстно съ дѣйствіемъ возмущаю¬ 

щей пары Ь. Предположимъ, что разсматриваемая система осей ко о р ди ватъ перосѣ- 

кается со сферой, о писанной произвольнымъ радіусомъ около центра 0 земли (фпг. 

12) въ точкахъ я, у, г. Пусть плоскость экватора, соотвѣтствующая времени пе¬ 

ресѣкается съ той лее сферой по большому кругу х($у. Персеѣчепіе эклиптики съ той 

экс сферой пусть представляется дугою (хВ большаго круга. Отложимъ на оси е ли¬ 

нію. оа = От и на осп х линію оЬ = Ь.Лі; построивъ па лішілхъ ао п оЬ парал¬ 

лелограммъ, діагональю его со опредѣлимъ пололсеиіс земной осп въ концѣ времени 

Ь + Лі. Такимъ образомъ отъ дѣйствія возмущающей пары і ось земли изъ поло¬ 

женія ао переходить въ положепіо со, составляющее съ первымъ элементарный уголъ 

Соа=<1ѵ. Отъ такаго перемѣщенія оси, экваторъ, но измѣнивъ своего иаклопеніл 

къ эклиптикѣ (ибо уголъ Воу по измѣнился и линія оу сохраняетъ .свое положеніе), 

приметъ положеніе {(Щ'у. Отъ этого перемѣщенія лпиія пересѣченія экватора съ эклип¬ 

тикой приметъ положеніе о[ и тпкшъ образомъ отклонится отъ первоначальнаго по- 

ложоиія на элемоптарный уголъ хо[ = (Iф. Что касается до угла хой!, то оиъ ра¬ 

венъ (Іѵ. И такъ пъ элементарномъ треугольникѣ /2гй, прямоугольномъ при й, части 

суть: (х = йф, хі = (Іѵ; уголъ я/й = с. Изъ этого треугольника имѣемъ 

іѵ — сЦ. зіа е 

По изъ треугольника СаОі въ которомъ Са = Т/.іІ, находимъ 

Ь. <и = Сг. Ілид {іѵ) 

вмѣсто этого можемъ принять 

7 Ь.сП 
,1ѵ = ~о- 

Слѣдовательно 

Ь. іі _ Іг. іЬ 
Ѳ. 5І1) е ~~ рст. зіп е 

Внося сюда вмѣсто Ь.йЬ его величину изъ выраженія (247), а имѣете уе— изъ иы- 

ражеиія (248), получимъ 

сЦ — И. соз е (1 — соз 21) [1 4-*.соз ($ — *>)] И 

гдѣ для краткости положено 

# = 

2 (1 - е2)* (І + ц) 
С 
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іцшнопъ за эпоху, отъ которой считается о рели, восспиее равноденствіе извѣстнаго 

года. Пусть Ф будетъ тотъ уголъ, па который равноденственная линія отступила но 

эклиптикѣ въ теченіи промежутка времени, протекшаго отъ эпохи до разсматриваемаго 

момента. Этотъ уголъ мы получимъ, интегрируя предыдущее дифференціальное уравне¬ 

ніе. Хоти е есть перемѣнная величина, но, какъ показываютъ наблюденія *), ея из¬ 

мѣненія столь медленны, что при этонъ интегрированіи мы можемъ считать се за по¬ 

стоянную, или, но крайней мѣрѣ, совершенно удовлетворительно поставить вмѣсто е 

среднее изъ тѣхъ значешй, которыя имѣотъ эта величина въ точеніи разсматривае¬ 

маго промежутка времени* Означимъ эту среднюю величину чрезъ е'. Извѣстно, что 

эксцентриситетъ зевной орбиты весьма шалъ, а потому бозъ чувствительной погрѣш¬ 

ности можно п[«небречь періодическимъ членомъ, содержащимъ множителя о\ при та¬ 

кихъ допущеніяхъ предыдущее дифференціальное уравненіе но интегрированіи дастъ 

ф = II. Ш I 
8111 2/*| 

2 1 

Выраженію (Л), ч. 4 стр. 101, при сдѣланныхъ означеніяхъ можно дать видъ 

I = пі -[- ]р (і) 

гдѣ подъ 1Р(1>) разумѣемъ сумму періодическихъ членовъ зависящихъ отъ ергдпгй 

долготы. Принимая ото во ннішіііс, приведемъ предыдущее выраженіе къ виду 

ф = пі. П, сов е' 4" И.1РЩ сов е' —■ ^ соз с'. аін 21 
ы 

но и то рой членъ налъ н, отвергая его, можемъ считать 

(249) ф = пі. Я. соз е' — ^ соз е'. зіи 21 

Этотъ уголъ ф называется солнечной прецессіей и, какъ видимъ, онъ состоитъ 

главнымъ образомъ язь двухъ частей: одна меньшая есть періодическая н періодъ 

измѣненія ея обнимаетъ собою, какъ вндио, шесть мѣсяцевъ, другая болѣе значи¬ 

тельная часть измѣняется пропорціонально времени н называется средней солнечной 
прецессіей. 

Разсмотримъ теперь дѣйствіе пары Му имѣя въ виду возмущеніи производимыя 
только Солнцемъ. Отложимъ но оси у длину Ьо = М.йі и построивъ на этой ли¬ 

ніи Ію (фиг. 12) ц на линіи Оа = (г нараллелограшіъ, діагоішыо его опредѣлилъ 

панраилеиіо осп ок состаиной пары. Съ этой лииіей ок совпадала бы въ концѣ вре¬ 

мени і -|- земная ось, если бы дѣйствовала одна только изъ возмущающихъ паръ, 

именно ДГ Такимъ образомъ мы видимъ, что отъ дѣйствія этой возмущающей нары 

ось земли вращается около оси х на уголъ аок = йь м чрезъ ото очевидно измѣ¬ 

няется наклоненіе эклиптики къ экватору, равно действенная же линіи, около которой 

какъ оси происходитъ вращеніе земной оси, отъ дѣйствія этой пары М нс измѣняетъ 
своего положенія. 

Изъ треугольника ако, иъ которомъ ак — М.йі п уголъ «ок = ік имѣемъ 

М. (Н = (г. Ідпд {<Щ 

*) Ся. •>. Ш, и» 25, стр. -147. 
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или 

. Ж. <П 
'7е= — 

что посредствомъ выраженій (247) и (248) приводится къ виду 

Л = — II. 8ІІ1 5 . $11) 21 [1 -|- о. С08 (? — 6>)] (1! 

при тѣхъ же ограниченіяхъ какъ выше отсюда получает» 

с = г -|- Щ віп 6. соз 21 (250) 

гдѣ е' должно быть разсматриваемо какъ постоянная величина введенная шітегриро- 

наніонъ. Получающаяся отсюда разность е — *г называется солнечной нутаціей зем¬ 

ной оси п, какъ видно, есть періодическая функція долготы Солнца съ періодомъ ше¬ 

сти мѣсяцевъ. 

24. Разсмотримъ теперь возмущенія производимыя во вращательномъ движеніи 

земли парами Ь и М и обусловливающіяся дѣйствіемъ Лумы па земной сфероидъ. 

Коли отмѣтимъ значками поставленными внизу буквъ величины относящіяся къ Лумѣ 

н ся движенію, то примѣняя выраженія (247) къ вычисленію дѣйствія Лупы, будемъ 

имѣть 

А. (іі = —Щ [1 + в, ■ С08 (/, - «.)] <11, 

1 
М,. сП =-Щ [1 -Ь сі. т (I, - о,)] (П, 

(1 +И,)(т -счѴ >1 

гдѣ р-, есть отношеніе массы земли къ массѣ Лупы, разстояніе лупы отъ начала 

координатъ; , уі, я, суть координаты Лумы, отнесенныя къ принятой системѣ осей 

координатъ. Для вычисленія тихъ координатъ назовемъ чрезъ і наклоненіо лунной 
орбиты къ эклиптикѣ, чрезъ О долготу восходищаго узла лунной орбиты на эклип¬ 

тикѣ, чрезъ Іг долготу лупы въ орбитѣ, тогда аргументъ широты лупы будетъ оче¬ 

видно — К Продтнимъ себѣ систему осей координатъ, начало которыхъ находится 

нъ центрѣ земли, ось х направлена но линіи пересѣченія эклиптики съ экваторомъ, 

за плоскость ху этой системы примемъ плоскость эклиптики н ось г направимъ въ 
иолюсъ эклиптики. Назовемъ координаты Лумы отнесенныя къ такой системѣ осей 

чрезъ т/, у/, г/, тогда, какъ показываютъ уравненія (135), ч. 4 

х%' = г% [с©8 0. соз (I, — 0) — $іи 0. зін (і| — Ь) ео$ г] 

у* = гх [$ів 0. соз (I, — 0) + соз 0. зін (*, — 0) соз і] 

— г, зіп г.зін (I, — 0) 

Замѣнимъ здѣсь соз і чрезъ 1 — 2 зін* замѣтимъ кромѣ того, 

Ц ,(11 и ЛГ,. сН имѣютъ малаго множителя 

гО—А 
1 -Ь і*і Р с 

что выраженія 

сз 
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и что иаіслонсаіе і нс превышаетъ 5° 9', а потому синусъ этой дуги можно считать 

за самую дугу н тогда Слѣдовательно 

Г і2 I 
х{' = г{ Iсоз 1г + -2- зіи 0. зіи (Іг — 0) | 

у / — г, І^зіи — | соа 0. 8іц {!, — 0) 

зх' = гх.і. 8ш (1Л — 0) 

Прообразуемъ эти координаты въ другія отнесен пыл къ перлона чаль пой систолѣ осей, 

имѣющей основною плоскостію экваторъ. Мы означили координаты Луны отиеееіншл 

къ етой систолѣ чрезъ хх , ух , ях 1 а потому 

Хі “ хх1 

У\ = Уі>Ш е — *\ Віи е 
гх =_ 2//.8ІЦ е -|- Яу сов е 

Слѣдовательно 

СОЗ г, + | ЯІИ 0,81И (г, — 

ух = п [зіи Іі С08 С — ^ СОЗ 0 . Ш 6. 9Іі 1 (Іх — 0) — А. зііі € . 8І1І (/, — 0^ 

[<!і > I 

8111 Іі 8ІІІ 5 — ^ С08 о . ЗІИ &. 8І|1 (?, — 0) -|- і. 008 & ,.8І|1 (/, — 0) I 

Посредствомъ этого, ограничиваясь вторыми степенями г, легко составляемъ 

у,я, . п зіи 2* , . . т . 
—<г — 8Ш* Іі —75-К8№ Іу. ЗІИ (Іу — 0) 

**і а 
С08 2е —- зіц 2$. сов 

— -г- зіи 2е. зііг (іі — 0) 
и 

т. зіи 21, . ,, /|Ч 
“Л? = 8ііі * -і + г. .яш — 0) соз е. соз - зііг с, соз (/, 0) 

Прецессія, производимая дѣйствіемъ Луны, должна быть пайдона интегрированіемъ вы¬ 

раженія 

_ іі . (Іі 
6г. зіи е 

которое ио первому изъ выраженій (251) принимаетъ видъ 

І'Ь = -~-1- -1^— [1 + в, соя (I, - и,)1 <й, 
1 [I, Г,“. 8111 в '• 1 ' 1,1 1 

гдѣ 

Я = -— 
3 

2(1- с, =,1? р 

С—А 
С 
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отвергая періодическіе члены 'умноженные на малый эксцентриситетъ луаиой орбиты 
* Ѵі2\ 

п в [іося имѣсто —г сго предыдущую величину, получилъ 

йф — 
2П* 

С08 е. 8І|І* 4- і -03— 8ІЦ Іх 81II (I. — 0) 
11 8Ш е 1 ѵ 1 ' 1 + |Лі I 

— г2. ш $. сои 0 . зіп . зіп (2, — Й) — і2, сое е. зіп2 (1Х 

при иитогрнролапіи этого выраженія мы будемъ принимать за постоянныя $ и і. Чтобы 
упростить предыдущее выраженіе замѣтимъ еще слѣдующее. Во второй части ироды* 

дущаго выраженія входятъ двѣ перемѣнныя величины Іх и 0. Мы примемъ 

I, — щі -|- воет. + 1? (Г/]), 

или пренебрегал періодическими швами содержащими въ косффиціептахъ стеиепи 
эксцентриситета луп пой орбиты, прямо полежимъ Іх — гдѣ подъ %х разумѣемъ 
среднее суточное движеніе Луны. Что касается до 0, то долгота узла лунной орбиты 
уменьшается иочти пропорціонально времени и отъ этого уменьшенія узелъ прохо¬ 

дитъ по эклиптикѣ полную окружность въ 6788,5 дней; слѣдовательно можно счи¬ 

тать, что 0 = 0о — сс*, гдѣ 0о есть долгота узла лунной орбиты для опредѣленной 
эпохи и ес сродное движеніе узла лугшой орбиты по эклиптикѣ. Такимъ образомъ 

2к 2х 
Щ — 27^32; * ~ 6788,5 

СІлѣдоватсльио а значительно кеиѣе ю,. Принимая это во вниманіе, мы отвергнемъ пе¬ 

ріодически члены-Зависящіе отъ 1{ и умноженные па і, ибо эти члены но интегрированіи 
пріобрѣтутъ дѣлителя‘^і, который значительно болѣе дѣлителя а, пріобрѣтаемаго по 
интегрированіи періодическими членами зависящими очт» 0. Первый членъ и редета- 

вимъ въ видѣ 

. , , ш е,, л, 
сое е. ши 1{ = -г- (1 — СиЗ 211 

второй членъ приводится къ виду 

. ш 2б . 

зіп & 
' 8іи (Іі — 0} 5= і 8іпа и соз 0 — аіа 0 зіп 1{ соз Іх 

. соа 2© . , . „ г. . соа 2е Г соз 0, 8Іп О Т 
і зш I зіп (Іх — 0) = ь —— - -- (1— С08 2іі)-к- зт 2І: 

8іи с 1 41 * зш с і 2 2 ^ 

Отвергая здѣсь періодическіе члены зависящіе отъ 1Х, примемъ 

. соз 2е . . лч г с08 2е . 
і, —-ЗШ Іх ЗШ (Іі — Ѳ) = -X —:-СОЗ о 

8Ш * 4 2 ЗІП 6 

Третій р четвертый членъ представляются иъ видѣ 
і2 

—-І2.СОЗ€.СОЗг0.8ІЦ2 1х + І2,СО3 5.СО8 0.8Іи 0.8ІІІ 1Х 008 Іх — -X С08 5 [1 — соз 2 0, — 0)] 

или 
2 І* 

—!. созе.соз^О(1 —соз згЛ-Лсозе.созО.зіііО.зіа Іх соз 1{ — 7гсозе[1—соз20,—6)] 
2 4 
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отпоріая періодическіе члены зависящіе отъ І-,, нраводішъ эѵо къ виду 

^гСОЗ 6 (1 -1- сѵба 0) 
а 

ИДИ 

и такъ 

— - со8 е (8 -|- соз 20) 

(252) (Iф :*= ]”^у"[со§ е— со8 е. соа еоа 0 — ^ ш с (3 Ц- соя 20)] <Ц{ 

ПОМНЯ, НТО Іі=:Пх$-\- ноет,; 0 = 0о — <хІу интегрируемъ предыдущее вырастете л 
находіщъ 
пѵм , Ел ГУ, 3 ,Л , сове . ,щт2с , . йГЛ 
(223) —-±- 1-—*2 я<*.созе—— 8іи 2гх-г ——:—зт^-н-г — ше.зшЗИ 

' 1-ьр.4 IV 2 У 1 2 1 а 8Ш5 4 а і 

Эта воличипа и продсташетъ собою лунную процессію. Первый членъ ел, возрастаю¬ 
щій пропорціонально времени, ость средпяя лунная прецессія, 

Опредѣлимъ наконецъ пасть вліянія вознущающой пары Ж, зависящую отъ 
дѣйствія Лупы на зшой сфероидъ. Мы знаемъ, что 

с2е = 
М%.йі 

& 

посредствомъ втораго изъ выраженій (251) приводимъ т къ виду 

СІ8 — 
3ііі {О — Л) %х*х 

і 1М * 1 + с\ С08 (і-і — Оі) 

(1 + Л)0.р (1-^і2)2 1 

Отвергал здѣсь иеріодшекіо члены, зависящіе отъ множителя с,, приводимъ «то къ 
виду 

(к тИ- л, 
1+ІЧ 1 

гдѣ Е% имѣетъ тоже значеніе какъ мреадо. Вноси сюда вмѣсто в шив найден- 
ѵ \ 

иоо вырашшш этой функція, имѣемъ 

& ■= —и» % -н.соз 5.С05 г, 8іи{гі“в}-~віце,8ш{гі~й)со8{г|-І-())| <й| 

Второй членъ легко приводится къ ниду 

^ сов $.соз 0.8Іц 2Іх — ^ соз е, зіи й [1 + соя 2^,] 

отвергая поріедцчоеяіо члены, зависящіе отъ ?,, отсюда находимъ 

— ^ соз 5. зіи Ь 

Послѣдній чшъ выраженій дя прообразовывается въ форму 
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— зіц в [зіи 21х — аіи 20] 

Что при тѣхъ же условіяхъ приводится къ виду 

И такъ 

Ь‘ 
т зіц 8. зіц 20 
4 

. Я, 
с/е — — т-;- 

1 +^1 
кіи е. аіп 2^ — і Спз е. зіц 0 - зіц %. зіи 20 | (11х 

& 

Интегрируя у то, получимъ 

= е' 4- -А_ Г-8І г і 4- я., I : 
8Ш$ Л| , , П, , %* ѣ< 
- — 008 2/, 1 — ш е . СОЯ о-7 -1 8211 003 20 

Уч I 2 1 а 4 (X 

(254) 

(255) 

Разность в — е/ продсташотъ собою лунную нутацію зонной осп. Наиболѣе значи¬ 

тельный члвиъ этой разности зависитъ отъ шюжителя сод 0. 

25. Представляя прецессію суммою выраженій (249) и (253), и считал за ве¬ 

личину нутаціи сумму разностей е — е данныхъ выраженіями (250) и (255), ны ио¬ 

лу чипъ выраженія, которыя представятъ движеніе земной оси съ достаточною точно¬ 

стію только для небольшая числа лѣтъ; если же хотимъ имѣть аналитическія выра¬ 

женія, посредствомъ которыхъ опредѣлялось бы движеніе зешюй оси въ теченіи зва¬ 

тельнаго промежутка времени, папр. въ продолженій нѣсколькихъ столѣтій, то при 

выводѣ этихъ «аналитическихъ выраженій мы должны будемъ обратить вниманіе ва 
измѣненія положенія эклиптики, которыя производятся возмущающимъ дѣйстіемъ пла¬ 

нетъ, составляющихъ солнечную систему. 

Имѣя въ виду вычислить поправки найден и ыхъ выраженій прецессіи и нутаціи, 
зависящія отъ движенія эклиптики, мы примемъ за основ в ую плоскость эклиптику 
опредѣленнаго момента. Эту эклиптику мы будемъ называть ноподвгю/снои; тогда Ф 
будетъ нродставлять собою уголъ, и а который перемѣстилась по неподвижной эклип¬ 

тикѣ равноденственная линія въ промежутокъ времени протекшій отъ эпохи, Подъ & 

мы будемъ разумѣть уголъ между экваторомъ и неподвижной эклиптикой, Назовемъ 
чрезъ у наклоненіе истинной эклиптики къ неподвижной и чрезъ (3 долготу узла по¬ 

движной эклиптики на неподвижной, другими словами, (5 будетъ уголъ, заключающійся 
между линіями пересѣченія экватора съ неподвижной эклиптикой и подвижной эклип¬ 

тики съ эклиптикой неподвижной. 

Найдемъ- тѣ поправку которыя должно ввести въ выраженія прецессіи и ну¬ 

таціи и которыя» объусловливаются дѣйствіемъ планетъ, Движеніе земли около 
солнца по подвижной эклиптикѣ совершенно подобно движенію Лулы около земли. 

Принимая эішштику извѣстнаго момента за постоянную плоскость, мы можемъ разсма¬ 

тривать подвижную эклиптику какъ нѣкоторую орбиту, наклоненную къ постоянной 
плоскости подъ угломъ у, Слѣдовательно части процессіи и нутаціи, о бъ уело вливаю¬ 

щіяся подвижностію эклиптики, можно представить формами (253) и (255), если 
только поставимъ въ этихъ послѣднихъ у па мѣсто і и замѣнимъ б чрезъ [3, кромѣ 

того въ этихъ формахъ не личины, относящіяся къ Лупѣ, слѣдуетъ замѣнить но лиш¬ 

ня ни отиоеящпмисл къ Солнцу. Намѣтимъ еще, что въ упомянутыхъ выраженіяхъ для 
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рѣшенія разсматривавши теперь вопроса члены, независящіе от'ь 7, должны быть 
опущены, ибо они уже получены въ томъ предположеніи, что эклиптика неподвижна» 

Наконецъ но малости 7 безъ чувствительной погрѣшности можно опустить члены ум¬ 

ноженные на у2. И такъ по выраженіямъ (252) и (254) заключаемъ, что разсматри¬ 

ваемыя поправки процессія и нутаціи имѣютъ видъ: 

Н.п соз 2е' с 
гл-1—г / у .соз 
1 + р. 91)1 6 і/ 1 

. йі\ 
Н.п 

1 + |А 
соз ,йі 

ибо мы принимаемъ теперь I = пЬ + пост. По малости дѣлитель 1 + р. можетъ 
быть опущенъ. По уравненіямъ (135) и (139) 

зіп і.т ® — В. соз (кі + 5); эін і. зіп 0 = В , зіп (Ы + 5) 

что при сдѣланныхъ теперь означеніяхъ представимъ въ видѣ 

У . С08 р = </ . С08 (Ы + 5)? ѵ • 8ІИ Р = 9 « (кі + 5) *) 

Въ выраженіяхъ (139) долгота узла считается отъ подшшюй равноденственной точки, 

если же хотимъ считать ѳе отъ равноденствен ной точки эпохи, то въ предыдущихъ 
выраженіяхъ должны уменьшить уголъ Р на ф и взять сумму подобныхъ выраженій, 

въ которой отдѣльныя слагаемыя относятся къ отдѣльнымъ планетамъ солнечной си¬ 

стемы. И такъ 

у. соз (Р — Ф) = •с08 № + &); 7. вш ({5 — Ф) = ‘ 8*п ^ 

откуда легко выводимъ 

(256) 7. соз (Э = ^ У •е08 № + ф + &); Т«8Ш [Э — ^ О - (Ы -}- ф + &) 

какимъ образомъ поправки солнечной прецессіи и нутаціи, объусловливатощімоя по¬ 

движностію эклиптики, будутъ имѣть видъ 

,, соа2е; 
Нп—г 

(257) 

V 

ш в1 ^ 
а 

вш в к + 50". 3 

-НяШе,2і+ЕО“.3 

5 зіп [(А + 50". 3) Ь + 5] 

соз [(6 + 50". 3) і + 5] 

гдѣ вш принимаемъ прямо Ф= 50". 3 и за единицу, въ которой выражено I, счи¬ 

таемъ годъ. 
Посмотримъ какой видъ имѣютъ поправки лунной прецессіи и путаціп объуслов- 

лиаагощіяся перемѣщеніемъ эклиптики, Пусть і' будетъ наклоненіе лупи ой орбиты къ 
истинной эклиптикѣ м О' долгота узла луниой орбиты на истинной эклиптикѣ, Въ 
выраженіи лунной нрепессіи и нутаціи измѣнятся только тѣ члены, которые зависятъ 
отъ і и 0. Эти измѣненія будутъ весьма незначительны въ членахъ зависящихъ отъ 
квадрата і н потому въ зтъ членахъ для нашей цѣли достаточно поставить і’ и О' 
па мѣсто і и 6, Болѣе сложнымъ измѣненіямъ подвор гнутся члены, зависящіе отъ пор- 

*) Яы жшФшглк Ті чрезъ д, шбы по смѣшивать эту постоянную съ волипшмП, сшчшой 
вх 9І0Й главѣ чрШі В. 
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пой степени г. Эти члены, какъ видно изъ выраженій (252) и (254), происходятъ 
отъ ивтегрировапіл выраженій 

Я, 

1 Н- (Лг 
. соз 2е' 
і —г 

21П $ 
соз о, г—‘Г'*— І С08 8ІІІ 6 . Аіі 

14- 

прежде интегрированія въ этихъ членахъ произведенія г соз 6 и і зіп О должны быть 
замѣнены функціями і\ 0', у и р. Пусть ВТ {фиг. 18) представляетъ собою непод¬ 

вижную эклиптику. Пусть В'Т' будетъ истинная эклиптика и ЪѴ луштя орбита. 

Въ треугольникѣ аЪс противъ сторонъ аЬ — %—р и де=гОр — |3 ложатъ углы 
г1 и 180 — і; третій уголъ есть у. Изъ этого треугольника имѣемъ 

зіп /. зін (& — р) = віи і‘. 8іи (О' — |3) 

8іи і. еоз (б — (Э) = ео8 і\ зіп у + зіи і‘. соз у. соз (О' — (3) 

синусы угловъ /, і1 и у мы замѣнимъ самыми дугами, тогда 

і, зіп (0 — (3) = і\ зіп (0' — (3) 

і. соз (0 — |3) у 4- г\ со$ (6' — 

Помноживъ первое изъ этихъ выраженій на соз & а второе на зіи [5, сложимъ про¬ 

изведенія к тогда получимъ 

і, зін 0 = і\ зіп 0' у. зіп р 

легко также пай домъ 

г соз 0 = і{. еоз Ѳ' И- у. С08 р 

поэтому дна указанные вшпо члена дифференціальныхъ выраженій (252) и (254) 

примутъ видъ 

Я, соз 2е 

1 + Р-і 8іи е‘ 
[і\ соз V у, соз (3] (Чх\ -Лѣ— соз е' |Ѵ( 8|и О' —]— у, зіц (3] 

1 -|- р-! 

Внося сюда вмѣсто у. соз п у.яіпР ихъ величины изъ выраліепій (256), замѣняя 
(IIі чрезъ н1,АЬх а 0' чрезъ б0 — аЬ к интегрируя такимъ образомъ составленныя 
дифференціалы, найдемъ 

**, соз 2ер . . Я, 
-г1 —1 -—г яш О' +  -1 
Я, 

1 + (А, “ а зіп е 

Я^_ 

і +Н-. 

со 8 2е' 

3 + {а, П) зіп ь’ 2м 
а ш 

--Ц1— СОЗ е' У — со9 0' — % ^ 
V 

а й + 50\8 

+- 60й. 8 

еоя[(*-ИО". 8)* + »] 

". Щі+Ъ] 

Первымъ изъ этихъ выраженій долженъ быть замѣненъ въ уравненіи (253) членъ 
зависящій отъ іх а вторымъ замѣняется членъ содержащій того же множителя въ 

выраженіи (265). 

Слѣдовательно полныя выраженія щщоссіи к нутаціи составленныя, нрвпиш 
во щшмаціо дѣйствіе Солнца и Лупы на земной сфероидъ, а также и подвижность 

эклиптики, будутъ имѣть видъ 



424 

и, — и л. с'\ і-^ зіц V — р. соз е', зіп 21 — Р\ соз е'. зіп 21х 
т 4 1 ' зш е 

+в ■«* 21‘+т!Ѵ- 2 (і+йрі) *[№+50"3> <+!) 
е = г' + а. соз + Р. зіп е\ соз 21 Р> ЗШ *'■ соз 2^, 

— <?. зіц е'. соз 20' — К, соз &' ^ ^,г ^ соз [{к + 50", 3) і + 8] 

гдѣ для краткости положено 

3 С — Л п3, соз с' 
2 С ч Зъ2 

р(і—О 

з с— ^ 
2 С . „і 

: Ь = 

^=30-/1 

ар (1 + і^і){1 — г, 

и 

т 11 М1-^’ 

8 С— А »,»(! — }>,а)й08 »' 

2 С р(1 + л)(1-<ч*Т 

3 С— /1 щН\ соз 2$' 

2 С ар<1+!А,)(1— с,”)’ 

_«і_ 

? (і + іч)(і-«.*)* 

г = 19^А 
4 6’ 

О = • 
3 С— А п.ч •> 1 

8 С “р (і+^,) (і—с. 
-.к=19=± 
Ѵ§,Л 2 С 

п, 

Ц>(1—в*)% р(1+и])(1-с,г)-,-І 

Суммы, входящій въ послѣдніе члени выраженій прецессіи и мутаціи, могутъ быть 
разложены въ ряды по возрастающимъ стспспяиъ і, при этомъ разложеніи слѣдуетъ 
удержать только первыя и кторыя степени этого перемѣннаго, ибо, какъ извѣстію 
изъ теоріи вѣковыхъ неравенствъ, постоянныя к, а \\ Ь суп весьма малыя величины, 

И такъ полагай для краткости к + 50", 3 = можемъ принять 

^ у зіп (Д + 5) = ^ у зіп а + і ^ о. соя 5 — і' ^ 8*п 5 

^ у ЗІИ (/І 5) = ^ у 5ІИ § 2 0 • С(>ь 8 —Г І% ^ ѵу* ЗІП § 

Ли легко понять, что эти выраженія по могутъ содержать членовъ зависящихъ отъ 
первой степени і. Въ самомъ дѣлѣ, множитель при ь во второмъ выраженіи есть 
2 Г/ . ЗІП 5; но им видѣли, что вообще 

у. зіп (Р — Ф) ■= 2 к, зін (ці + 5) 

при і — 0 это обращается въ 

у. зіп ? = 2 к. зІи 5 

По такъ какъ въ эпоху, т. с. при і = 0 истинная эклиптика совпадаетъ съ непод¬ 

вижной, то при г “О имѣемъ у = 0, а слѣдовательно 2 к. зіп 5 =0, По той эко 
причинѣ 2 к. соз 8 = 0. И такъ 
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2 

2 

г^-. [(»+»*. а. 

(4+5М) ш [№-Н50". 3) (+4 ^р§ргщ т * 
^^(/,:+БО,'.5) 

8ІП & 

се«5 

Вводя это ііъ предыдущія выраженія $ и е и полагая 

Т> 

А 

А 

=• о 4- С 
^=‘'-“21<гГкз) 

КЛ»> ЛГ.ш2е' V г, (7; + 50". 3) . •„ „ „ .\Н(*+50Ч.8) . , 

~ Ііі,7“ 1-2-мпА* = -*•ше 2 2— С085 
Ь 

со$5 

ЗП1 е 
іо = а 

Д, = — -Р. соз е' 

Л* = — _Р'. соз е' 

Д, =2 — 6г. С05 ег 

Д = зіп е' 

Д —-Г^н е' 

.Ел — —бт.зш с' 

находимъ 

^ =: 2)^ + Д^2 4“ Д $ііі Ь' -]- Д 8ін 2/ + Д зіи 2^ 4* Д зіп 26' 
с = І?+ + Д соз О' + Д соз 2?4* Д 22, + Д соз 20' 

Чтобы ирносотп вч> числа эти коеффплшнты, необходимо ОДИНЪ ИЗЪ нихъ опредѣлить 
(1_ I 

ивъ наблюденій, ибо величина —у. -- шлетъ бить найдена только этимъ путемъ. 
о 

Дли это то можно папр. коэффиціентъ при і въ аналитическомъ выраженіи прецессіи 
приравнять средней прецессіи, выводимой изъ наблюденій, и изъ получоішаго такимъ 

0^ 
образомъ уравненія опредѣлить -—л—. Какъ скоро эта величина будетъ извѣстна, 

О 
то всѣ другіе косффнпіелты легко опредѣлится, По опредѣленно Петерса для начала 
1800 года имѣемъ 

ф — 50". 2708 * — О". 0001084 Р 

— 17". 2405 5Іп 0' + О*’. 2073 міп 2Ѵ — 1". 2694 зіи 21 — 0", 2041 зіп 22, 

і = 23° 27' 54г. 22 + (Г. 00000735 і2 

+ 9". 2231 соз <У — 0ЫШ7 соз 26' + О". 5510 соз 21 + 0". 0880 соз 21, 

Въ атомъ выраженіи Ф первые два члена представляютъ луно-солнечную прецессію 
для промежутка врсноии 2, остальные четыре члена составляютъ нутацію равноден¬ 

ствій; точно также въ выраженіи для с первые два члена представляютъ наклоненіе 

экватора 1800 4- 2 года къ неподвижной эклиптикѣ, а четыре лослѣдаіе члена этого 
выраженія составляютъ нутацію наклонности. 

Найденными выраженіями Ф и г опредѣляются перемѣщенія экватора относи¬ 

тельно поподвіышй эклиптики, но необходимо также знать положеніе экватора отно¬ 

сительно истинной эклиптики. Пусть 8Е (фпг. 14) будетъ неподвижная эклиптика 
и 8А положеніе средняго экватора также соотвѣтствующее эпохѣ, Пусть 8"В' бу¬ 

детъ истинная эклиптика разсматриваемаго времени и б"А' соотвѣтствующее поло- 

н 
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жеше средним экватора. Въ точкѣ 8" будетъ слѣдовательно находиться сред или рав¬ 

ноденственная точка разсматриваемаго времени. При сдѣланныхъ теперь означоішіхъ 
Л'ЖЕ^у; Пусть кролѣ того Я'ѴУ'іѴ = е0 и #5'ф0, ионлтно, что 
но найденнымъ выше выраженіямъ 

ф0 = -^ + А.^ 

Проведемъ чрезъ большой кругъ перпендикулярный къ неподвижной эклиптикѣ н 
точку пересѣченія обоихъ круговъ означимъ чрезъ Р. Положимъ 

ЖМ'йі,; 8Р = ^і 8’8й = а 

Слѣдовательно есть средине наклоненіе окліштнкм къ экватору для разсматривае¬ 

маго времени, а есть тал. называемая прецессіи отъ планетъ, дуга вЗ'* называется 
общей іірбцессіой. Рѣшеніе нашего вопроса приводится къ опредѣленію величинъ *,, 

Ф, и а. По соотношенію существующему для сферическаго треугольника Я1#"#, въ 
которомъ сторона + имѣемъ 

СОЬ е, = СОХ 60 003 у — ВІИ €0 ВІИ У СОВ (Фо ~Ь Р) 
(259) 

к*ш а < віи е* =* хіп у зіи (фо + (і) 

а изъ прямоугольнаго треугольника 5,5Г|'^ получаемъ 

(260) іт$ (Фо — ф,) — Іана «• сов е0 

принимая какъ прежде сов у — 1 н віи у = у, ио уркпношяиъ (259) имѣемъ 

сов с, сов е0 — — у. віп е0 сов (фи -|- |3); ВІП *і -=: 
у. «Ій (Фо И- р) 

ВІИ 

отсюда видимъ, что разность в, — е0, а также а суть величины порядка у, поэтому 
примемъ 

віи «і 
аІаЦ^ = 

& 
XIII С, зіи а = а 

тогда 

«I — “ Г-сов (ф0 Я; — ТіАі|1.(%_+ Р) 
віц е0 

Изъ элементарнаго прямоугольнаго треугольника имѣемъ ф„ — ф, = «. сов е0 * 
поэтому 

И такъ. 

Фо — Фі = у. ш (р + Фо) соЦ $о 

— *0 + У . СОВ (Фо + Р); ф, =•, ф0 — у. 8ІП (р -|- ф0) СОІЯ 

Пренебрегал величиной ф0 иъ членахъ умноженныхъ на у и обращал вниманіе на вы¬ 
раженія (256), представимъ е, п Ф, въ индѣ 

е, = *0 +• 2 /у. сов [{к + 50". 8) Ь + 5] 

Фі» Фо — соів е0 2 д, зіц [(* + 50". 3) * + *] 
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Разлагая входящія сюда тригонометрическія лиліи по степенямъ времепп и ограничи¬ 
ваясь вторили степенями іу приводимъ это къ виду 

е, = + <М + М* 
ф, =г ф0 — сиі — М* 

Если приведемъ косффпціспти а1% Ьі% о2% Ьг въ числа, то отими омражоігіялпі мо¬ 
жемъ пользоваться для вычисленія е, и . Первая инъ птихъ величинъ называется 
грес)ипм7» наклонгніелѣ эклиптики кь экватору для разсматриваемаго времени, а 
Ф, общей прецессіей. 

Этимъ краткимъ изложеніемъ механической теоріи прецессіи и нутаціи, я за¬ 
ключаю моП астропомичссгсіп трактатъ, Бъ ясмъ я коснулся всѣхъ наиболѣе суще¬ 
ственныхъ воцросовъ математической астрономіи и рѣшенія многихъ изъ пикъ разнилъ 
съ подробностями соотвѣтствующими современному состояние науки. 

Излагая математическую астрономію въ этомъ видѣ, я преслѣдовалъ двоякую 
цѣль: старался сообщить всему изложенію простую н ясную форму и кромѣ того хо¬ 
тѣлъ наглядно показать связь, существующую между разнообразными вопросами, вхо¬ 
дящими въ область астрономіи. Насколько удалось мнѣ выполнить то и другое, пусть 
судятъ бозпрнстрастпые читатели. 
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Поправна. Въ нервовъ тонѣ этого трактата, въ статьѣ .0 преобразованіи ко¬ 

ординатъ", ш> уравненіяхъ (12), на стр. 23 поставленъ невѣрный знакъ и вмѣсто 
разности ІѴ — е введена сумма .РГ-)- е. Эта погрѣшность произошла отъ невѣрно 
составленной фигуры 3-й. Вели, какъ указано въ текстѣ, ѵ есть точка весоішшо 
равноденствіи, то полюсъ экватора долженъ находиться въ точкѣ Р, а полюсъ эклип¬ 

тики—въ точкѣ Р\ Тогда въ треугольникѣ 8Р'Р сторона Р'8 — 90° — 0, а сто¬ 

рона Р8 = 90°—? и уголъ при точкѣ Р, т, о. Р'Р8 = 90е -)- а, а при точкѣ 
Р', т. е. 8Р'Р=90° — I. Поэтому 

зіп |5 = зіп 8. с08 в — соз 8. зіа в. зіп а 

С08 0 . ЗІП х = 8ІІ1 8.8І1) 6 + С08 8 . С08 « . 8І1! Я 

соз 0. соз X = соз 8, соз а 

Мели какъ проще 

зіп 8 г» «.зіп .N4 зіп сс. соз 8 = и.соз N 

то 

зіп (3 = п. 8ІН — е) 

сое 0 ■ зіп X = п. соз — «) 

С08 0 . С08 X = соз 8 . С08 Я 

Вычислил по етпмъ формуламъ примѣръ, нрнведенный на стр. 24, находимъ слѣдующія 
вѣрныя координаты звѣзды я Ьеопіз 

X = 148я 7' 44ѵ. 53; 3 — 0° 27' 88". 75 

По той же причинѣ ураипорія (10) па стр. 25 должны быть замѣнены слѣдующими 

8іп 8 = п. зіп (ІѴ е) 

со8 8. зіп а = п. соз {2? + е) 

соз 8. соз а = соз 0. соз X 

- .ПнрочемЪ'укманнля теперь погрѣшность въ знакѣ поправлена уже въ послѣ¬ 

дующемъ изложеніи. Такъ въ третьемъ томѣ трактата на страницахъ 70 н 72 урлн- 

шчіін, служащія для вычисленія шпроты п долготы свѣтила но его склоненію и пря¬ 

мому восхожденію, представлены въ надлежащей формѣ. 
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